Mehrwegbäume

T. Härder, Universität Kaiserslautern

BinäreSuchbäume eignen sich vorallemzur DarstellungvonSuchstrukturenoder ZugriffspfadenfürDatenelemente ineinstufigenSpeichern (Hauptspeicher).Selbst beieinem Datenbestand von 10^6 Elementen bietet ein AVL-Baumfürdie direkteSuche mit etwa 20 Vergleichs- und Verzweigungsoperationen noch einen extrem schnellen Suchweg, da fürsolche interneOperationennurHauptspeicherzugriffe(kleiner100 ns) erforderlich sind. Beider Organisationvon Daten in mehrstufigenSpeichern muß ein Baumknotenerst inden Hauptspeicher gebracht werden, bevoreine Vergleichs-und Verzweigungsoperation abgewickeltund damit die Adresse des Nachfolgerknotensim Suchbaum bestimmt werden kann (Bild1). Da der Datentransport gewöhnlichin Einheiten fester Länge (Blöcke,Seiten) erfolgt,ist es günstig, die Suchbäume auf Externspeichern so auf die Seiten abzubilden, daß mit einem physischen Zugriff(Seitentransport) möglichst viel „Suchinformation“ zum Hauptspeicher übertragen wird. Typische Seitenlängen liegen heute zwischen 2 K und 8 K Bytes. Für das wahlfreie Aufsuchenund den nachfolgenden Transport einer Seite zum Hauptspeicher werden bei Magnetplattenheute durchschnittlichetwa 10 ms benötigt.Wegen der Zugriffszeitcharakteristikader verschiedenartigen Speicher einer zweistufigenSpeicherhierarchie tutsich eine „Zugriffslücke“zwischenHauptspeicher (elektronischerSpeicher) und Externspeicher (magnetischer Speicher) auf, die momentan etwa einen Faktorvon >10^5 ausmacht und wegen der Geschwindigkeitssteigerung der elektronischen Speicher tendenziellnoch größer wird.EinZugriffaufeine Datenseite, diesich bereits imHauptspeicher befindet,istalso um den Faktor>10^5 schneller als ein externer Zugriffauf die Magnetplatte,umdiereferenzierteSeite zu holen.MüßteimobigenBeispieljeder Knoten imSuchpfad des AVL-Baumesgetrennt inden Hauptspeicher übertragen werden, so kostet eine direkteSuche schon mehrere hundert Millisekunden– eine Größenordnung, die inzeitkritischenAufgabender Datei-oder Datenbankverwaltungnichtzu tolerieren ist. Es werden deshalb fürdie Datenverwaltungauf mehrstufigenSpeichern Baumstrukturen entwickelt,bei denen ein Knoten mehr als zwei Nachfolgerhat. Zieldabei ist es, möglichstvieleNachfolgerpro Knoten(ein möglichstgroßes fan-out)zuzulassen. So entstehen „buschigere“oder breitere Bäume mit einer geringeren Höhe. Außerdem wird,wieinBild1 skizziert,versucht, bei der VerarbeitungLokalitätseigenschaften,die sich bei wiederholterBaumsuche ergeben, auszunutzen. So werden die Wurzelseite und die Seiten der höheren Baumebenen häufigertraversiert als Seiten auf tieferen Baumebenen. Durch spezielle Maßnahmen im E/A-Puffer(Seitenersetzungsalgorithmen) läßt es sich oft erreichen, daß beispielsweise die Wurzelseite und manchmal

2 auch Seiten anderer Baumebenen schon im Hauptspeicher sind, wenn der entsprechende Baumtraversiertwerden soll.InpraktischenAnwendungenwerden also durch Suchbäume, die an die Speichercharakteristikaangepaßt sind, Leistungsgewinnedadurch erzielt,daß die Ein-/Ausgabebeim Baumzugriffminimiertwird,und zwar durch große Zugriffsgranulateund damit„breiteBäume“sowiedurchNutzungvonReferenzlokalität.

Bei der Abbildungvon Baumknoten (Einträge)liegt es nahe, einen großen binären Suchbaum inder inBild2 skizziertenWeise inSeiten zu unterteilenund jede Seite als Knoten aufzufassen, wobei bis zu m-1 ursprüngliche Knoten als Einträge im neuen Knoten (Seite) untergebracht werden. Eindeutiges Optimierungszielist die Minimierung der Höhe, da die Höhe die Anzahlder Externspeicherzugriffeim schlechtesten Fallangibt.Beieinem Kostenmaß fürsolche Bäumekönnen die internen Operationen auf einem Knotengegenüber den E/A-Operationeninerster Näherungvernachlässigt werden.

Betriebssystem

E/A-Puffer

Benutzer

• • •

Steuer-

Kanal

Magnetplattenspeicher Hauptspeicher einheit

<100 ns

10 ms >10^5

Zugriffslücke

P_1

P_4

P_2

P_3

P_5

. . .

P_2

P_1

P_3 P_4

P_5

. . .

Bild 1: Zugriffswege bei einer zweistufigen Speicherhierarchie

P_1

P_2

Bild 2: Unterteilung eines großen binären Suchbaumes in Seiten

3

1 m-Wege-Suchbäume

Die einfachste Abbildung,die sich nach dem in Bild2 skizzierten Schema durch Zusammenfassung vonbis zu m-1Schlüsseln und m Zeigernergibt,führtauf den (natürlichen) m-Wege-Suchbaum, der eine Analogie zum natürlichen binären Suchbaum darstellt. Ein m-Wege-Suchbaum verkörpert eine Sortierordnung auf der Menge der gespeicherten Schlüssel und erlaubt ähnliche Suchverfahren wie der binäre Suchbaum; er kann als seine Verallgemeinerungaufgefaßt werden. Vonseiner Topologie her ist der m-Wege-Suchbaum jedoch ein allgemeiner Baum.

Definition: Einm-Wege-Suchbaumoder ein m-ärerSuchbaum Bistein Baum,indem alle Knoteneinen Grad ≤ m besitzen. Entweder ist B leer oder er hat folgende Eigenschaften: i. Jeder Knoten des Baums hat folgende Struktur:

Die P_i, , sind Zeiger auf die Unterbäume des Knotens und die K_i und D_i, sind Schlüsselwerte und Daten.

ii. Die Schlüsselwerte im Knoten sind aufsteigend geordnet: , .

iii. Alle Schlüsselwerte im Unterbaum von P_i sind kleiner als der Schlüsselwert . iv. AlleSchlüsselwerte im Unterbaum von P_i sind größer als der Schlüsselwert K_{i,} . v. Die Unterbäume von P_i, sind auch m-Wege-Suchbäume.

Offensichtlichlassen sichdurchdas eingeführteKnotenformatdienachfolgendgezeigten dreiEbenen eines binärenSuchbaums (mitb = 7) effizientals ein Knoteneines m- Wege-Suchbaums abbilden.

b K_1 D_1 K_2 D_2 K_b D_b

• • •

P_0 P_1 P_2 P_b

0 i b ≤ ≤ 1 i b ≤ ≤ Ki Ki 1+ ≤ 1 i b<≤

Ki 1+ 0 i b<≤,

1 i b ≤ ≤ 0 i b ≤ ≤

K_1

K_2 K_4

K_3 K_5

K_6

K_7

4

DieD_i können Daten oder Zeigerauf die Daten repräsentieren. Oftsind die Daten auf einem separaten Speicherplatz abgelegt. Dann stelltdie Baumstruktureinen Indexzu den Daten dar. Zur Vereinfachung werden wir die D_i weglassen. InBild3 ist der Aufbaueines m-Wege-Suchbaumes fürm=4gezeigt. Seine Knoteninhalte lassen sich wiefolgtinterpretieren:S(P_i) sei die Seite, auf die P_i zeigt, und K(P_i) sei die Menge allerSchlüssel, die imUnterbaummitWurzelS(P_i) gespeichert werden können.

Dann gelten folgende Ungleichungen: i. ii. für

iii.

Ausder Betrachtungder Baumstrukturwirddeutlich,daß die Schlüssel inden inneren Knoten zwei Funktionen haben. Sie identifizierenDaten(sätze), und sie dienen als Wegweiser in der Baumstruktur. Fürden m-Wege-Suchbaumwirdnurdie direkteund sequentielle Suche skizziert.Einfüge- und Löschoperationen erklärensich analog zum binären Suchbaum intuitiv.Da

Einfügereihenfolge:

30, 50, 80

10, 15, 60, 90

20, 35, 5, 95, 1, 25, 85

30 50 80

10 15

10 15 20

60 90

30 50 80

30 50 80

35 90

60 95

85 25 5

1 Bild 3: Aufbau eines m-Wege-Suchbaumes (m=4)

x K P0( ): x K1<( ) ∈ x K Pi( ): Ki x Ki 1+ < < ( ) ∈ i 1 2 … b 1–, , , = x K Pb( ): Kb x<( ) ∈

5 fürden m-Wege-SuchbaumkeineBalancierungsmechanismen definiertsind,kann oftmals „Wildwuchs“entstehen, der die praktische Anwendungsolcher Bäume in Frage stellt.

Definition des Knotenformats:

CONST Emax = M - 1; {maximale Anzahl von Einträgen/Knoten} TYPE Sptr = POINTER TO Seite;

Index = [1..Emax]; Eintrag = RECORD Key : Schluesseltyp; Info : Infotyp; Ptr : Sptr END;

Seite = RECORD B : Index; {aktuelle Anzahl von Einträgen} Po : Sptr; Evektor : ARRAY Index OF Eintrag END;

PROCEDURE Msuche (X : Schluesseltyp; P : Sptr;VAR Element : Eintrag); VAR I : Index; BEGIN

IF P = NILTHEN

WriteString(‘Schluessel X ist nicht im Baum’) ELSIF X < P^.Evektor[1].KeyTHEN {X < K_1} Msuche(X, P^.Po, Element) ELSE

I := 1; WHILE (I < P^.B) AND (X > P^.Evektor[I].Key)DO

I := I + 1; END; IF P^.Evektor[I].Key = XTHEN {Ki = X, } Element := P^.Evektor[I] ELSE {K_i<X<K_{i+1}, oder X>K_b} Msuche(X, P^.Evektor[I].Ptr, Element) END;

END; END Msuche;

Programm 1: Rekursive Prozedur zum Aufsucheneines Schlüssels in einem m- Wege-Suchbaum

1 i b ≤ ≤ 1 i b ≤ ≤

6

DerSuchvorgangnach einemSchlüssel Xineinemm-Wege-Suchbaumisteine Erweiterung der direktenSuche ineinem binärenSuchbaum. Erläßtsich inanaloger Weise als rekursive Prozedur Msuche formulieren.Dazu wirdein geeignetes Knotenformat durch die imProgramm 1 gegebene MODULA-Definitioneingeführt.Der Suchschlüssel ist in der VariablenXenthalten. Der Zeiger P zeigt anfänglichauf die Wurzeldes Baumes. Falls die Suche erfolgreichist, enthältElement den gesuchten Baumeintrag. ImSuchalgorithmuswurdeinjedem Knotensequentiellgesucht. Wenndie Menge der Schlüssel proKnotensehr groß ist,könntezur Beschleunigungeine binäreSuche eingesetzt werden. DiesequentielleSuche kann durchVerallgemeinerungdes DurchlaufsinZwischenordnung bewerkstelligtwerden. DerDurchlaufinsymmetrischerOrdnungerzeugt die sortierte Folge aller Schlüssel (Programm 2).

PROCEDURE Symord(P : Sptr); VAR I : Index; BEGIN

IF P <> NILTHEN

Symord(P^.Po); FOR I := 1 to P^.BDO

WriteString(P^.Evektor[I].Key); Symord(P^.Evektor[I].Ptr) END END;

END Symord; Programm 2: Prozedur zum Durchlaufeines m-Wege-Suchbaums in symmetrischer Ordnung Wieaus Bild3 deutlichwird,ist der m-Wege-Suchbaum imallgemeinen nichtausgeglichen.Es istfürAktualisierungsoperationenkeinBalancierungsmechanismus vorgesehen. Das führtdazu, daß Blätterauf verschiedenen Baumebenen auftreten können und daß der vorhandene Speicherplatz sehr schlecht ausgenutzt wird.Im Extremfall entartet der Baum zu einer geketteten Liste. Seine Höhe kann deshalb beträchtlich schwanken.

Die Anzahl der Knoten in einem vollständigen Baum der Höhe h, ist . Da jeder Knotenbis zu m-1 Schlüssel besitzen kann, ergibtsich als maximaleAnzahl von Schlüsseln h 1≥

N mi

i 0= h 1–

∑^{mh 1–}_{m 1–}^{----------------} = =

7

. Im ungünstigsten Fall ist der Baum völlig entartet:

Daraus ergeben sich folgende Schranken für die Höhe eines m-Wege-Suchbaums:

Umdas Entstehen ungünstiger Bäume zu verhindern,fand ebenso wiebeim binären Suchbaum eine Weiterentwicklungstatt, die auf die Einführungeines geeigneten Balancierungsverfahrensabzielte. DieEinhaltungdes striktestmöglichenBalancierungskriteriums– Ausgeglichenheitdes Baumes bei minimalmöglicherHöhe – hätte jedoch wiederumauf einen Wartungsaufwandvon O(n)geführtund wäre damit vielzu teuer gewesen. Deshalb wurdeein Balancierungsmechanismus entwickelt,der mitHilfevon lokalen Baumtransformationen den Mehrwegbaum fast ausgeglichen hält.

2 B-Bäume

B-Bäumesind fast ausgeglichene Mehrwegbäume.In Bezug auf ihre Knotenstruktur (Seiten) sind sie sogar vollständigausgeglichen. Durchihre lokalenReorganisationsmaßnahmen garantieren sie jedoch nichtimmereine minimaleHöhe, d. h., die Belegung der einzelnen Knoten kann in gewissen Grenzen schwanken. Die B-Baumstrukturwurde 1970 von R. Bayer und E. McCreightentwickelt[BMc72]. Sie und einige ihrerVariantenwerden bei einem breiten Spektrum von Anwendungen eingesetzt. DerTiteleines Aufsatzes „TheUbiquitousB-Tree“vonD.Comercharakterisiertdiesen Sachverhalt sehr treffend[Co79].InDatei-und Datenbanksystemen dienen sie zur Organisation von Zugriffspfadstrukturen.Ihr Zugriffsverhaltenist weitgehend unabhängigvonder Mengeder verwaltetenElemente, so daß sie als Indexstruktur für 10 als auch für 10^7 Elemente oder mehr herangezogen werden. Da sie sehr breite Bäume von geringer Höhe garantiert, bietet sie eine effizienteDurchführungihrer Grundoperationen – direkte und sequentielle Suche, Einfügen und Löschen von Schlüsseln.

Definition: Seien k,h ganze Zahlen, , k>0. EinB-BaumBder Klasse ist entweder ein leerer Baum oder ein geordneter Suchbaum mitfolgenden Eigenschaften: i. Jeder Pfad von der Wurzel zu einem Blatt hat die gleiche Länge. ii. Jeder Knotenaußer der Wurzelund den Blätternhat mindestens k+1Söhne. Die Wurzel ist ein Blatt oder hat mindestens 2 Söhne.

nmax N m 1–( )

⋅ mh 1– = =

n N h = =

logm n 1+( ) h n ≤ ≤

h 0≥ τ k h,( )

8 iii. Jeder Knoten hat höchstens 2k+1 Söhne. iv. Jedes Blattmitder Ausnahmeder Wurzelals Blatthat mindestens kundhöchstens 2k Einträge.

Für einen B-Baum ergibt sich folgendes Knotenformat:

DieEinträgefürb, Schlüssel, Daten und Zeigerhaben die festen Längenl_b, l_K, l_D und l_p. AlsKnotengröße wirddie Größe der Transporteinheitzwischen Haupt-und Externspeicher gewählt.Diese Knoten-oder Seitengröße sei L.AlsmaximaleAnzahlvonEinträgen pro Knoten erhalten wir dann . Damit lassen sich die Bedingungen der Definition nun so formulieren: iv. und iii.Eine Seite darf höchstens voll sein. iv. und ii. Jede Seite (außer der Wurzel)muß mindestens halb vollsein. Die Wurzel enthält mindestens einen Schlüssel.

i. Der Baum ist, was die Knotenstruktur angeht, vollständig ausgeglichen. Für den B-Baumgibtes eine geringfügigunterschiedliche Definition,bei der minimal und maximal m Nachfolger pro Knoten zugelassen sind. Der einfacheren Schreibweise wegen bleibenwirbei unserer Definition,bei der 2k+1dem m entspricht. InBild4 istein B-Baumder Klasse τ(2,3)veranschaulicht.Injedem Knotenstehen die Schlüssel inaufsteigender Ordnungmit . Beib Schlüsseln hat er b+1 Söhne. Seine Knoteninhaltelassen sich in gleicher Weise wie beim m-Wege-Such-baum interpretieren.Auchdie Such- und Durchlauf-Algorithmenbleiben gleich.Jeder Schlüssel hat wiederdie Doppelrolleals Identifikatoreines Datensatzes und als Wegweiser inder Baumstruktur.Sie erschwert gewisse Optimierungen,auf die später eingegangen wird.

b K_1 D_1 K_2 D_2 K_b D_b

• • •

P_0 P_1 P_2 P_b freier Platz L

bmax

L lb– lp– lK lD lp + + -------------------------- 2k = =

m 2⁄

K1 K2 … Kb < < <

9

Bemerkung:Die Klassen τ(k,h)sind nicht alle disjunkt.Es ist leichteinzusehen, daß beispielsweise ein maximaler Baum ausτ(2,3) ebenso in τ(3,3) undτ(4,3) ist.

2.1 Höhe des B-Baumes

DieEffizienzder direktenSuche wirdwesentlichvonder Höhedes B-Baumsbestimmt.

Satz: Für die Höhe h eines Baums der Klasse τ(k,h) mit n Schlüsseln gilt: für und für Fürden Beweisder oberen und unteren Grenzen leitenwirdieminimaleund maximale AnzahlvonKnoteninτ(k,h)ab. EinenminimalenBaumerhältman, wenn jeder Knoten die kleinstmögliche Anzahl von Söhnen hat. Das ergibt nach Definition = =

= (1)

Offensichtlicherhältman einen maximalenBaum, wenn jeder Knotendie größtmögliche Anzahl von Söhnen hat. = =

= (2)

Damitergibtsichals obere und untere Grenze fürdieKnotenzahlN(B)eines beliebigen B-Baumes

12

5 6 7 8

1 2 3

4 9 16 19

10 11 13 14 15 17 18 20 21 22 23

Bild 4: B-Baum der Klasseτ(2,3)

log2k 1+ n 1+( ) h logk 1+ n 1+( ) 2⁄( ) 1+ ≤ ≤ n 1≥ h 0= n 0=

Nmin k h,( ) 1 2 2 k 1+( )⋅ 2 k 1+( )2⋅ … 2 k 1+( )h 2–

+ + + + +

1 2 k 1+( )i

i 0= h 2– ∑^{⋅+} 1 2 k -- k 1+( )

h 1– 1– ( ) ⋅ +

Nmax k h,( ) 1 2k 1 2k 1+( )2 … 2k 1+( )h 1–

+ + + + +

2k 1+ ( )i i 0= h 1– ∑ 2k 1+

( )h 1– 2k --------------------------------

B τ k h,( ) ∈

10 für (3)

und für h = 0

Aus N_{min}(k,h) und N_{max}(k,h) erhält man die minimale und maximale Anzahl von Schlüsseln, die im Baum gespeichert sind. Für gilt: (4) und (5)

Nach h aufgelöst erhalten wir die oben angegebenen Grenzen. Ineinem B-Baumder Klasse τ(k,h)kann also die Anzahlder Schlüssel inden abgeleiteten Grenzen schwanken: (6) Fürτ(2,3)(Bild4)bedeutet dies . Eingangs bezeichneten wirden B-Baum als fast ausgeglichenen Mehrwegbaum.InBezug auf seine Knotenstrukturist er zwar ausgeglichen, erreichtaber nichtimmerdie minimalemöglicheHöhe. Derquantitative Unterschied zum (optimalen)ausgeglichenen m-Wege-Suchbaum soll kurz skizziert werden. In Analogie zum ausgeglichenen binären Suchbaum sei er wie folgt definiert:

- h-1 Stufen von der Wurzel her sind voll belegt: b = 2k

- die Belegung der Stufe h (h > 1) erfüllt das B-Baum-Kriterium: - für h=1 gilt Ungleichung (6). Mit gilt für die optimale Belegung immer ≥ = für n > 1.

Mit n_{max} als oberer Grenze ergibt sich . Als Schwankungsbereich für τ(2,3) erhalten wirdamit . Da sich die Bereiche der n_{opt} fürverschiedene n nichtüberdecken, können solche ausgeglichene m-Wege-Suchbäume nur für bestimmte Schlüsselmengen aufgebaut werden.

1 2 k -- k 1+( )

h 1– 1– ( ) ⋅ + N B( ) 2k 1+( ) h 1– 2k -------------------------------- ≤ ≤ h 1≥ N B( ) 0=

h 1≥

n nmin

≥ 2 k 1+( )h 1– 1– = n nmax

≤ 2k 1+( )h 1– =

2 k 1+( )h 1– 1– n 2k 1+( )h 1– ≤ ≤ 17 n 124 ≤ ≤

k b 2k ≤ ≤

Nmax k h,( ) 2k 1+( )

h 1– 1– 2k --------------------------------------- 2k 1+( )

h 1– + =

nopt k h,( ) 2k 1+( )h 1– 1– k 2k 1+( )h 1– + k 1+( ) 2k 1+( )h 1–

⋅ 1–

k 1+( ) 2k 1+( )h 1–

⋅ 1– nopt 2k 1+( )h 1– ≤ ≤ 74 nopt 124 ≤ ≤

11

2.2 Einfügen in B-Bäumen

Während die bisher betrachteten Bäume alle von der Wurzelzu den Blätternhin gewachsen sind, ist bei B-Bäumendas Wachstum von den Blätternzur Wurzelhin gerichtet.Manbeginntmiteiner leeren Seite als Wurzel.Dieersten 2kSchlüssel werden in die Wurzelunter Beachtung der Ordnungsrelationeingefügt. Durch den nächsten Schlüssel läuft die Wurzel über.

Das Schaffen vonneuem Speicherplatzwirddurcheine fürden B-Baumfundamentale Operation – dem Split-Vorgang– erreicht. Über die Freispeicherverwaltungwirdeine neue Seite angefordert. DieSchlüsselmenge wirdaufgespalten und nach dem folgenden Prinzip neu aufgeteilt.

Dieersten k-Schlüsselverbleibeninder ursprünglichenSeite. Derinder Sortierreihenfolge mittlereSchlüssel – der Median – wirdzum Vaterknotengereicht, während die restlichen k Schlüssel in die neue Seite kommen. Da in der obigen Situationkein Vaterknotenvorhanden ist,wirdeine weitereneue Seite zugeordnet, so daß der B-Baum folgendes Aussehen erhält:

Der Schlüssel K_{k+1} in der neuen Wurzeldient nun als Wegweiser, ob ein beliebiger Schlüssel Kimlinkenoder imrechten Unterbaumsteht oder dort einzufügen ist. Weitere Schlüssel werden inden BlätterninSortierreihenfolgeeingefügt.Sobald ein Blatt überläuft, wird ein Split-Vorgangausgeführt, wodurch ein weiterer Schlüssel in die Wurzelaufgenommen wird.Nach einer Reihe vonSplit-Vorgängenwirdschließlichdie Wurzelselbst überlaufen. Dieses Ereignis erzwingtdie Aufteilungdes Schlüssels in der Wurzelauf zweiKnotenund einer neuen Wurzel(wieoben gezeigt). Dadurchvergrößert sich die Höhe des Baumes um 1. Dieser Split-Vorgangals allgemeines Wartungsprinzipdes B-Baumes läßt sich also solange rekursivfortsetzen, bis genü-

K_1 K_{2k+1}

K_2 ... K_{2k}

K_{k+2} ... K_{2k+1}

K_1 K_2 ... K_k K_{k+1} ⇑

K_1 K_2 ... K_k

K_{k+1}

K_{k+2} ... K_{2k+1}

12 gend SpeicherplatzaufallenBaumebenen geschaffen wordenist.Folgendes allgemeine Schema wird dabei angewendet:

Im Einfügealgorithmus werden also folgende Schritte ggf. rekursiv ausgeführt:

- Suche Einfügeposition - Wenn Platz vorhanden ist, speichere Element, sonst schaffe Platz durch Split- Vorgang und füge ein.

Füreine FolgevonSchlüsseln istder Einfügealgorithmusbeieinem B-Baumaus τ(2,h) in Bild5 gezeigt. Bei Einfügender Schlüssel 33 und 50 verändert der B-Baumseine Höhe h jeweils um 1; dabei fallen jeweils h Split-Vorgänge an (Höhe vor Einfügen).

2.3 Kostenanalyse für Einfügen und Suchen

Wirhatten bereits festgestellt, daß bei B-Baum-Operationendie Anzahl der Externspeicher-Zugriffeals relevante Größe zu berücksichtigen ist. Wirnehmen dabei an, daß jede Seite, die füreine Operationbenötigtwird,genau einmalvomExternspeicher geholt werden muß. BeiVeränderungder Seite muß sie dann auch genau einmalzurückgeschrieben werden. Wirbezeichnen die Anzahl der zu holenden Seiten mit f (fetch) und der zu schreibenden Seiten mit w (write). Für die sequentielle Suche – beispielsweise durch einen Durchlaufin symmetrischer Ordnung– fallenNLesezugriffean. Da dabei jeder interneKnotensehr oftaufgesucht wird,muß gewährleistet sein, daß er während dieses Referenzzeitraums im Hauptspeicher gehalten werden kann. Später werden wireine Variantedes B-Baumkennen-lernen, die eine effizientere Durchführung dieser Operation gestattet. Bei der direkten Suche erhalten wir:

- f_{min} = 1 : der Schlüssel befindet sich in der Wurzel

- f_{max} = h : der Schlüssel ist in einem Blatt

Umeine Aussage über die mittlerenSuchkosten f_{avg} zu bekommen, berechnen wirsie fürden Fallder maximalenBelegung eines B-Baumes. Wirwerden sie dann weiterhin

K_k ... K_1 K_{k+2} ... K_{2k+1}

K_n ...

K_{n+1}

... K_{k+1} P_{n+1} P_n P’

K_1 ... K_k K_{k+1} ... K_{2k}

K_n ...

K_{n+1} ... P_{n+1} P_n

P_0 P_1 P_{k-1} P_k P_{k+1} P_{2k} P_{2k+1} P_0 P_1 P_k P_{k+1} P_{k+2} P_{2k+1}

⇒ K_{2k+1}

13 fürseine minimaleBelegungableiten und haben so die Grenzen des Intervalls,indem die mittleren Suchkosten zu erwarten sind. MitHilfevon Gleichung(2)erhalten wirals gesamte Zugriffskostenbei maximalerBelegung eines B-Baumes, wenn auf jeden Schlüssel genau einmal zugegriffen wird,

90 97

91 95

69 77 83 57 12 2 5

12 33 37 45

12 48 69 77

48

Einfügereihenfolge:

77 12 48 69

33 89 97

91 37 45 83

2 5 57 90 95

99

12 33 69 77 89 97

48

69 77 83 91

89

97

48 89

37 45

33

90 91

69 77 83 57 12 2 5

48 89

37 45

33 95

97 99

Bild 5: Aufbau eines B-Baumes der Klasseτ(2, h)

69 50

77 83 12 2 5 37 45

89 95

33 48

50 57 90 91 97 99

14

=

=

=

= mit

Die mittleren Zugriffskosten ergeben sich unter Berücksichtigung von (5) durch =

=

= = (7)

BeiminimalerBelegungeines B-Baumeserhalten wirdie gesamten Zugriffskostenbei einmaligem Aufsuchen jedes Schlüssels mit Hilfe von Gleichung (1) =

=

= mit .

Unter Berücksichtigung von (4) lassen sich die mittleren Zugriffskosten bestimmen: =

= zmax 2k i 1+( ) 2k 1+( )i ⋅ i 0= h 1– ∑^⋅ m 1– ( ) mi i 0= h 1–

∑^{i mi⋅}_{i 0=}

h 1–

∑^+ ⋅

m 1– ( ) m h 1– m 1–

---------------- h 1–( ) mh⋅

m 1– ( ) ----------------------------- mh m– m 1– ( )2 --------------------- – + ⋅

h mh⋅ 1– m h m– m 1–

------------------

– m 2k 1+=

favg max ( ) zmax nmax

-------------

h mh 1–

( ) h 1–+

mh 1–

------------------------------------------- mh 1– m– 1+ m 1– ( ) mh 1–( ) ⋅ -------------------------------------------- –

h h mh 1–

---------------- 1 m 1–

------------- – + h 1 2k ----- – h 2k 1+

( )h 1–

-------------------------------- +

zmin 1 2k i 2+( ) k 1+( )i⋅

i 0= h 2– ∑^⋅ +

1 2 m 1–( ) 2mi

i 0= h 2–

∑^{i mi⋅}_{i 0=}

h 2–

∑^+ ⋅ +

1 2h mh 1–

⋅ 4– 2m

h 1– m–

m 1–

-------------------------- – + m k 1+=

favg min( ) zmin nmin

-----------

h 2mh 1– 1–

( ) h 3– 2m

h 1– 1– 2m– 1+

m 1–

--------------------------------------------------- – + 2mh 1– 1–

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------

15

=

= (8)

Inden Gleichungen(7)und (8)lassen sich fürh > 1 die 3. und 4. Terme vernachlässigen, da der Parameter k in B-Bäumentypischerweise sehr groß ist . Wir erhalten also als Grenzen für den mittleren Zugriffsaufwand

für h = 1

und für h > 1.

Diese Intervallgrenzen sind sehr eng und kaum von h unterschieden. Bei einer typischen Baumhöhe von h=3 und einem k=100 ergibt sich 2.99 ≤ f_{avg} ≤ 2.995, d. h., beimB-Baumsind die maximalenZugriffskostenh eine gute Abschätzung der mittleren Zugriffskosten. Bei der Analyse der Einfügekosten müssen wirebenso eine Fallunterscheidung machen. Imgünstigsten Fallist kein Split-Vorgangerforderlich.Da immerin einem Blatt eingefügt wird, ergibt sich: ; ; Derungünstigste Falltrittdann ein, wenn der Baum seine Höhe ändert. Dabei werden alleSeiten längs des Suchpfades gespalten und außerdem wirdeine neue Wurzelzugeordnet. Wenn h die Höhe des B-Baumes vor der Einfügung war, dann gilt: ; ; Dieser Fallverdeutlichtsehr schön, wie der B-Baumvon den Blätternzur Wurzelhin wächst. Wegen seiner hohen Kosten tritter glücklicherweisenur selten auf. Wenn ein B-Baumder Höhe h durch sukzessive Einfügungenaufgebaut wird,ereignet sich dieser Fall nur h-1 mal. Um die durchschnittlichenEinfügekosten bestimmen zu können, benötigen wireine Abschätzungder Wahrscheinlichkeitfürdas Auftreteneines Split-Vorgangs.Unterder Annahme, daß imbetrachteten B-Baumnur gesucht und eingefügt wird,erhalten wir eine obere Schranke fürseine durchschnittlichenEinfügekosten.Hat der Baum mitn Elementen N(n)Knoten,so gab es bei seinem Aufbauhöchstens N(n)-1Split-Vorgän-ge. N(n) kann durch Vorgabe einer minimalen Belegung abgeschätzt werden: .

h h 3–

2mh 1– 1–

--------------------------- 1 m 1–

------------- – 2 2mh 1– 1–

--------------------------- + + 1 2mh 1– 1– ( ) m 1–( ) ⋅ ------------------------------------------------------- +

h 1 k --– h 1– 2 k 1+( )h 1– 1–

--------------------------------------- 1 k 2 k 1+( )h 1– 1– ( ) ----------------------------------------------- + +

k 100 200– ≈( )

favg h= h 1 k --– favg h 1 2k ----- – ≤ ≤

fmin h= wmin 1=

fmax h= wmax 2h 1+=

N n( ) n 1– k ----------- 1+ ≤

16

Die Wahrscheinlichkeitdafür, daß eine Einfügungeine Spaltung auslöst, ergibt sich aus der Menge der Spaltungen und den gegebenen n Einfügungen höchstens zu

. Bei jeder Einfügungmuß eine Seite geschrieben werden. Bei einem Split-Vorgang müssen zusätzlichzweiSchreibvorgänge– fürdie neu zugeordnete Seite und die Vaterseite – abgewickelt werden. DerdurchschnittlicheMehraufwandbei einer Einfügungresultiertaus der Wahrscheinlichkeit einer Spaltung und ihren zusätzlichen Kosten. ; ; Wenn wirein k=100 unterstellen, kostet eine Einfügungim Mittelw_{avg} < 1 + 2/100 Schreibvorgänge,d. h., es entsteht eine Belastung von 2% fürden Split-Vorgang.Bei den in praktischen FällenüblichenWerten von k werden also Einfügungendurch den Mehraufwand für das Spalten nur unwesentlich belastet.

2.4 Löschen in B-Bäumen

Das Löschen eines Schlüssels aus einem B-Baumistnur geringfügigkomplizierterals das Einfügen.DieHauptschwierigkeitbesteht darin, die B-Baum-Eigenschaftwieder-herzustellen, wenn die Anzahlder Elemente ineinem Knotenkleinerals k wird.Durch AusgleichmitElementen aus einer Nachbarseite oder durch Mischen(Konkatenation) mit einer Nachbarseite wirddieses Problem gelöst. Beim Ausgleichsvorgangsind in der Seite P k-1Elemente und inP’mehrals kElemente. Erläuftnach folgendemSchema ab:

Ein Ausgleichsvorgangsetzt sich im Baum nicht fort.Es wirdimmer mindestens ein Element zum Nachbarknoten hin verschoben (über den Vaterknoten rotiert).Es ist aber auch eine Implementierungdenkbar, bei der ein Ausgleichderart geschieht, daß in jedem Knotenetwa die Hälfteder Elemente ((b+k-1)/2)abgelegt werden. Nachfoln 1– k ----------- 1 1–+ n ------------------------------ n 1– n k⋅

----------- 1 k --< =

favg h= wavg 1 2 k --+ <

K_1’ ... K_b’ P’

P_0’P_1’ P_b’

⇒^{Ausgleich}

K_1 ... K_{k-1} P

P_0 P_1 P_{k-1}

K_1’ ... K_{b-1}’ P’

P_0’P_1’ P_{b-1}’

K_n ... K_{k-1} P

P_b’ P_1 P_{k-1}

K_1

P_0

K_{n-1} K_n ...

K_{n+1} ... K_{n-1} K_b’ ...K_{n+1} ...

17 gende Löschungen imgleichen Knotenwürden nichtsofort wieder einen Ausgleichsvorgang nach sich ziehen. EinMischengeschieht dann, wenn inder Seite P, inder gelöscht wurde,k-1Elemente und inder Nachbarseite P’genau kElemente sind.Das allgemeineLöschschema sieht folgendermaßen aus:

Dieser Mischvorgangkann sich im Baum fortsetzen. Er kann im Vaterknoten einen Ausgleich oder wieder ein Mischen mit einem Nachbarknoten anstoßen. Mitdiesen Operationen läßtsich jetztder Löschalgorithmusfolgendermaßen erklären. Dabei bedeutet b Anzahl der Elemente: 1. Löschen in Blattseite

- Suche x in Seite P - Entferne x in P und wenn

a) b ≥ k in P: tue nichts b) b = k-1 in P und b > k in P’: gleiche Unterlauf über P’ aus c) b = k-1 in P und b = k in P’: mische P und P’.

2. Löschen in innerer Seite

- Suche x - Ersetze x = K_i durch kleinstenSchlüssel y inB(P_i) oder größten Schlüssel y in B(P_{i-1}) (nächstgrößerer oder nächstkleinerer Schlüssel im Baum)

- Entferne y im Blatt P - Behandle P wie unter 1.

InBild6 istder Löschalgorithmusan einem Beispielfürdas Löschen ineiner Blattseite und in einer inneren Seite gezeigt.

K_1’ ... K_k’ K_1 ... K_{k-1}

K_n

K_{n-1}

K_1’ ... K_k’

K_n ...

K_{n+1} ... P’

P_0’P_1’ P_k’

⇒^{Mischen}

K_1 ... K_{k-1} P

P_0 P_1 P_{k-1}

K_{n-1} ...

K_{n+1} ... P’

P_0’P_1’ P_k’ P_0 P_1 P_{k-1}

18

Kostenanalyse für das Löschen

Dergünstigste Fallliegtdann vor,wennineinem Blattgelöscht wird,aber keinMischen oder Ausgleich erfolgt. ; ; BeimAusgleicheines Unterlaufes,der sichnichtfortpflanzt,sind3 Seiten betroffen,die geschrieben werden müssen. BeimMischvorgangmüssen nurdie„überlebende“Seite und ihreVaterseite geschrieben werden. DerschlimmsteFalltrittnun inder pathologischen Situationauf, inder vombetroffenenBlatther alleSeiten bis auf die ersten zwei in einem Löschpfad gemischt werden; beim Nachfolgerder Wurzeltrittein Unterlauf ein, der über ihre Nachbarseite und über die Wurzel ausgeglichen werden muß: ; ; FürdiedurchschnittlichenLöschkostengeben wireine obere Schranke an. Wirberechnen sie unter der Annahme,daß der Reihe nach allen Schlüssel aus einem Baumher-

1 3 9

Lösche 21:

11

15 17 18 21

19

25

1 3 9

11

15 17 19

18

25

Lösche 11:

1 3 9

15

17 19

18

25

Mische:

1 3 9

15

17 18 25 19 Bild 6: Löschen in einem B-Baum (τ(2,2))

fmin h= wmin 1=

fmax 2h 1–

= wmax h 1+=

19 ausgelöscht werden. Findet bei einem Löschvorgangweder Mischennoch Ausgleich statt, gilt: ; ; Jedes Löschen eines Schlüssels verursacht höchstens einen Unterlauf.Alszusätzliche Kosten kommen bei einem Ausgleichsvorgang hinzu: ; ; Die Gesamtzahl der notwendigen Mischvorgängeist durch N(n)-1,also durch (n-1)/k beschränkt. Jedes Mischenkostet zusätzlicheinen Lese- und einen Schreibzugriff.Da nur ein Bruchteilder Löschvorgänge ein Mischen erforderlichmacht, belastet es die einzelne Operation mit . Durch Summation der Kostenanteile erhalten wir als durchschnittliche Löschkosten

Der Anteil der Kosten für einen Mischvorgang ist für große k vernachlässigbar.

3 Optimierungsmaßnahmen in B-Bäumen

Nachfolgend diskutieren wir einige Möglichkeiten zur Verbesserung wichtiger Eigenschaften von B-Bäumen.Sie betreffendie Speicherplatzbelegung, die Suche ineiner Seite sowie den Einsatz von variabel langen Schlüsseln und Datensätzen.

3.1 Verallgemeinerte Überlaufbehandlung

ImOriginalvorschlagdes B-Baum-Konzeptesverlangtedas Einfügeneines Schlüssels einen Split-Vorgang,sobald die betreffende Seite überlief.Dabeiwurdedie Schlüsselmenge so auf die ursprünglicheund auf die neu zugeordnete Seite aufgeteilt,daß anschließend inbeiden Seiten jeweilskSchlüssel gespeichert waren. Da eine volleSeite den Split-Vorgangauslöste, bezeichnen wirindiesem Fallden Splitfaktormitm=1(einfacher Überlauf). DieSpeicherplatzbelegung in beiden betroffenenSeiten ist nach einer Spaltung β = m/(m+1)= 1/2. Es läßt sich leichtüberlegen, daß Einfügefolgenauftreten können, die in der ganzen Baumstruktureine Speicherplatzbelegung von 50% (Ausnahme:Wurzel)erzeugen. EinBeispielfüreine solche Folge ist das sortierte Einf1 h= w1 2≤

f2 1= w2 2=

f3 w3 1 n -- n 1– k ----------- ⋅ 1 k --< = =

favg f1 f2 f3

+ + h 1 1 k -- + + < ≤ wavg w1 w2 w3

+ + 2 2 1 k -- + + < ≤ 4 1 k --+ =

20 fügen der Schlüssel. DieSpeicherplatzbelegung unter einem einfachen Überlaufschema bei zufälliger Schlüsselreihenfolge ist ( ).

ZurVerbesserung der Speicherplatzausnutzung kann analog zum Ausgleichdes UnterlaufsbeimLöschen ein Ausgleichdes Überlaufs auf Kostendes freienPlatzes ineiner Nachbarseite herangezogen werden. Dabei werden ein oder mehrere Schlüssel über den Vater zur Nachbarseite geschafft (rotiert),ohne daß eine neue Seite zugeordnet wird.Die aktuelle Implementierungkann auf unterschiedliche Weise geschehen. Eingeeigneter VorschlagistdieNeuaufteilungder (2k+1+b)Schlüssel derart, daß etwa (2k+1+b)/2Schlüssel injede der beiden Seiten kommen.Der Split-Vorgangwird solange verzögert,bis beide benachbarten Seiten vollsind.Dannerfolgteine Spaltung bei „doppeltem“Überlauf (m=2),bei der die Schlüsselmenge der beiden Seiten gleichmäßigaufdreiSeiten aufgeteiltwird.IhreSpeicherplatzbelegungistdann β =2/3.Falls nurEinfügungenabgewickeltwerden, liegtdieSpeicherplatzausnutzung imungünstigsten Fallbei etwa 66%. Treten jedoch zusätzlichLöschvorgängeauf, kann sie wieder bis auf 50% absinken. Durch eine allerdings recht komplexe Erweiterung des Ausgleichs beim Löschen (über 3 Seiten) läßt sich eine höhere Speicherplatzbelegung auch beim Löschen garantieren. Wir wollen jedoch diese Möglichkeit nicht vertiefen. DerB-BaummitdoppeltemÜberlauf (Splitfaktorm = 2) wirdinder Literaturmanchmal als B*-Baumbezeichnet [Kn73].Wirverwenden diese Bezeichnung hier nicht,da wir sie für eine andere Variante des B-Baumes reserviert haben. In Bild7 wirddas eben diskutierteAusgleichsprinzipam Beispielerläutert.Es veranschaulicht, wiedie Spaltung einer Seite hinausgeschoben und wiedadurch eine bessere Speicherplatzausnutzung erzielt wird.

Als Grenzen für die Einfügekosten bei einem Splitfaktor von m = 2 erhalten wir: ; ; . Der schlimmsteFalltrittdann ein, wenn auf jeder Ebene – vomBlattbis zum Nachfolger der Wurzel– die Schlüssel aus zweiSeiten auf drei Seiten aufgeteiltwerden und wenn zusätzlichdie Wurzelgespalten wird.Unter Betrachtung eines reinen Einfügeprozesses lassen sich ineinfacher Weise Grenzen fürdie durchschnittlichenEinfügekosten ableiten. Zu den minimalenKosten kommen bei einem Ausgleichein Lesezugriffund zweiSchreibzugriffehinzu.Da bei einem SplitvorgangzusätzlichzweiSeiten gelesen und 3 Seiten geschrieben werden müssen, ergeben sich als durchschnittliche Splitanteile 2/k und 3/k: ;

β ln2

≈ 69% ≈

fmin h= wmin 1= fmax 2h 1–

= wmax 3h=

favg h 1 2 k -- + + ≤ wavg 1 2 3 k -- + + ≤ 3 3 k --+ =

21

Der Split-Vorgangläßt sich nun in naheliegender Weise verallgemeinern. Zur Erhöhung der Speicherplatzbelegungkönntebeieinem Überlauf erst inder linkenNachbarseite gesucht werden. Wenn sich keinfreierPlatz lokalisierenläßt,wirdinder rechten Nachbarseite gesucht. Erst wenn in den drei zusammenhängenden Seiten kein Platz gefunden wird,kommtes zu einer Spaltung, bei der die Inhalteder dreiSeiten auf vier Seiten aufgeteiltwerden (Splitfaktorm = 3). Wirdnur der Einfügeprozeßbetrachtet, so läßt sich hierbei eine minimale Speicherausnutzung von 75% garantieren. DieVerallgemeinerungdes Split-Vorgangsbedeutet, daß erst inm benachbarten Seiten nach freiem Platz gesucht wird, bevor eine Spaltung erfolgt. Die Suche geschieht dabei abwechselnd im ersten, zweiten, dritten usw. linkenund rechten Nachbarn. Es ist leichteinzusehen, daß der Such- und Ausgleichsaufwandin diesem Fallstark ansteigt, so daß impraktischen Einsatz der Splitfaktorauf begrenzt sein sollte.Wieaus der Tabelle1zu entnehmen ist,erhältman dann besonders für die mittlereSpeicherplatzbelegung – ermitteltbei Einfügungen in zufälliger

10 11 12

1 4

Einfüge 8:

5

7 9 11 16

15

17

Einfüge 10:

Einfüge 6:

12

1 4 7 9 11 1615 17

5 12

8

1 4 7 9 10 1615 17

5 11

8 12

1 4 76

5

8 16

15

17

9

Bild 7: Einfügen in den B-Baum bei doppeltem Überlauf (τ(2,2))

m 3≤

βavg

22

Schlüsselreihenfolge – hervorragende Werte. Die angegebenen Werte für sind untere Grenzwerte, die für erreicht werden.

3.2 Suche in der Seite eines Mehrwegbaumes

Neben den Kosten fürSeitenzugriffemuß beim Mehrwegbaumder Suchaufwand innerhalb der Seiten als sekundäres Maß berücksichtigtwerden. EinSuchverfahren erforderteine Folge vonVergleichsoperationenimHauptspeicher, die bei künftigenSeitengrößen (> 8 K Bytes) sowie 500 oder mehr Schlüssel-Verweis-Paaren pro Seite durchaus ins Gewichtfallenkönnen. Eine Optimierungder internen Suchstrategie erscheint deshalb durchaus gerechtfertigt. Folgende Verfahren lassen sich einsetzen. Systematische Suche DieSeite wirdeintragsweise sequentielldurchlaufen.Beijedem Schrittwirdder betreffende Schlüssel mitdem Suchkriteriumverglichen.Unabhängigvon einer möglichen Sortierreihenfolgemuß imMitteldieHälfteder Einträgeaufgesucht werden.Bei2kEinträgen sind k Vergleichsschritte erforderlich. Sprungsuche Diegeordnete Folge von 2k Einträgenwirdinjgleichgroße Intervalleeingeteilt.Ineiner ersten Suchphase werden die Einträgejedes Intervallesmitden höchsten Schlüsseln überprüft,umdas Intervallmitdem gesuchten Schlüssel zu lokalisieren.Anschließend erfolgteine systematische Suche imausgewählten Intervall(Bild8a). Beidieser

Suchstrategie fallendurchschnittlich(j/2+ k/j)Vergleichsschrittean. Für erzieltman hierbeieinOptimum,weshalb sie oftauch als Quadratwurzel-Suchebezeich-net wird. Binäre Suche DiebinäreSuche setzt wiederumeine geordnete Folgeder Einträgevoraus. Beijedem SuchschrittwirddurchVergleichdes mittlerenEintragsentweder der gesuchte Schlüsβavg k ∞→ Belegung

Splitfaktor

1 1/2 = 50% ln 2≈ 69% 1 2 2/3 = 66% 2 · ln (3/2)≈ 81% 1 3 3/4 = 75% 3 · ln (4/3)≈ 86% 1 m 1 βmin βavg βmax

m m 1+

------------- m ln m 1+ m ------------- ⋅ Tabelle1: Speicherplatzbelegung als Funktion des Splitfaktors

j 2k =

23 sel gefunden oder der inFrage kommendeBereichhalbiert(Bild7.8b).Eineideale Halbierung läßt sich bei 2k = 2^j -1 (j > 1) erreichen. Die Anzahlder im Mittelbenötigten Vergleichsschritte beträgt angenähert log_2(2k) -1.

Währendeine systematische Suche aufEinträgenfester und variablerLängesowiebei ihrerKomprimierungausgeführt werden kann, setzen Sprungsuche und binäreSuche Einträgefester Längevoraus. Sie sind lediglichimFalleeiner zusätzlichenIndextabelle inder Seite ggf.indirekteinsetzbar. DieVerwendungeines solchen zusätzlichenIndex istjedochfragwürdig,weildadurch der fürEinträgenutzbare Speicherplatzverkleinert wird.

3.3 Einsatz von variabel langen Schlüsseln

DieDefinitiondes B-Baumes geht von minimalk und maximal2k Schlüsseln (Einträgen) pro Seite aus, was bei Schlüsseln gleicherLänge besagt, daß jede Seite mindestens halb vollund höchstens vollist. Weiterhinist bei Split-Operationeneine gleichförmigeNeuverteilungder Schlüssel gewährleistet,währendbei Mischoperationenimmer garantiertwerden kann, daß diebetroffenen2kEinträgePlatz inder zugeordneten Seite finden. Da sich bei variabel langen Einträgen weder ein für alle Seiten gültigerParameter k noch eine gleichförmigeNeuverteilungbei Split-Operationengewährleistenläßt,ist es naheliegend, das B-Baum-Konzeptweiterzuentwickelnund anstelle der striktenSplit- AufteilungSplit-Intervalleeinzuführen.Beijedem Split-Vorgangwirdein Split-Intervall um die Mitteder Seite (z. B. 35-65%) festgelegt. Die Neuaufteilungder Einträge im Rahmen des Split-Intervallserfolgtso, daß eine Seite nur > 35% und die zweiteSeite entsprechend < 65% der Einträge aufnehmen kann.

1 m a) Sprungsuche

1 m b) binäre Suche Bild 8: Suche in einer Seite

24

Dieses VerfahrenläßtsichdurchParameter fürdieGröße der Split-IntervallefürBlätter undNicht-Blättersteuern undseparat optimieren.DieVergrößerungder Split-Intervalle tendiertzwareinerseits durch die zu erzielende Verkürzungder Einträgezur Verringerungder Baumhöhe,erzeugt aber andererseits durcheinen geringeren Belegungsgrad injeweilseiner der am Split-VorgangbeteiligtenSeiten mehrSeiten als nötigund damit mehr Einträge in den inneren Knoten. Zur Erhöhung des Belegungsfaktors können deshalb bei der Neuaufteilung– ähnlich wie bei der verallgemeinerten Überlaufbehandlung – auch bei variablen Eintragslängen benachbarte Seiten einbezogen werden.

4 B*-Bäume

Die für den praktischen Einsatz wichtigsteVariante des B-Baums ist der B*-Baum. Seine Unterscheidungsmerkmalelassen sich am besten von der folgendenBeobachtung her erklären.InB-Bäumenspielen die Einträge(K_i, D_i, P_i) inden inneren Knoten zwei ganz verschiedene Rollen:

- Die zum Schlüssel K_i gehörenden Daten D_i werden gespeichert. - Der Schlüssel K_i dient als Wegweiser im Baum.

Fürdiese zweiteRolleistD_i vollkommenbedeutungslos. InB*-Bäumenwirdininneren Knotennur die Wegweiser-Funktionausgenutzt, d. h., es sind nur (K_i, P_i) als Einträge zu führen.Diezu speichernden Informationen(K_i, D_i) werden inden Blattknotenabgelegt. Dadurch ergibtsich füreinige K_i eine redundante Speicherung. Dieinneren Knoten bilden also einen Index (index part), der einen schnellen direkten Zugriffzu den Schlüsseln gestattet. DieBlätterenthalten alle Schlüssel mitihrenzugehörigen Daten inSortierreihenfolge.DurchVerkettungallerBlattknoten(sequence set) läßt sich eine effizientesequentielle Verarbeitungerreichen, die beim B-Baumeinen umständlichen Durchlauf in symmetrischer Ordnung erforderte.

Definition: Seien k, k* und h* ganze Zahlen, h*≥ 0, k, k*> 0. EinB*-BaumBder Klasse τ (k,k*,h*)istentweder ein leerer Baumoder ein geordneter Suchbaum, für den gilt: i. Jeder Pfad von der Wurzel zu einem Blatt besitzt die gleiche Länge. ii. Jeder Knotenaußer der Wurzelund den Blätternhat mindestens k+1 Söhne, die Wurzel mindestens 2 Söhne, außer wenn sie ein Blatt ist.

iii. Jeder innere Knoten hat höchstens 2k+1 Söhne. iv. Jeder BlattknotenmitAusnahme der Wurzelals Blatthat mindestens k*und höchstens 2k* Einträge.

25

Hinweis:Der so definierteBaum wirdinder Literaturgelegentlichals B^+-Baum[Co79] bezeichnet. Es sind also zwei Knotenformate zu unterscheiden:

DieZeigerP_{PRIOR}undP_{NEXT}dienen zurVerkettungder Blattknoten,damitalleSchlüssel direktsequentiellaufsteigend und absteigend verarbeitetwerden können. Das Feld Menthalte eine Kennungdes Seitentyps sowiedie Zahlder aktuellenEinträge.Da die Seiten eine feste LängeLbesitzen, läßtsich aufgrundder obigenFormate kund k*bestimmen: ;

; Da inden inneren KnotenwenigerInformationpro Eintragzu speichern ist,erhältman beim B*-Baumeinen im Vergleichzum B-Baumbeträchtlichhöheren k-Wert.Ein B*- Baum besitzt also einen höheren Verzweigungsgrad(fan-out),was bei gegebenem n im Mittel zu Bäumen geringerer Höhe führt. ImBild9 istein B*-Baummitderselben Schlüsselmenge wieder B-BauminBild4 dargestellt. Es wirddeutlich,daß die Schlüssel im Indexteilredundant gespeichert sind. Alsallgemeine Regel gilt,daß jeder Schlüssel im Indexteileine Kopiedes höchsten Schlüssels inseinem linkenUnterbaumist.NachLöschungenkann diese Regel durchbrochen sein. In jedem Fallgiltjedoch, daß jeder Schlüssel imlinkenUnterbaum von K_i kleiner oder gleich K_i ist.

4.1 Höhe des B*-Baumes

DieHöhe des B*-Baumesläßt sich in ähnlicherWeise wiebeim B-Baumbestimmen. Die Anzahl der Blattknoten bei minimaler Belegung eines B*-Baumes ergibt sich zu

K_1 ...

P_0 P_1 P_b

M K_b

innerer Knoten

k b 2k ≤ ≤

Blattknoten k* m 2k* ≤ ≤

freier Platz L

K_1 ...

M D_1 K_2 D_2

P_{PRIOR} P_{NEXT} freier Platz K_m D_m

L lM lP 2 k lK lP+( ) ⋅ + + = k L lM– lP– 2 lK lP+( ) ⋅ ---------------------------- =

L lM 2 lP⋅ 2 k* lK lD+( ) ⋅ + + = k*

L lM– 2lP– 2 lK lD+( ) ⋅ ---------------------------- =

Bmin k h*,( ) 1 2 k 1+( )h* 2– = fürh* 1= fürh* 2≥ 26

Die Anzahl von Elementen erhalten wir für h* = 1 und

für (9)

Bei maximaler Belegung gilt für die Anzahl der Blattknoten für und für die Anzahl der gespeicherten Elemente

für (10)

MitHilfevon(9)und (10)läßtsich leichtzeigen, daß die Höhe h*eines B*-Baumesmit n Datenelementen begrenzt ist durch

für .

4.2 Grundoperationen beim B*-Baum

Der B*-Baumkann aufgefaßt werden als eine gekettete sequentielle Datei von Blättern, die einen Indexteilbesitzt, der selbst ein B-Baumist. ImIndexteilwerden insbesondere beim Split-Vorgangdie Operationen des B-Baums eingesetzt. Diese besondere Sicht des B*-Baumes läßt sich wie folgt veranschaulichen:

15 18 20

12

5 6 7 8

1 2

4

2 5

16 19

10 11 13 14 15

17 18 20

21 22 23

9

3

12

9 Bild 9: B*-Baum der Klasseτ(3,2,3)

nmin k k* h* , , ( ) 1= nmin k k* h* , , ( ) 2k* k 1+( )h* 2– ⋅ = h* 2≥

Bmax k h*,( ) 2k 1+( )h* 1–

= h* 1≥

nmax k k* h* , , ( ) 2k* 2k 1+( )h* 1– ⋅ = h* 1≥

1 log2k 1+ n 2k* ---------

+ h* 2 logk 1+ n 2k* --------- + ≤ ≤ h* 2≥

Indexteil: B-Baum von Schlüsseln

sequentielle sortierte Datei der Blätter

• • •

27

Wiebereits erwähnt,isth*imMittelkleinerals h inB-Bäumen.Da alleSchlüssel inden Blätternsind, kostet jede direkteSuche h*Zugriffe.Da f_{avg} beim B-Bauminguter Näherung mith abgeschätzt werden kann, erhältman also durch den B*-Baumeine effizientere Unterstützungder direktenSuche. Diesequentielle Suche erfolgtnach Aufsuchen des Linksaußender Strukturunter Ausnutzungder Verkettungder Blattseiten.Es sind zwar ggf. mehr Blätterals beim B-Baumzu verarbeiten, doch da nur h*-1innere Knoten aufzusuchen sind, wird die sequentielle Suche ebenfalls effizienter ablaufen. Das Einfügenistvonder Durchführungund vomLeistungsverhaltenher dem Einfügen in einen B-Baumsehr ähnlich.Bei inneren Knoten wirddie Spaltung analog zum B- Baum durchgeführt.Der Split-Vorgangeiner Blattseite läuftnach folgendemSchema ab:

BeimSplit-Vorgangmuß gewährleistetsein, daß jeweilsdie höchsten Schlüssel einer Seite als Wegweiserinden Vaterknotenkopiertwerden. Außerdemmuß die neue Seite in die verkettete Liste der Blattknotenaufgenommen werden. Die Verallgemeinerung des Split-Vorgangs läßt sich analog zum B-Baum einführen. DerLöschvorgangineinemB*-Baumisteinfacherals imB-Baum.Datenelemente werden immervon einem Blattentfernt. Die komplexe Fallunterscheidung zum Löschen eines Elementes aus einem innerenKnotenentfälltalso beimB*-Baum.Weiterhinmuß beimLöschen eines Schlüssels aus einem Blattdieser Schlüssel nichtaus dem Indexteilentferntwerden;er behältseine Funktionals Wegweiser.EinSchlüssel K_iimIndexteil muß nur als Separator zwischen seinem linkenund rechten Unterbaum dienen. Deshalb ist jeder beliebigeString,der diese Funktionerfüllt,zulässig. EinigeEinfügeund Löschoperationen sind für einen B*-Baum in Bild 10 gezeigt.

4.3 Vergleich von B- und B*-Baum

Zusammenfassend seien noch einmal die wichtigsten Unterschiede des B*-Baums zum B-Baum und seine Vorteile aufgelistet:

K D

K_{2k*} ... ...

K_1 D_{k*} ... ... D_1 K_{k*} K_{2k*}D_{2k*}

D_{k*+1}

K_{k*+1}

K_1 D_{k*} ... ... D_1 K_{k*} K_{2k*}D_{2k*}

D_{k*+1}

K_{k*+1} K D ... ⇒_{Kk* ...}

... K_{2k*}

28

- Es wirdeine strikte Trennung zwischen Datenteil und Indexteilvorgenommen.

Datenelemente stehen nur in den Blättern des B*-Baumes. - Schlüssel im inneren Knoten haben nur Wegweiserfunktion.Sie können auch durch beliebigeTrenner ersetzt oder durch Komprimierungsalgorithmenverkürzt werden.

- Kürzere Schlüssel oder Trenner in den inneren Knoten erhöhen den Verzweigungsgrad des Baumes und verringern damit seine Höhe.

- Dieredundant gespeicherten Schlüssel erhöhen den Speicherplatzbedarfnurgeringfügig (< 1%).

- Der Löschalgorithmus ist einfacher. - Durchdie Verkettungder Blattseitenwirdeine schnellere sequentielle Verarbeitung erzielt.

Anhand eines praktischen Beispiels sollen für B- und B*-Baumdie Mengen der Elemente, die sich in einem Baum vorgegebener Höhe abspeichern lassen, gegenübergestelltwerden. DieSeitengröße sei L=2048 Bytes.Jeder ZeigerP_i, jede Hilfsinformationund jeder Schlüssel K_i seien 4 Byteslang. Bezüglichder Daten wirdfolgendeFallunterscheidung gemacht:

46 67

12 28

33 37 41

12 28

53 59 15 19 28

46

67 46 1 5 9 12 71 83 99

67

41

33 37 41 53 59

15 19 28 67

1 5 9 12 71 83 99

45 46

53 67

12 28

41

33 37 59

15 19 67

1 5 9 12 71 83 99

45 53

Einfüge 45

Lösche 28, 41, 46

Bild 10: Einfügen und Löschen im B*-Baum:τ(2,2,h*)

29

- bei eingebetteter Speicherung ist l_D = 76 Bytes - bei separater Speicherung istl_D = 4 Bytes, d. h., imBaumwirdnur ein Zeigerauf den Datensatz gespeichert.

Für den B-Baum erhalten wir

- bei eingebetteter Speicherung: k = 12; - bei separater Speicherung: k = 85;

Als Parameterwerte für den B*-Baum ergeben sich

- bei eingebetteter Speicherung: k = 127; k* = 12; - bei separater Speicherung: k = 127; k* = 127;

DieGleichungen(4),(5),(9)und (10),die fürminimaleund maximaleBelegunggelten, seien nochmals zusammengestellt:

Damit ergeben sich folgende Zahlenwerte für den B-Baum:

Dieentsprechenden Wertefürden B*-Baumsind inder folgendenTabellezusammengefaßt:

B-Baum B*-Baum

nmin 2 k 1+( )h 1–

⋅ 1– 2k* k 1+( )h* 2– ⋅

nmax 2k 1+( )h 1– 2k* 2k 1+( )h* 1– ⋅

Datensätze separat (k=85) Datensätze eingebettet (k=12) h n_{min} n_{max} n_{min} n_{max}

1 1 170 1 24 2 171 29.240 25 624 3 14.791 5.000.210 337 15.624 4 1.272.112 855.036.083 4.393 390.624

Datensätze separat Datensätze eingebettet (k=127, k *= 127) (k=12, k *= 127) h n_{min} n_{max} n_{min} n_{max}

1 1 254 1 24 2 254 64.770 24 6.120 3 32.512 16.516.350 3.072 1.560.600 4 4.161.536 4.211.669.268 393.216 397.953.001

30

Es ist klar,daß sich die Wertebereiche von B-und B*-Baumfüreine bestimmte Höhe überlappen. Jedoch ist die deutlicheÜberlegenheit des B*-Baumeszu erkennen. Besonders deutlichtrittsie imFalleingebetteter Datensätze hervor.Trotzder Redundanz im Indexteil stellt der B*-Baum die effizientere Struktur dar.

Literatur

BMc72 R. Bayer,McCreigtht,E.M.:Organizationand maintenance oflarge ordered indexes, Acta Informatica, Vol. 1, No. 3, 1972, pp. 173-189.

Co79 D. Comer: The ubiquitousB-tree, ACMComputer Surveys, Vol.11, No. 2, 1979, pp. 121-137.

Kn73 D.E. Knuth:The Artof Computer Programming,Vol.3: Sorting and Searching, Addison-Wesley Publishing Co., Reading, Mass., 1973.