Mehrwegbaume
T. Harder, Universitat Kaiserslautern

Bindre Suchbaume eignen sich vor allem zur Darstellung von Suchstrukturen oder Zu-
griffspfaden fur Datenelemente in einstufigen Speichern (Hauptspeicher). Selbst bei ei-
nem Datenbestand von 10° Elementen bietet ein AVL-Baum fiir die direkte Suche mit
etwa 20 Vergleichs- und Verzweigungsoperationen noch einen extrem schnellen
Suchweg, da fiir solche interne Operationen nur Hauptspeicherzugriffe (kleiner 100 ns)
erforderlich sind.

Bei der Organisation von Daten in mehrstufigen Speichern muf3 ein Baumknoten erst
in den Hauptspeicher gebracht werden, bevor eine Vergleichs- und Verzweigungsope-
ration abgewickelt und damit die Adresse des Nachfolgerknotens im Suchbaum be-
stimmt werden kann (Bild 1). Da der Datentransport gewohnlich in Einheiten fester
Lange (Blocke, Seiten) erfolgt, ist es gunstig, die Suchbdume auf Externspeichern so
auf die Seiten abzubilden, dal3 mit einem physischen Zugriff (Seitentransport) mog-
lichst viel ,Suchinformation* zum Hauptspeicher Ubertragen wird.

Typische Seitenlangen liegen heute zwischen 2 K und 8 K Bytes. Fir das wahlfreie
Aufsuchen und den nachfolgenden Transport einer Seite zum Hauptspeicher werden
bei Magnetplatten heute durchschnittlich etwa 10 ms bendtigt. Wegen der Zugriffszeit-
charakteristika der verschiedenartigen Speicher einer zweistufigen Speicherhierarchie
tut sich eine ,Zugriffsliicke” zwischen Hauptspeicher (elektronischer Speicher) und Ex-
ternspeicher (magnetischer Speicher) auf, die momentan etwa einen Faktor von >10°
ausmacht und wegen der Geschwindigkeitssteigerung der elektronischen Speicher
tendenziell noch gré3er wird. Ein Zugriff auf eine Datenseite, die sich bereits im Haupt-
speicher befindet, ist also um den Faktor >10° schneller als ein externer Zugriff auf die
Magnetplatte, um die referenzierte Seite zu holen. MUif3te im obigen Beispiel jeder Kno-
ten im Suchpfad des AVL-Baumes getrennt in den Hauptspeicher Ubertragen werden,
so kostet eine direkte Suche schon mehrere hundert Millisekunden — eine Grél3enord-
nung, die in zeitkritischen Aufgaben der Datei- oder Datenbankverwaltung nicht zu to-
lerieren ist.

Es werden deshalb fir die Datenverwaltung auf mehrstufigen Speichern Baumstruktu-
ren entwickelt, bei denen ein Knoten mehr als zwei Nachfolger hat. Ziel dabei ist es,
maoglichst viele Nachfolger pro Knoten (ein mdglichst grofRes fan-out) zuzulassen. So
entstehen ,buschigere” oder breitere Baume mit einer geringeren Hohe. Aul3erdem
wird, wie in Bild 1 skizziert, versucht, bei der Verarbeitung Lokalitatseigenschaften, die
sich bei wiederholter Baumsuche ergeben, auszunutzen. So werden die Wurzelseite
und die Seiten der hoheren Baumebenen haufiger traversiert als Seiten auf tieferen
Baumebenen. Durch spezielle MalRnahmen im E/A-Puffer (Seitenersetzungsalgorith-
men) lalt es sich oft erreichen, dal3 beispielsweise die Wurzelseite und manchmal



auch Seiten anderer Baumebenen schon im Hauptspeicher sind, wenn der entspre-
chende Baum traversiert werden soll. In praktischen Anwendungen werden also durch
Suchbaume, die an die Speichercharakteristika angepalit sind, Leistungsgewinne da-
durch erzielt, dal3 die Ein-/Ausgabe beim Baumzugriff minimiert wird, und zwar durch
grol3e Zugriffsgranulate und damit ,breite Baume* sowie durch Nutzung von Referenz-
lokalitat.
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Bild 1: Zugriffswege bei einer zweistufigen Speicherhierarchie

Bei der Abbildung von Baumknoten (Eintrage) liegt es nahe, einen grof3en binéren
Suchbaum in der in Bild 2 skizzierten Weise in Seiten zu unterteilen und jede Seite als
Knoten aufzufassen, wobei bis zu m-1 urspringliche Knoten als Eintrédge im neuen
Knoten (Seite) untergebracht werden. Eindeutiges Optimierungsziel ist die Minimie-
rung der Hohe, da die Hohe die Anzahl der Externspeicherzugriffe im schlechtesten
Fall angibt. Bei einem Kostenmal fiir solche Baume kdnnen die internen Operationen
auf einem Knoten gegenuber den E/A-Operationen in erster Naherung vernachlassigt
werden.

Bild 2: Unterteilung eines grof3en binaren Suchbaumes in Seiten



1 m-Wege-Suchbaume

Die einfachste Abbildung, die sich nach dem in Bild 2 skizzierten Schema durch Zu-
sammenfassung von bis zu m-1 Schlisseln und m Zeigern ergibt, fihrt auf den (nattr-
lichen) m-Wege-Suchbaum, der eine Analogie zum natirlichen bindren Suchbaum
darstellt. Ein m-Wege-Suchbaum verkdrpert eine Sortierordnung auf der Menge der
gespeicherten Schliissel und erlaubt ahnliche Suchverfahren wie der bindre Such-
baum; er kann als seine Verallgemeinerung aufgefal3t werden. Von seiner Topologie
her ist der m-Wege-Suchbaum jedoch ein allgemeiner Baum.

Definition: Ein m-Wege-Suchbaum oder ein m-&rer Suchbaum B ist ein Baum, in dem
alle Knoten einen Grad < m besitzen. Entweder ist B leer oder er hat folgende Eigen-
schaften:

i. Jeder Knoten des Baums hat folgende Struktur:
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Die P;, 0<i<b, sind Zeiger auf die Unterbdume des Knotens und die K; und D;,

1 <i<b sind Schliisselwerte und Daten.

ii. Die SchltUsselwerte im Knoten sind aufsteigend geordnet: K; < K 1<i<b.

i+1°

iii. Alle Schlusselwerte im Unterbaum von P; sind kleiner als der Schlisselwert
Ki;,0<i<b.

iv. Alle Schlusselwerte im Unterbaum von P; sind grof3er als der Schlisselwert K;
1<i<b.

v. Die Unterbdume von P;, 0 <i<b sind auch m-Wege-Suchbaume.

Offensichtlich lassen sich durch das eingefiihrte Knotenformat die nachfolgend gezeig-
ten drei Ebenen eines binaren Suchbaums (mit b = 7) effizient als ein Knoten eines m-
Wege-Suchbaums abbilden.




Die D; konnen Daten oder Zeiger auf die Daten reprasentieren. Oft sind die Daten auf
einem separaten Speicherplatz abgelegt. Dann stellt die Baumstruktur einen Index zu
den Daten dar. Zur Vereinfachung werden wir die D; weglassen.

In Bild 3 ist der Aufbau eines m-Wege-Suchbaumes fur m=4 gezeigt. Seine Knotenin-
halte lassen sich wie folgt interpretieren: S(P;) sei die Seite, auf die P; zeigt, und K(P;)
sei die Menge aller Schlissel, die im Unterbaum mit Wurzel S(P;) gespeichert werden
konnen.
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Bild 3: Aufbau eines m-Wege-Suchbaumes (m=4)

Dann gelten folgende Ungleichungen:
. xOK(Py):(x<K;)

i xOK(P):(Ki<x<K,,,) fari=1,2,..,b-I

i+1
ii.  xOK(Py):(Ky<x)
Aus der Betrachtung der Baumstruktur wird deutlich, dal3 die Schliissel in den inneren

Knoten zwei Funktionen haben. Sie identifizieren Daten(satze), und sie dienen als
Wegweiser in der Baumstruktur.

Fir den m-Wege-Suchbaum wird nur die direkte und sequentielle Suche skizziert. Ein-
flge- und Loschoperationen erklaren sich analog zum binaren Suchbaum intuitiv. Da



fur den m-Wege-Suchbaum keine Balancierungsmechanismen definiert sind, kann oft-
mals ,Wildwuchs* entstehen, der die praktische Anwendung solcher Bdume in Frage
stellt.

Definition des Knotenformats:

CONST Emax =M - 1; {maximale Anzahl von Eintragen/Knoten}

TYPE Sptr=POINTER TO Seite;
Index = [1..Emax];
Eintrag = RECORD
Key : Schluesseltyp;
Info : Infotyp;
Ptr : Sptr
END;
Seite= RECORD
B :Index; {aktuelle Anzahl von Eintragen}
Po : Sptr;
Evektor : ARRAY Index OF Eintrag
END;

PROCEDURE Msuche (X : Schluesseltyp; P : Sptr; VAR Element : Eintrag);
VAR | :Index;

BEGIN
IF P =NIL THEN
WriteString(‘Schluessel X ist nicht im Baum’)

ELSIF X < P".Evektor[1].Key THEN {X <K}
Msuche(X, P~.Po, Element)
ELSE
l:=1;
WHILE (I < P~.B) AND (X > P~.Evektor[l].Key) DO
l=1+1;
END;

IF  P”.Evektor[l].Key = X THEN {Ki=X, 1<i<b}
Element := P~.Evektor(l]
ELSE {Ki<X<Kjs1, 1 i<b oder X>Kp}
Msuche(X, P”*.Evektor[l].Ptr, Element)
END;
END;
END Msuche;

Programm 1: Rekursive Prozedur zum Aufsuchen eines Schlussels in einem m-
Wege-Suchbaum



Der Suchvorgang nach einem Schltissel X in einem m-Wege-Suchbaum ist eine Erwei-
terung der direkten Suche in einem binaren Suchbaum. Er a3t sich in analoger Weise
als rekursive Prozedur Msuche formulieren. Dazu wird ein geeignetes Knotenformat
durch die im Programm 1 gegebene MODULA-Definition eingefihrt. Der Suchschlis-
sel ist in der Variablen X enthalten. Der Zeiger P zeigt anfanglich auf die Wurzel des
Baumes. Falls die Suche erfolgreich ist, enthalt Element den gesuchten Baumeintrag.

Im Suchalgorithmus wurde in jedem Knoten sequentiell gesucht. Wenn die Menge der
Schlussel pro Knoten sehr grof3 ist, kdnnte zur Beschleunigung eine bindre Suche ein-
gesetzt werden.

Die sequentielle Suche kann durch Verallgemeinerung des Durchlaufs in Zwischenord-
nung bewerkstelligt werden. Der Durchlauf in symmetrischer Ordnung erzeugt die sor-
tierte Folge aller Schlissel (Programm 2).

PROCEDURE Symord(P : Sptr);
VAR | :Index;

BEGIN
IF P <>NIL THEN

Symord(P”.Po);

FOR | :=1to PA.B DO
WriteString(P”.Evektor[l].Key);
Symord(P”.Evektor[l].Ptr)

END

END;
END Symord;

Programm 2: Prozedur zum Durchlauf eines m-Wege-Suchbaums in symmetri-
scher Ordnung

Wie aus Bild 3 deutlich wird, ist der m-Wege-Suchbaum im allgemeinen nicht ausge-
glichen. Es ist fur Aktualisierungsoperationen kein Balancierungsmechanismus vorge-
sehen. Das fuhrt dazu, dafd Blatter auf verschiedenen Baumebenen auftreten kénnen
und dald der vorhandene Speicherplatz sehr schlecht ausgenutzt wird. Im Extremfall
entartet der Baum zu einer geketteten Liste. Seine Hohe kann deshalb betréchtlich
schwanken.

Die Anzahl der Knoten in einem vollstandigen Baum der Hohe h,h > 1 ist

h-1 hl

i m -

N = m = .
Z m-—1

i=0

Da jeder Knoten bis zu m-1 Schlissel besitzen kann, ergibt sich als maximale Anzahl
von Schlusseln



_ _ h
Npax = NOmM-=1) =m —1.

Im ungunstigsten Fall ist der Baum vollig entartet:
n=N=h

Daraus ergeben sich folgende Schranken fur die Héhe eines m-Wege-Suchbaums:
log,(n+1)<h<n

Um das Entstehen unginstiger Baume zu verhindern, fand ebenso wie beim bindren
Suchbaum eine Weiterentwicklung statt, die auf die Einflhrung eines geeigneten Ba-
lancierungsverfahrens abzielte. Die Einhaltung des striktest mdglichen Balancierungs-
kriteriums — Ausgeglichenheit des Baumes bei minimal moglicher Hoéhe — hatte jedoch
wiederum auf einen Wartungsaufwand von O(n) gefuhrt und ware damit viel zu teuer
gewesen. Deshalb wurde ein Balancierungsmechanismus entwickelt, der mit Hilfe von
lokalen Baumtransformationen den Mehrwegbaum fast ausgeglichen halt.

2 B-Baume

B-Baume sind fast ausgeglichene Mehrwegbaume. In Bezug auf ihre Knotenstruktur
(Seiten) sind sie sogar vollstadndig ausgeglichen. Durch ihre lokalen Reorganisations-
mal3nahmen garantieren sie jedoch nicht immer eine minimale Hoéhe, d. h., die Bele-
gung der einzelnen Knoten kann in gewissen Grenzen schwanken.

Die B-Baumstruktur wurde 1970 von R. Bayer und E. McCreight entwickelt [BMc72].
Sie und einige ihrer Varianten werden bei einem breiten Spektrum von Anwendungen
eingesetzt. Der Titel eines Aufsatzes ,The Ubiquitous B-Tree* von D. Comer charakte-
risiert diesen Sachverhalt sehr treffend [Co79]. In Datei- und Datenbanksystemen die-
nen sie zur Organisation von Zugriffspfadstrukturen. lhr Zugriffsverhalten ist weitge-
hend unabhangig von der Menge der verwalteten Elemente, so dal? sie als Indexstruk-
tur fir 10 als auch fur 107 Elemente oder mehr herangezogen werden. Da sie sehr
breite Ba&ume von geringer H6he garantiert, bietet sie eine effiziente Durchfiihrung ih-
rer Grundoperationen — direkte und sequentielle Suche, Einfugen und Léschen von
Schlisseln.

Definition: Seien k, h ganze Zahlen, h >0, k> 0. Ein B-Baum B der Klasse t(k, h) ist
entweder ein leerer Baum oder ein geordneter Suchbaum mit folgenden Eigenschaf-
ten:

i. Jeder Pfad von der Wurzel zu einem Blatt hat die gleiche Lange.

ii. Jeder Knoten aulRer der Wurzel und den Blattern hat mindestens k+1 Sohne. Die
Waurzel ist ein Blatt oder hat mindestens 2 S6hne.



iil. Jeder Knoten hat hochstens 2k+1 Sohne.

iv. Jedes Blatt mit der Ausnahme der Wurzel als Blatt hat mindestens k und héchstens
2k Eintrage.

Fir einen B-Baum ergibt sich folgendes Knotenformat:

- L >
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Die Eintrage fur b, Schlissel, Daten und Zeiger haben die festen Langen Iy, Ik, Ip und
lo- Als KnotengrofRe wird die GroBe der Transporteinheit zwischen Haupt- und Extern-
speicher gewahlt. Diese Knoten- oder Seitengré3e sei L. Als maximale Anzahl von Ein-
tragen pro Knoten erhalten wir dann

L-1I,.—I
b = b PJzzk.
max

{IK+ID+Ip

Damit lassen sich die Bedingungen der Definition nun so formulieren:
iv. und iii. Eine Seite darf hochstens voll sein.

iv. und ii. Jede Seite (aulRer der Wurzel) muf3 mindestens halb voll sein. Die Wurzel
enthalt mindestens einen Schlissel.

i. Der Baum ist, was die Knotenstruktur angeht, vollstandig ausgeglichen.

Fur den B-Baum gibt es eine geringflgig unterschiedliche Definition, bei der minimal
[m/27] und maximal m Nachfolger pro Knoten zugelassen sind. Der einfacheren
Schreibweise wegen bleiben wir bei unserer Definition, bei der 2k+1 dem m entspricht.
In Bild 4 ist ein B-Baum der Klasse 1(2,3) veranschaulicht. In jedem Knoten stehen die
Schlissel in aufsteigender Ordnung mit K, <K, <... <K, . Bei b Schlisseln hat er b+1
Sohne. Seine Knoteninhalte lassen sich in gleicher Weise wie beim m-Wege-Such-
baum interpretieren. Auch die Such- und Durchlauf-Algorithmen bleiben gleich. Jeder
Schlissel hat wieder die Doppelrolle als Identifikator eines Datensatzes und als Weg-
weiser in der Baumstruktur. Sie erschwert gewisse Optimierungen, auf die spater ein-
gegangen wird.



Bemerkung: Die Klassen t(k,h) sind nicht alle disjunkt. Es ist leicht einzusehen, dal3
beispielsweise ein maximaler Baum aus 1(2,3) ebenso in 1(3,3) und t(4,3) ist.
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Bild 4: B-Baum der Klasse 1(2,3)

2.1 Hohe des B-Baumes

Die Effizienz der direkten Suche wird wesentlich von der Hohe des B-Baums bestimmit.

Satz: Fur die Hohe h eines Baums der Klasse 1(k,h) mit n Schlisseln gilt:

log,, , ((n+1)<h<log,, ((N+1)/2)+1

undh =0

furn =0

firn=1

Fir den Beweis der oberen und unteren Grenzen leiten wir die minimale und maximale
Anzahl von Knoten in 1(k,h) ab. Einen minimalen Baum erhalt man, wenn jeder Knoten

die kleinstmogliche Anzahl von S6hnen hat. Das ergibt nach Definition

Nmin(k’ h)

1+2+20k+1)+20k+1)"+ ... +2(k+1)" 72

h-2 _
1+2Dz(k+n'
i=0
1

1+§qw+1ﬂ‘ ~1)

(1)

Offensichtlich erhalt man einen maximalen Baum, wenn jeder Knoten die gro3tmogli-
che Anzahl von Séhnen hat.

N ax (K h)

1+2k+1+(2k+1)2+...+(2k+1)h_
h—-1

2k + 1)
i=0
2k+1)" -1

K

1

(@)

Damit ergibt sich als obere und untere Grenze fur die Knotenzahl N(B) eines beliebigen

B-Baumes B O 1(k, h)
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und N(B) =0 furh=0
Aus Npin(k,h) und Npax(k,h) erhalt man die minimale und maximale Anzahl von
Schlisseln, die im Baum gespeichert sind. Fur h > 1 gilt:

n>n_. =2k+1)"" 11 (4)

= ""min

und n<n = (2k+1)"=1 (5)

- ‘maxX
Nach h aufgel6st erhalten wir die oben angegebenen Grenzen.
In einem B-Baum der Klasse 1(k,h) kann also die Anzahl der Schltissel in den abgelei-
teten Grenzen schwanken:
h—1 h
2(k+1) —1sn<(2k+1) —1 (6)

Fir 1(2,3) (Bild 4) bedeutet dies 17 <n < 124 . Eingangs bezeichneten wir den B-Baum
als fast ausgeglichenen Mehrwegbaum. In Bezug auf seine Knotenstruktur ist er zwar
ausgeglichen, erreicht aber nicht immer die minimale mogliche Hohe. Der quantitative
Unterschied zum (optimalen) ausgeglichenen m-Wege-Suchbaum soll kurz skizziert
werden. In Analogie zum ausgeglichenen binaren Suchbaum sei er wie folgt definiert:

- h-1 Stufen von der Wurzel her sind voll belegt: b = 2k

- die Belegung der Stufe h (h > 1) erfillt das B-Baum-Kriterium: k< b <2k

- fur h=1 gilt Ungleichung (6).
Qk+1)" 7T

2k

gilt fur die optimale Belegung immer

1

. h—
Mit N (kh) = +(2k +1)

nope(k h) 2 (2k+ D" -1 k(k+ )"

(k+1)2k+1)" "' 21 farn > 1.

Mit n,,ax &ls oberer Grenze ergibt sich

(k+1)[(2k+1)n_1—1snopts(2k+1)n—l

Als Schwankungsbereich fir 1(2,3) erhalten wir damit 74 < Nopt < 124 . Da sich die
Bereiche der nqy flr verschiedene n nicht Gberdecken, kénnen solche ausgeglichene

m-Wege-Suchbaume nur flr bestimmte Schlisselmengen aufgebaut werden.
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2.2 Einfligen in B-Baumen

Wahrend die bisher betrachteten Baume alle von der Wurzel zu den Blattern hin ge-
wachsen sind, ist bei B-Baumen das Wachstum von den Blattern zur Wurzel hin ge-
richtet. Man beginnt mit einer leeren Seite als Wurzel. Die ersten 2k Schlissel werden
in die Wurzel unter Beachtung der Ordnungsrelation eingefiigt. Durch den nachsten
Schlissel lauft die Wurzel tber.

* Ky o Kpe oKy | Kok

Das Schaffen von neuem Speicherplatz wird durch eine fiir den B-Baum fundamentale
Operation — dem Split-Vorgang — erreicht. Uber die Freispeicherverwaltung wird eine
neue Seite angefordert. Die Schlisselmenge wird aufgespalten und nach dem folgen-
den Prinzip neu aufgeteilt.

[
Ki Ko oo Ke| Kigr | Kz o Kogeg

Die ersten k-Schlussel verbleiben in der urspriinglichen Seite. Der in der Sortierreihen-
folge mittlere Schliussel — der Median — wird zum Vaterknoten gereicht, wahrend die
restlichen k Schlissel in die neue Seite kommen. Da in der obigen Situation kein Va-
terknoten vorhanden ist, wird eine weitere neue Seite zugeordnet, so dal3 der B-Baum
folgendes Aussehen erhalt:

Ko ({/////////////

»
'Kl'KZ."'.Kk.W *Kir2® - 'K2k+1°7//%

Der Schlussel K4 in der neuen Wurzel dient nun als Wegweiser, ob ein beliebiger
Schlissel K im linken oder im rechten Unterbaum steht oder dort einzuftigen ist. Wei-
tere Schlussel werden in den Blattern in Sortierreihenfolge eingefligt. Sobald ein Blatt
Uberlauft, wird ein Split-Vorgang ausgefuhrt, wodurch ein weiterer Schlissel in die
Wurzel aufgenommen wird. Nach einer Reihe von Split-Vorgangen wird schliel3lich die
Wurzel selbst Gberlaufen. Dieses Ereignis erzwingt die Aufteilung des Schlissels in
der Wurzel auf zwei Knoten und einer neuen Wurzel (wie oben gezeigt). Dadurch ver-
groRRert sich die Hohe des Baumes um 1. Dieser Split-Vorgang als allgemeines
Wartungsprinzip des B-Baumes laldt sich also solange rekursiv fortsetzen, bis genu-

11



gend Speicherplatz auf allen Baumebenen geschaffen worden ist. Folgendes allgemei-
ne Schema wird dabei angewendet:

o tKptKnat [] o P Ky b Kir ® Kpag 0
POR—— S — - L P
) / - Pn+1 * \ - ‘\n+1
Pn = =
V V,
lKli lKkiKlﬁll e KZkl K2k+1l iKll ° Kkl %/ iKk_,.zi . K2k+1l
Po P1 Pka Pk Pya Poxk Pax+r  Po P12 P Pis1 Pue2 Pok+1

Im Einfligealgorithmus werden also folgende Schritte ggf. rekursiv ausgefihrt:
- Suche Einfiigeposition

- Wenn Platz vorhanden ist, speichere Element, sonst schaffe Platz durch Split-
Vorgang und fuge ein.

Fur eine Folge von Schlisseln ist der Einfiigealgorithmus bei einem B-Baum aus 1(2,h)
in Bild 5 gezeigt. Bei Einfigen der Schlissel 33 und 50 verandert der B-Baum seine
Hohe h jeweils um 1; dabei fallen jeweils h Split-Vorgange an (H6he vor Einfligen).

2.3 Kostenanalyse fur Einfiigen und Suchen

Wir hatten bereits festgestellt, dal3 bei B-Baum-Operationen die Anzahl der Extern-
speicher-Zugriffe als relevante Grof3e zu bericksichtigen ist. Wir nehmen dabei an,
dald jede Seite, die fur eine Operation bendtigt wird, genau einmal vom Externspeicher
geholt werden muf3. Bei Verdnderung der Seite mul3 sie dann auch genau einmal zu-
rickgeschrieben werden. Wir bezeichnen die Anzahl der zu holenden Seiten mit f
(fetch) und der zu schreibenden Seiten mit w (write).

Fur die sequentielle Suche — beispielsweise durch einen Durchlauf in symmetrischer
Ordnung — fallen N Lesezugriffe an. Da dabei jeder interne Knoten sehr oft aufgesucht
wird, muld gewdahrleistet sein, dafl} er wahrend dieses Referenzzeitraums im Haupt-
speicher gehalten werden kann. Spater werden wir eine Variante des B-Baum kennen-
lernen, die eine effizientere Durchfihrung dieser Operation gestattet.

Bei der direkten Suche erhalten wir:

fmin=1 :der Schlussel befindet sich in der Wurzel
- fmax=h :der Schlissel ist in einem Blatt

Um eine Aussage Uber die mittleren Suchkosten f,,4 zu bekommen, berechnen wir sie
fur den Fall der maximalen Belegung eines B-Baumes. Wir werden sie dann weiterhin
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Einfligereihenfolge:

77 12 48 69 le12048069077 |
3389 97 [va5s |

/ \

e12033e | |e690770890974|
91 37 45 83
[e120330370450] [e690770830 [e91e070
25579095 6330480890
/ \\\\s
62050120 | (6370450 [e57e690770830| 600010950970

99 ©33¢48¢89e95¢

4/4//\.\,

le2e5e12e | [e370450 [e570690770830| [e90e01e | [|e97e99e
50 [s69e |
/ \»
[33048¢ | [peosose
[e2e50e10e | |e370450 | [+50e57 | [#77 0830 | [+90e01 | [+970990
Bild 5: Aufbau eines B-Baumes der Klasse 1(2, h)

fir seine minimale Belegung ableiten und haben so die Grenzen des Intervalls, in dem
die mittleren Suchkosten zu erwarten sind.

Mit Hilfe von Gleichung (2) erhalten wir als gesamte Zugriffskosten bei maximaler Be-
legung eines B-Baumes, wenn auf jeden Schlissel genau einmal zugegriffen wird,
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Die mittleren Zugriffskosten ergeben sich unter Beriicksichtigung von (5) durch

Zmax

max
avg( ) nmaX

h(mh—1)+h—1_ mh—l—m+1

m' -1 (m-1)0qm"=1)

s hh o
1 h

S S L 7)
2k ok

Bei minimaler Belegung eines B-Baumes erhalten wir die gesamten Zugriffskosten bei
einmaligem Aufsuchen jedes Schlissels mit Hilfe von Gleichung (1)

h-2 _
1+2k0Y (i+2) Ok + 1)

i=0

N
I

min

d1 2 h—
1+2(m—1)EDZ om' + z mmH
=0 i=0
1 m' ! _m

1+2hm" " tog_pm _—M mitm = k+1.
m-—1

Unter Berucksichtigung von (4) lassen sich die mittleren Zugriffskosten bestimmen:

V4

. _ “min
favg(mln) = -
h—1 om' o —om+d
h(2m -1)+h-3-
_ m-—1
m o
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= h+ 2_13 __L h21
om"~top m=1 Hph=1_4
+ h—-1 1
2m " —-1)Qm-1)
= h-ls h‘hl_l + lh_l ®8)
2(k+1) -1 k(2(k+1) -1)

In den Gleichungen (7) und (8) lassen sich fur h > 1 die 3. und 4. Terme vernachlassi-
gen, da der Parameter k in B-B&dumen typischerweise sehr grof3 ist (k=100 —200) .
Wir erhalten also als Grenzen fur den mittleren Zugriffsaufwand

f firh=1

avg:h

und h—%sf furh> 1.

1
avg < h— T
Diese Intervallgrenzen sind sehr eng und kaum von h unterschieden.

Bei einer typischen Baumhohe von h=3 und einem k=100 ergibt sich 2.99 < f;,4 <
2.995, d. h., beim B-Baum sind die maximalen Zugriffskosten h eine gute Abschatzung
der mittleren Zugriffskosten.

Bei der Analyse der Einfugekosten mussen wir ebenso eine Fallunterscheidung ma-
chen. Im gunstigsten Fall ist kein Split-Vorgang erforderlich. Da immer in einem Blatt
eingefuigt wird, ergibt sich:

fmin = h; Wmin

=1:
Der ungunstigste Fall tritt dann ein, wenn der Baum seine HOhe andert. Dabei werden
alle Seiten langs des Suchpfades gespalten und auf3erdem wird eine neue Wurzel zu-

geordnet. Wenn h die Hohe des B-Baumes vor der Einfligung war, dann gilt:

fmax - h;Wmax =2h+1;

Dieser Fall verdeutlicht sehr schén, wie der B-Baum von den Blattern zur Wurzel hin
wachst. Wegen seiner hohen Kosten tritt er gliicklicherweise nur selten auf. Wenn ein
B-Baum der Hohe h durch sukzessive Einfligungen aufgebaut wird, ereignet sich die-
ser Fall nur h-1 mal.

Um die durchschnittlichen Einflgekosten bestimmen zu kénnen, bendtigen wir eine
Abschatzung der Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten eines Split-Vorgangs. Unter der
Annahme, dald im betrachteten B-Baum nur gesucht und eingefigt wird, erhalten wir
eine obere Schranke fir seine durchschnittlichen Einfugekosten. Hat der Baum mit n
Elementen N(n) Knoten, so gab es bei seinem Aufbau hochstens N(n)-1 Split-Vorgan-
ge. N(n) kann durch Vorgabe einer minimalen Belegung abgeschatzt werden:

N(n)sn—;l+1 .
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Die Wahrscheinlichkeit daftr, dal3 eine Einfligung eine Spaltung ausldst, ergibt sich
aus der Menge der Spaltungen und den gegebenen n Einflgungen héchstens zu

Bei jeder EinfUgung muld eine Seite geschrieben werden. Bei einem Split-Vorgang
missen zusatzlich zwei Schreibvorgange — fir die neu zugeordnete Seite und die Va-
terseite — abgewickelt werden.

Der durchschnittliche Mehraufwand bei einer Einfugung resultiert aus der Wahrschein-
lichkeit einer Spaltung und ihren zusatzlichen Kosten.

— h- 2.
favg - h’Wavg<1+R’

Wenn wir ein k=100 unterstellen, kostet eine Einfligung im Mittel w,,q < 1 + 2/100
Schreibvorgénge, d. h., es entsteht eine Belastung von 2% fur den Split-Vorgang. Bei
den in praktischen Fallen tblichen Werten von k werden also Einfiigungen durch den
Mehraufwand fur das Spalten nur unwesentlich belastet.

2.4 Loschen in B-Baumen

Das Ldschen eines Schlissels aus einem B-Baum ist nur geringfligig komplizierter als
das Einfigen. Die Hauptschwierigkeit besteht darin, die B-Baum-Eigenschaft wieder-
herzustellen, wenn die Anzahl der Elemente in einem Knoten kleiner als k wird. Durch
Ausgleich mit Elementen aus einer Nachbarseite oder durch Mischen (Konkatenation)
mit einer Nachbarseite wird dieses Problem gelost. Beim Ausgleichsvorgang sind in
der Seite P k-1 Elemente und in P’ mehr als k Elemente. Er |auft nach folgendem Sche-
ma ab:

Ausgleich ,
n 1 | Kn | Kn+1 D Kn_l TKb | Kn+1
4/ P’ 4/ P
TKl’T TKlT ¢ Kk_lT TKl’T .Kb-lyT TKnTKlT L Kk_lT
Po' Py Py’ Po P1 Pk-1 Po Py Pp-1’ Py Po P1 Pk-1

Ein Ausgleichsvorgang setzt sich im Baum nicht fort. Es wird immer mindestens ein
Element zum Nachbarknoten hin verschoben (Uber den Vaterknoten rotiert). Es ist
aber auch eine Implementierung denkbar, bei der ein Ausgleich derart geschieht, daf3
in jedem Knoten etwa die Hélfte der Elemente ((b+k-1)/2) abgelegt werden. Nachfol-
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gende Loschungen im gleichen Knoten wirden nicht sofort wieder einen Ausgleichs-
vorgang nach sich ziehen.

Ein Mischen geschieht dann, wenn in der Seite P, in der geldscht wurde, k-1 Elemente
und in der Nachbarseite P’ genau k Elemente sind. Das allgemeine Loschschema sieht
folgendermafien aus:

Mischen
n 1 | K Kn+1 D Kn_l T Kn+1
3 / P’ /
.lKl'T .Kk, | .Kl | - ° Kk_lT .lKl,T 'Kk’T Kn KlT . ® Kk_lT
Po' Py Py’ Po P1 Pk-1 Po' Py Py Po Pq Pk-1

Dieser Mischvorgang kann sich im Baum fortsetzen. Er kann im Vaterknoten einen
Ausgleich oder wieder ein Mischen mit einem Nachbarknoten anstol3en.

Mit diesen Operationen lait sich jetzt der Loschalgorithmus folgendermalf3en erklaren.
Dabei bedeutet b Anzahl der Elemente:

1. Loschen in Blattseite
- Suche x in Seite P
- Entferne x in P und wenn
a) b=Kkin P:tue nichts
b) b=k-1inPundb >kinP’: gleiche Unterlauf Giber P’ aus
c) b=k-1linPundb=KkinP’: mische P und P’
2. Lo6schen ininnerer Seite
- Suche x
- Ersetze x = K; durch kleinsten Schltssel y in B(P;) oder grof3ten Schlissel y in
B(Pj.1) (n&chstgroerer oder nachstkleinerer Schlussel im Baum)
- Entferne y im Blatt P
- Behandle P wie unter 1.

In Bild 6 ist der Loschalgorithmus an einem Beispiel fir das Loschen in einer Blattseite
und in einer inneren Seite gezeigt.
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Bild 6: Léschen in einem B-Baum (1(2,2))
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Kostenanalyse fur das Loschen

Der guinstigste Fall liegt dann vor, wenn in einem Blatt geldscht wird, aber kein Mischen
oder Ausgleich erfolgt.

fmin =h; Whin = L

Beim Ausgleich eines Unterlaufes, der sich nicht fortpflanzt, sind 3 Seiten betroffen, die
geschrieben werden miussen. Beim Mischvorgang mussen nur die ,iberlebende” Seite
und ihre Vaterseite geschrieben werden. Der schlimmste Fall tritt nun in der pathologi-
schen Situation auf, in der vom betroffenen Blatt her alle Seiten bis auf die ersten zwei
in einem Loschpfad gemischt werden; beim Nachfolger der Wurzel tritt ein Unterlauf
ein, der Uber ihre Nachbarseite und tiber die Wurzel ausgeglichen werden mulf3:

fmax = 2h—1;wmax =h+1;

Fur die durchschnittlichen Loschkosten geben wir eine obere Schranke an. Wir berech-
nen sie unter der Annahme, daf? der Reihe nach alle n Schliissel aus einem Baum her-
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ausgeloscht werden. Findet bei einem Ldschvorgang weder Mischen noch Ausgleich
statt, gilt:

Jedes Lodschen eines Schliissels verursacht hdchstens einen Unterlauf. Als zuséatzli-
che Kosten kommen bei einem Ausgleichsvorgang hinzu:

f,=1;w, =2;
Die Gesamtzahl der notwendigen Mischvorgange ist durch N(n)-1, also durch (n-1)/k
beschrankt. Jedes Mischen kostet zusétzlich einen Lese- und einen Schreibzugriff. Da
nur ein Bruchteil der Loschvorgénge ein Mischen erforderlich macht, belastet es die
einzelne Operation mit

gl

f, = w —l
373 " n~k k-

Durch Summation der Kostenanteile erhalten wir als durchschnittliche Loschkosten

1
favgSfi+f+f<h+1+0

WangW1+W2+W3<2+2+% = 4+&

Der Anteil der Kosten fur einen Mischvorgang ist fur grof3e k vernachlassigbar.

3  OptimierungsmalRnahmen in B-Baumen

Nachfolgend diskutieren wir einige Mdglichkeiten zur Verbesserung wichtiger Eigen-
schaften von B-Baumen. Sie betreffen die Speicherplatzbelegung, die Suche in einer
Seite sowie den Einsatz von variabel langen Schlisseln und Datensatzen.

3.1 Verallgemeinerte Uberlaufbehandlung

Im Originalvorschlag des B-Baum-Konzeptes verlangte das Einfligen eines Schlissels
einen Split-Vorgang, sobald die betreffende Seite Uberlief. Dabei wurde die Schlussel-
menge so auf die ursprungliche und auf die neu zugeordnete Seite aufgeteilt, dafl3 an-
schlieBend in beiden Seiten jeweils k Schllssel gespeichert waren. Da eine volle Seite
den Split-Vorgang ausloste, bezeichnen wir in diesem Fall den Splitfaktor mit m=1 (ein-
facher Uberlauf). Die Speicherplatzbelegung in beiden betroffenen Seiten ist nach ei-
ner Spaltung 3 = m/(m+1) = 1/2. Es laf3t sich leicht tberlegen, dal} Einfigefolgen auf-
treten kbnnen, die in der ganzen Baumstruktur eine Speicherplatzbelegung von 50%
(Ausnahme: Wurzel) erzeugen. Ein Beispiel fiir eine solche Folge ist das sortierte Ein-
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fiigen der Schliissel. Die Speicherplatzbelegung unter einem einfachen Uberlaufsche-
ma bei zufalliger Schliisselreihenfolge ist B=1n2 ( =69%).

Zur Verbesserung der Speicherplatzausnutzung kann analog zum Ausgleich des Un-
terlaufs beim Loschen ein Ausgleich des Uberlaufs auf Kosten des freien Platzes in ei-
ner Nachbarseite herangezogen werden. Dabei werden ein oder mehrere Schlissel
Uber den Vater zur Nachbarseite geschafft (rotiert), ohne dal3 eine neue Seite zuge-
ordnet wird. Die aktuelle Implementierung kann auf unterschiedliche Weise gesche-
hen. Ein geeigneter Vorschlag ist die Neuaufteilung der (2k+1+b) Schlissel derart, dald
etwa (2k+1+b)/2 Schlissel in jede der beiden Seiten kommen. Der Split-Vorgang wird
solange verzogert, bis beide benachbarten Seiten voll sind. Dann erfolgt eine Spaltung
bei ,doppeltem* Uberlauf (m=2), bei der die Schliisselmenge der beiden Seiten gleich-
mafig auf drei Seiten aufgeteilt wird. Ihre Speicherplatzbelegung ist dann 3 = 2/3. Falls
nur Einfigungen abgewickelt werden, liegt die Speicherplatzausnutzung im ungunstig-
sten Fall bei etwa 66%. Treten jedoch zusatzlich Loschvorgange auf, kann sie wieder
bis auf 50% absinken. Durch eine allerdings recht komplexe Erweiterung des Aus-
gleichs beim Ldschen (Uber 3 Seiten) laf3t sich eine hohere Speicherplatzbelegung
auch beim Léschen garantieren. Wir wollen jedoch diese Mdéglichkeit nicht vertiefen.

Der B-Baum mit doppeltem Uberlauf (Splitfaktor m = 2) wird in der Literatur manchmal
als B*-Baum bezeichnet [Kn73]. Wir verwenden diese Bezeichnung hier nicht, da wir
sie fur eine andere Variante des B-Baumes reserviert haben.

In Bild 7 wird das eben diskutierte Ausgleichsprinzip am Beispiel erlautert. Es veran-
schaulicht, wie die Spaltung einer Seite hinausgeschoben und wie dadurch eine bes-
sere Speicherplatzausnutzung erzielt wird.

Als Grenzen fir die Einfugekosten bei einem Splitfaktor von m = 2 erhalten wir:

fmin = h; Wmin =1

fmax = 2h—1;wmax = 3h.

Der schlimmste Fall tritt dann ein, wenn auf jeder Ebene — vom Blatt bis zum Nachfol-
ger der Wurzel — die Schlussel aus zwei Seiten auf drei Seiten aufgeteilt werden und
wenn zusatzlich die Wurzel gespalten wird. Unter Betrachtung eines reinen Einflige-
prozesses lassen sich in einfacher Weise Grenzen fur die durchschnittlichen Einflge-
kosten ableiten. Zu den minimalen Kosten kommen bei einem Ausgleich ein Lesezu-
griff und zwei Schreibzugriffe hinzu. Da bei einem Splitvorgang zusatzlich zwei Seiten
gelesen und 3 Seiten geschrieben werden mussen, ergeben sich als durchschnittliche
Splitanteile 2/k und 3/k:

f <h+1+z;w <l1+2+= =3+

3
avg = k avg = Kk
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Bild 7: Einfligen in den B-Baum bei doppeltem Uberlauf (1(2,2))

Der Split-Vorgang laidt sich nun in naheliegender Weise verallgemeinern. Zur Erho-
hung der Speicherplatzbelegung kénnte bei einem Uberlauf erst in der linken Nachbar-
seite gesucht werden. Wenn sich kein freier Platz lokalisieren |a3t, wird in der rechten
Nachbarseite gesucht. Erst wenn in den drei zusammenh&ngenden Seiten kein Platz
gefunden wird, kommt es zu einer Spaltung, bei der die Inhalte der drei Seiten auf vier
Seiten aufgeteilt werden (Splitfaktor m = 3). Wird nur der Einfiigeprozel3 betrachtet, so
l&Rt sich hierbei eine minimale Speicherausnutzung von 75% garantieren.

Die Verallgemeinerung des Split-Vorgangs bedeutet, daf3 erst in m benachbarten Sei-
ten nach freiem Platz gesucht wird, bevor eine Spaltung erfolgt.

Die Suche geschieht dabei abwechselnd im ersten, zweiten, dritten usw. linken und
rechten Nachbarn. Es ist leicht einzusehen, dal’ der Such- und Ausgleichsaufwand in
diesem Fall stark ansteigt, so daf3 im praktischen Einsatz der Splitfaktor auf m <3 be-
grenzt sein sollte. Wie aus der Tabellel zu entnehmen ist, erhalt man dann besonders

fur die mittlere Speicherplatzbelegung Bavg — ermittelt bei Einfigungen in zufalliger
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Schlusselreihenfolge — hervorragende Werte. Die angegebenen Werte flr Bavg sind
untere Grenzwerte, die fir k — o erreicht werden.

Belegung
Splitfaktor Bimin Bavg Brmax
1 1/2 = 50% In 2 =69% 1
2 213=66% |2 -In(3/2)=81% 1
3 34=75% |3 -In (4/3) = 86% 1
m m+ 10
m T m ElnD — 1
Tabellel: Speicherplatzbelegung als Funktion des Splitfaktors

3.2 Suchein der Seite eines Mehrwegbaumes

Neben den Kosten flr Seitenzugriffe mufd beim Mehrwegbaum der Suchaufwand in-
nerhalb der Seiten als sekundares Mal3 bericksichtigt werden. Ein Suchverfahren er-
fordert eine Folge von Vergleichsoperationen im Hauptspeicher, die bei kiinftigen Sei-
tengrofRen (> 8 K Bytes) sowie 500 oder mehr Schlissel-Verweis-Paaren pro Seite
durchaus ins Gewicht fallen kbnnen. Eine Optimierung der internen Suchstrategie er-
scheint deshalb durchaus gerechtfertigt. Folgende Verfahren lassen sich einsetzen.

Systematische Suche

Die Seite wird eintragsweise sequentiell durchlaufen. Bei jedem Schritt wird der betref-
fende Schltssel mit dem Suchkriterium verglichen. Unabhangig von einer mdglichen
Sortierreihenfolge muf3 im Mittel die Halfte der Eintrége aufgesucht werden. Bei 2k Ein-
tragen sind k Vergleichsschritte erforderlich.

Sprungsuche

Die geordnete Folge von 2k Eintragen wird in j gleich grof3e Intervalle eingeteilt. In ei-
ner ersten Suchphase werden die Eintrage jedes Intervalles mit den héchsten Schlis-
seln Gberpruft, um das Intervall mit dem gesuchten Schlissel zu lokalisieren. Anschlie-
Rend erfolgt eine systematische Suche im ausgewahlten Intervall (Bild 8a). Bei dieser

Suchstrategie fallen durchschnittlich (j/2 + k/j) Vergleichsschritte an. Fur j = J2k er-

zielt man hierbei ein Optimum, weshalb sie oft auch als Quadratwurzel-Suche bezeich-
net wird.

Binare Suche

Die binare Suche setzt wiederum eine geordnete Folge der Eintrage voraus. Bei jedem
Suchschritt wird durch Vergleich des mittleren Eintrags entweder der gesuchte Schlis-
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sel gefunden oder der in Frage kommende Bereich halbiert (Bild 7.8b). Eine ideale Hal-

bierung laf3t sich bei 2k = 2l -1 ( > 1) erreichen. Die Anzahl der im Mittel benétigten
Vergleichsschritte betragt angenahert log,(2k) -1.

R e

1 m
a) Sprungsuche

N

1 m
b) bindre Suche

Bild 8: Suche in einer Seite

Wahrend eine systematische Suche auf Eintragen fester und variabler Lange sowie bei
ihrer Komprimierung ausgefuhrt werden kann, setzen Sprungsuche und binére Suche
Eintrage fester Lange voraus. Sie sind lediglich im Falle einer zuséatzlichen Indextabel-
le in der Seite ggf. indirekt einsetzbar. Die Verwendung eines solchen zuséatzlichen In-
dex ist jedoch fragwirdig, weil dadurch der fur Eintrage nutzbare Speicherplatz verklei-
nert wird.

3.3 Einsatz von variabel langen Schlisseln

Die Definition des B-Baumes geht von minimal k und maximal 2k Schlisseln (Eintra-
gen) pro Seite aus, was bei Schlisseln gleicher Lange besagt, dal3 jede Seite minde-
stens halb voll und héchstens voll ist. Weiterhin ist bei Split-Operationen eine gleich-
formige Neuverteilung der Schlissel gewahrleistet, wahrend bei Mischoperationen im-
mer garantiert werden kann, dal3 die betroffenen 2k Eintrage Platz in der zugeordneten
Seite finden.

Da sich bei variabel langen Eintrdgen weder ein fur alle Seiten gultiger Parameter k
noch eine gleichférmige Neuverteilung bei Split-Operationen gewahrleisten laRt, ist es
naheliegend, das B-Baum-Konzept weiterzuentwickeln und anstelle der strikten Split-
Aufteilung Split-Intervalle einzufiihren. Bei jedem Split-Vorgang wird ein Split-Intervall
um die Mitte der Seite (z. B. 35-65%) festgelegt. Die Neuaufteilung der Eintrage im
Rahmen des Split-Intervalls erfolgt so, dal3 eine Seite nur > 35% und die zweite Seite
entsprechend < 65% der Eintrdge aufnehmen kann.
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Dieses Verfahren laf3t sich durch Parameter fur die Grol3e der Split-Intervalle fur Blatter
und Nicht-Blatter steuern und separat optimieren. Die VergroRerung der Split-Intervalle
tendiert zwar einerseits durch die zu erzielende Verkirzung der Eintrage zur Verringe-
rung der Baumhohe, erzeugt aber andererseits durch einen geringeren Belegungsgrad
in jeweils einer der am Split-Vorgang beteiligten Seiten mehr Seiten als n6tig und damit
mehr Eintrage in den inneren Knoten. Zur Erhéhung des Belegungsfaktors kdnnen
deshalb bei der Neuaufteilung — @hnlich wie bei der verallgemeinerten Uberlaufbe-
handlung — auch bei variablen Eintragslangen benachbarte Seiten einbezogen wer-
den.

4 B*-Baume

Die fur den praktischen Einsatz wichtigste Variante des B-Baums ist der B*-Baum.
Seine Unterscheidungsmerkmale lassen sich am besten von der folgenden Beobach-
tung her erklaren. In B-Baumen spielen die Eintrage (K|, D;, P;) in den inneren Knoten
zwei ganz verschiedene Rollen:

- Die zum Schlussel K; gehdrenden Daten D; werden gespeichert.
- Der Schlussel K; dient als Wegweiser im Baum.

Far diese zweite Rolle ist D; vollkommen bedeutungslos. In B*-Baumen wird in inneren
Knoten nur die Wegweiser-Funktion ausgenutzt, d. h., es sind nur (K;, P;) als Eintrage
zu fuhren. Die zu speichernden Informationen (K;, D;) werden in den Blattknoten abge-
legt. Dadurch ergibt sich fur einige K; eine redundante Speicherung. Die inneren Kno-
ten bilden also einen Index (index part), der einen schnellen direkten Zugriff zu den
Schlisseln gestattet. Die Blatter enthalten alle Schlussel mit ihren zugehoérigen Daten
in Sortierreihenfolge. Durch Verkettung aller Blattknoten (sequence set) laf3t sich eine
effiziente sequentielle Verarbeitung erreichen, die beim B-Baum einen umstéandlichen
Durchlauf in symmetrischer Ordnung erforderte.

Definition: Seien k, k* und h* ganze Zahlen, h* > 0, k, k* > 0.
Ein B*-Baum B der Klasse 1 (k,k*,h*) ist entweder ein leerer Baum oder ein geordneter
Suchbaum, fur den gilt:

i. Jeder Pfad von der Wurzel zu einem Blatt besitzt die gleiche Lange.

ii. Jeder Knoten aufRer der Wurzel und den Blattern hat mindestens k+1 S6hne, die
Wurzel mindestens 2 Séhne, aul3er wenn sie ein Blatt ist.

iii. Jeder innere Knoten hat héchstens 2k+1 S6hne.

iv. Jeder Blattknoten mit Ausnahme der Wurzel als Blatt hat mindestens k* und hdch-
stens 2k* Eintrage.
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Hinweis: Der so definierte Baum wird in der Literatur gelegentlich als B*-Baum [C079]
bezeichnet.

Es sind also zwei Knotenformate zu unterscheiden:

. 4 L »
innerer Knoten MoK K.+ | freier Platz
k<bs<2k + w w
PO Pl Pb
kzlittkn:;ekn* M **KiD1KpD; .. KpDp freier Platz
<m<

PprIOR \NEXT

Die Zeiger Ppror UNd PNexT dienen zur Verkettung der Blattknoten, damit alle Schlis-
sel direkt sequentiell aufsteigend und absteigend verarbeitet werden kénnen. Das Feld
M enthalte eine Kennung des Seitentyps sowie die Zahl der aktuellen Eintrage. Da die
Seiten eine feste Lange L besitzen, a3t sich aufgrund der obigen Formate k und k* be-
stimmen:

P
L= Iy + 2 p + 2 k¥ * Ip) k*‘h(ll _2I)J
D

Da in den inneren Knoten weniger Information pro Eintrag zu speichern ist, erhalt man
beim B*-Baum einen im Vergleich zum B-Baum betrachtlich h6heren k-Wert. Ein B*-
Baum besitzt also einen hoheren Verzweigungsgrad (fan-out), was bei gegebenem n
im Mittel zu Baumen geringerer Hohe fihrt.

Im Bild 9 ist ein B*-Baum mit derselben Schliisselmenge wie der B-Baum in Bild 4 dar-
gestellt. Es wird deutlich, dal? die Schlussel im Indexteil redundant gespeichert sind.
Als allgemeine Regel gilt, dal3 jeder Schliissel im Indexteil eine Kopie des hdchsten
Schlussels in seinem linken Unterbaum ist. Nach Léschungen kann diese Regel durch-
brochen sein. In jedem Fall gilt jedoch, dal’ jeder Schlissel im linken Unterbaum von
K kleiner oder gleich K; ist.

4.1 HOhe des B*-Baumes

Die Hohe des B*-Baumes lafit sich in @hnlicher Weise wie beim B-Baum bestimmen.
Die Anzahl der Blattknoten bei minimaler Belegung eines B*-Baumes ergibt sich zu

D 1 firh* = 1
(k,h*) = 5 o

DZ(k + 1) firh* > 2

mll’l
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Bild 9: B*-Baum der Klasse 1(3,2,3)

Die Anzahl von Elementen erhalten wir n_.. (k, k*,h*) = 1 furh*=1und

min
N (k k5 h*) = 2k O+ 1) 77 fur h* > 2 (9)
Bei maximaler Belegung gilt fir die Anzahl der Blattknoten
Bay (K h*) = 2k+ 1)1 ! fir h* > 1
und fur die Anzahl der gespeicherten Elemente
Mgy (6 K5, %) = 2k 2k + 1) 7! fir h* > 1 (10)

Mit Hilfe von (9) und (10) Iaf3t sich leicht zeigen, daf3 die Hohe h* eines B*-Baumes mit
n Datenelementen begrenzt ist durch

n

1+I092k+12Fsh"‘sz+logk+l far h*>2.

L
2k*

4.2 Grundoperationen beim B*-Baum

Der B*-Baum kann aufgefal3t werden als eine gekettete sequentielle Datei von Blat-
tern, die einen Indexteil besitzt, der selbst ein B-Baum ist. Im Indexteil werden insbe-
sondere beim Split-Vorgang die Operationen des B-Baums eingesetzt. Diese beson-
dere Sicht des B*-Baumes laf3t sich wie folgt veranschaulichen:

Indexteil:
B-Baum von Schliisseln

sequentielle sortierte
Datei der Blatter




Wie bereits erwahnt, ist h* im Mittel kleiner als h in B-Baumen. Da alle Schlissel in den
Blattern sind, kostet jede direkte Suche h* Zugriffe. Da fy 4 beim B-Baum in guter Na-
herung mit h abgeschatzt werden kann, erhalt man also durch den B*-Baum eine effi-
zientere Unterstiitzung der direkten Suche. Die sequentielle Suche erfolgt nach Aufsu-
chen des Linksaul3en der Struktur unter Ausnutzung der Verkettung der Blattseiten. Es
sind zwar ggf. mehr Blatter als beim B-Baum zu verarbeiten, doch da nur h*-1 innere
Knoten aufzusuchen sind, wird die sequentielle Suche ebenfalls effizienter ablaufen.

Das Einfugen ist von der Durchfiihrung und vom Leistungsverhalten her dem Einfligen
in einen B-Baum sehr ahnlich. Bei inneren Knoten wird die Spaltung analog zum B-
Baum durchgefihrt. Der Split-Vorgang einer Blattseite lauft nach folgendem Schema
ab:

T K2k*T

L

Kl Dl Kk* Dk* Kk*+1 Dk*+l KZK* D2k* K D

|:| T Kk* T KZK*T
Kl Dl Kk* Dk* Kk*+1 Dk*+l K D KZk* D2k*

Beim Split-Vorgang mul3 gewéhrleistet sein, dal? jeweils die hochsten Schliissel einer
Seite als Wegweiser in den Vaterknoten kopiert werden. AuRerdem muf die neue Sei-
te in die verkettete Liste der Blattknoten aufgenommen werden. Die Verallgemeine-
rung des Split-Vorgangs laf3t sich analog zum B-Baum einfuhren.

Der Loschvorgang in einem B*-Baum ist einfacher als im B-Baum. Datenelemente wer-
den immer von einem Blatt entfernt. Die komplexe Fallunterscheidung zum Ldschen
eines Elementes aus einem inneren Knoten entféllt also beim B*-Baum. Weiterhin muf3
beim Loschen eines Schlissels aus einem Blatt dieser Schlissel nicht aus dem Index-
teil entfernt werden; er behalt seine Funktion als Wegweiser. Ein Schlissel K; im Index-
teil mul nur als Separator zwischen seinem linken und rechten Unterbaum dienen.
Deshalb ist jeder beliebige String, der diese Funktion erfillt, zulassig. Einige Einflge-
und Léschoperationen sind fir einen B*-Baum in Bild 10 gezeigt.

4.3 Vergleich von B- und B*-Baum

Zusammenfassend seien noch einmal die wichtigsten Unterschiede des B*-Baums
zum B-Baum und seine Vorteile aufgelistet:
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|1|5]|912] [15]10]28] | |[33[37]41]46] |53|59|67| | |[71]83]99] |
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Einflige 45

|1|5]912| |[15]|10]28] | |[33]37|41] | |4a5|a6] | | |s3|s9l67| | |[71]e3|o9| |
9 . 4 9 9 9

241 |
Losche 28, 41, 46 / \

112¢28¢ 5367
1|5]912] |15]19] | |33|37| |45|53| |59|67| |71|83|99| |
L 4 \V v v v
Bild 10: Einfigen und Léschen im B*-Baum: 1(2,2,h*)

- Es wird eine strikte Trennung zwischen Datenteil und Indexteil vorgenommen.
Datenelemente stehen nur in den Blattern des B*-Baumes.

- Schlussel im inneren Knoten haben nur Wegweiserfunktion. Sie kénnen auch
durch beliebige Trenner ersetzt oder durch Komprimierungsalgorithmen verkurzt
werden.

- Kdurzere Schlissel oder Trenner in den inneren Knoten erhohen den Verzwei-
gungsgrad des Baumes und verringern damit seine Hohe.

- Die redundant gespeicherten Schlissel erh6hen den Speicherplatzbedarf nur ge-
ringfiigig (< 1%).
- Der Loschalgorithmus ist einfacher.
- Durch die Verkettung der Blattseiten wird eine schnellere sequentielle Verarbei-
tung erzielt.
Anhand eines praktischen Beispiels sollen fur B- und B*-Baum die Mengen der Ele-
mente, die sich in einem Baum vorgegebener Hohe abspeichern lassen, gegentiber-
gestellt werden. Die Seitengrol3e sei L= 2048 Bytes. Jeder Zeiger P;, jede Hilfsinforma-
tion und jeder Schlussel K seien 4 Bytes lang. Bezlglich der Daten wird folgende Fall-

unterscheidung gemacht:
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- bei eingebetteter Speicherung ist I = 76 Bytes

- bei separater Speicherung ist I = 4 Bytes, d. h., im Baum wird nur ein Zeiger auf
den Datensatz gespeichert.

Fur den B-Baum erhalten wir
- bei eingebetteter Speicherung: k = 12;
- bei separater Speicherung: k = 85;
Als Parameterwerte fur den B*-Baum ergeben sich
- bei eingebetteter Speicherung: k = 127; k* = 12;
- bei separater Speicherung: k = 127; k* = 127;
Die Gleichungen (4), (5), (9) und (10), die fir minimale und maximale Belegung gelten,
seien nochmals zusammengestellt:

B-Baum B*-Baum
h-1 h*—2
N 2k+1)" 2k* [k + 1)
n 2k +1)" =1 2k* 2k + 1) 7!
max

Damit ergeben sich folgende Zahlenwerte fiir den B-Baum:

Datensatze separat (k=85) Datensatze eingebettet (k=12)
h Nmin Nmax Nmin Nmax
1 1 170 1 24
2 171 29.240 25 624
3 14.791 5.000.210 337 15.624
4 1.272.112 855.036.083 4.393 390.624

Die entsprechenden Werte fir den B*-Baum sind in der folgenden Tabelle zusammen-
gefaldt:

Datensatze separat Datensatze eingebettet

(k=127, k *=127) (k=12, k *=127)
h Nmin Nmax Nmin Nmax
1 1 254 1 24
2 254 64.770 24 6.120
3 32.512 16.516.350 3.072 1.560.600
4 4.161.536 4.211.669.268 393.216 397.953.001

29



Es ist klar, dal3 sich die Wertebereiche von B- und B*-Baum fiir eine bestimmte H6he
uberlappen. Jedoch ist die deutliche Uberlegenheit des B*-Baumes zu erkennen. Be-
sonders deutlich tritt sie im Fall eingebetteter Datensatze hervor. Trotz der Redundanz
im Indexteil stellt der B*-Baum die effizientere Struktur dar.
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