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1. Komplexitat von Algorithmen

Neben der Korrektheit, Zuverlassigkeit und Robustheit von Programmen ist die Effizi-
enz eine wichtige Programmeigenschaft. Wenn ein Programm sehr haufig ausgefihrt
wird oder sehr gro3e Datenstrukturen zu bearbeiten hat, muf3 die Frage nach der Pro-
grammeffizienz sehr sorgféltig untersucht werden. Solche Programme, die beispiels-
weise im Kern eines Betriebs- oder Datenbanksystems eingesetzt werden, bestimmen
dann in hohem Mal3e die Leistung des Gesamtsystems. Deshalb wird fur solche Auf-
gaben nicht irgendein Algorithmus gesucht, sondern mindestens ein “guter” oder noch
weitergehend ein “optimaler” Algorithmus. Dabei ergibt sich die Notwendigkeit, die ef-
fiziente und effektive Nutzung der Rechnerressourcen festzustellen. Die weitaus wich-
tigsten Mal3e sind hierfur die zur Ausfihrung des Algorithmus bendétigte Rechenzeit
und der dabei belegte Speicherplatz. Gesucht sind also Algorithmen, die mit mdglichst
geringem Rechenaufwand auskommen, d. h. auf konkrete Rechenanlagen bezogen:
mit moglichst wenig Rechenzeit und Speicherplatz. Untersuchungen dieser Art be-
schaftigen sich mit der Komplexitat von Algorithmen.

Bei Effizienzbetrachtungen steht oft die Frage nach der Laufzeit eines Programms -
und seltener die nach dem Speicherplatzbedarf - im Vordergrund. Sie hangt von ver-
schiedenen Faktoren ab:

- Eingabe fir das Programm

- Qualitat des vom Compiler generierten Codes und des gebundenen Objektpro-
gramms

- Leistungsfahigkeit der Maschineninstruktionen, mit deren Hilfe das Programm
ausgefuhrt wird

- Zeitkomplexitat des Algorithmus, der durch das ausgefiihrte Programm verkor-
pert wird.

Die Laufzeit eines Programms hangt offensichtlich von der “Grof3e” der Eingabe ab.
Beispielsweise bestimmt die Anzahl der Eingabewerte n die Laufzeit eines Sortierpro-
gramms. Deshalb ist es Ublich, die Laufzeit (Zeitkomplexitat) eines Programms T(n) als
Funktion der Eingabegro3e anzugeben.

1.1 Bestimmung der Komplexitat eines Programms

Die detaillierteste und teuerste Form der Effizienzbestimmung ist die Zeitmessung, die
fur verschiedene Eingabegrof3en n durchzufthren ist. Dabei mul3 das Programm auf
eine konkrete Maschine abgebildet werden, und die bendtigten Daten mussen fir je-
den Mellauf vorliegen. Abstrahiert man von der konkreten Maschine, so kann man zu



einer Aufwandsbestimmung gelangen, wenn man die einzelnen Operationen ent-
sprechend den zu verarbeitenden Eingabedaten zahlt (schatzt). Berlcksichtigt man
bei dieser Z&hlung die Kosten der einzelnen Operationen, so erhalt man den Zeitbe-
darf auf einem konkreten Maschinenmodell. Solche Aufwandsbestimmungen sind
sicher nur fur einfache Algorithmen durchfihrbar.

Die Zahl der Operationen laf3t sich oft (annahernd) aus der Eingabe- oder Problemgr6-
3e n berechnen, so dal? man auf diesem Wege von den konkreten Eingabedaten ab-
strahieren kann. Durch die Abstraktion von Maschine und Eingabedaten erhalt man ein
abstraktes Aufwands- oder Komplexitdtsmalf3, das den Vergleich verschiedener Algo-
rithmen flr ein Problem erlaubt. Jedoch mussen hierbei noch eine Reihe von Parame-
tern (fUr verschiedene Operationstypen wie Vergleich und Wertzuweisung) bertck-
sichtigt werden, um eine Aussage Uber die Ausfihrungszeiten zu bekommen. Bei ei-
nem realistischen Maschinenmodell sind wegen der Vielzahl der Operationen solche
Vergleiche sehr komplex. Als weitere Abstraktionsstufe gestattet die asymptotische
Abschatzung nun einen Vergleich von Algorithmen, bei dem konstante Parameter
nicht zu berucksichtigen sind. Allerdings werden hierbei nur Aussagen Uber die
Wachstumsfunktion eines Algorithmus angestrebt. Wir kommen spéter darauf zurtck.

Maschine Daten Methode zur Aufwandsbestimmung
festgelegt festgelegt Messung

abstrakt festgelegt Zahlung

abstrakt abstrakt Rechnung (algebraisch)

abstrakt Grolle — oo asymptotische Abschéatzung

Tabelle 1.1: Zusammenfassung der Methoden zur Aufwandsbestimmung

Mit zunehmender Abstraktion bei der Aufwandsbestimmung treten die konkreten, lei-
stungsbestimmenden Faktoren wie Qualitdt des Codes oder Leistungsfahigkeit der
Maschineninstruktionen in den Hintergrund; auch die konkrete Programmeingabe fin-
det keine Berucksichtigung mehr. Lediglich die Eingabegrof3e n und die Zeitkomplexi-
tat als Funktion von n werden bei der asymptotischen Aufwandsabschatzung herange-
zogen.

Die Komplexitatstheorie verallgemeinert diese Effizienzbetrachtungen, indem sie fol-
gende Fragen stellt:

* Welcher Aufwand an Rechenzeit ist erforderlich, um ein bestimmtes Problem zu 16-
sen (Zeitkomplexitat)?

* Welcher Aufwand an Speicherplatz ist erforderlich, um ein bestimmtes Problem zu
l6sen (Speicherplatzkomplexitat)?



Dabei ist eine maschinenunabhangige Komplexitatsbetrachtung zwar wiinschenswert,
wegen der grofRen Vielfalt an Rechnertypen jedoch nicht realistisch. Deshalb wird ge-
wohnlich ein abstraktes Maschinenmodell (das heutigen Rechnern im wesentlichen
gerecht wird) unterstellt.

1.2 Bestimmungsfaktoren der Zeitkomplexitat

Wir wollen nun die Art der angestrebten Komplexitatsaussage etwas genauer beleuch-
ten. Wie bereits skizziert, hangt sie von der Grol3e der Eingabe ab. Die Zeitkomplexitat
drickt folglich den Zeitbedarf als Funktion der Grol3e n des Problems aus, z. B.

T(n) = a-n2+b-n+c
Wie |aft sich nun T(n) optimieren?

Um T(n) zu verringern, kann man versuchen, die Konstanten a, b und ¢ zu verkleinern.
Das nachfolgende Beispiel zeigt, dafl’ eine Verbesserung in den Konstanten b und ¢
mit zunehmender Grof3e von n immer weniger ins Gewicht fallt und schlief3lich ver-
nachlassigt werden kann.

Beispiel: T (n) = n2+n+1

T,(n) = n?
n 1 2 3 10 20 100 1000
Ti(n) | 3 7 13 111 421 10101 1001001
Ton) | 1 4 9 100 400 10000 | 1000000
T1/To | 3 1.75 1.44 1.11 1.05 1.01 1.001
Tabelle 1.2: Einflu von Konstanten auf die Zeitkomplexitat

Wie wirkt sich jedoch eine Verbesserung in den Konstanten der héchsten n-Potenz
aus? Da fur hinreichend grof3e n allein dieser Term mal3gebend ist, wird die relative
Verbesserung des Faktors dieselbe relative Verbesserung der Zeitkomplexitéat bewir-
ken, z. B.:
. a-n2+b-n+c _ a
lim = =
noe a -n2+b’-n+c’ A




Auch die Verbesserung in der Konstanten der hochsten Potenz ist eher bescheiden,
da der prinzipielle Funktionsverlauf (aul3er einer Verschiebung) unveréandert bleibt.
Eine Verbesserung im Funktionsverlauf selbst verspricht dagegen eine deutliche Op-
timierung. Wegen des schwindenden Einflusses der niederen Potenzen ist dabei die
Verbesserung in der hochsten n-Potenz besonders wichtig.

Beispiel: Gegeben seien 6 Algorithmen A;, i=1, ..., 6, zur LOsung derselben Problem-
stellung; A; habe die Zeitkomplexitat T;(n) mit

Ti(n) = log,n (logarithmisches Wachstum)
To(n) = n (lineares Wachstum)

T3(n) = nlog, n (n-log n-Wachstum)

Tyn) = n? (quadratisches Wachstum)
Ts(n) = n® (kubisches Wachstum)
Tg(n) = 27 (exponentielles Wachstum)

Um den Einflul? der Zeitkomplexitat auf die zu I6sende Problemgrofe illustrieren zu
konnen, untersuchen wir folgende Fragestellung: Wie grol} ist die Problemgrol3e, die
in 1 sec, 1 min und 1 h Rechenzeit bearbeitet werden kann?

Die in der folgenden Tabelle angegebenen Werte seien auf eine konkrete Messung fur
T,(n) bei 1 sec normiert. Die Eingabe und Darstellung insbesondere fur A; seien in
diesem Zusammenhang vernachlassigt.

Alg. Ti(n) 1sec 1 min 1h

Ay log,n 21000 260000

Ay n 1000 60000 3600000
Az n logyn 140 4893 20000
Ay n? 31 244 1897

Ag n® 10 39 153

Ag 2" 9 15 21

Tabelle 1.3: Berechnung von Problemgrdl3en bei vorgegebener Zeit



Wenn die Maximalzeit zur Bearbeitung eines Problems vorgegeben ist, ergeben sich
zwei Moglichkeiten, gréRere Probleme zu I6sen:

- Man setzt einen schnelleren Rechner ein.

- Man andert den Algorithmus oder wahlt einen anderen, so daf’ eine giinstigere
Zeitkomplexitat erreicht wird.

Der erste Weg, der immer wieder eingeschlagen wird, resultiert bei Algorithmen hoher
Zeitkomplexitat nur in geringen Verbesserungen, wie folgende Tabelle zeigt. Dabei
wurde der Faktor abgeschatzt, mit dem die Problemgrof3e wachsen kann, wenn ein
Rechner mit 10-facher Geschwindigkeit eingesetzt wird.

Alg. Ti(n) Steigerungsfaktor bei der
ProblemgroR3e

Aq logon hoch (10)

Ay n 10

Ag nlog n <10

Ay n? 3.16

Ag n3 2.15

Ag 2" 1 (‘additiver Term 3.3)

Tabelle 1.4: Steigerungsfaktoren bei der Problemgrél3e fir die 10-fache Rechner-
leistung

Kann man dagegen einen Algorithmus mit guinstigerer Zeitkomplexitat finden, so |af3t
sich ohne zuséatzliche massive Rechnerleistung die berechenbare Problemgrof3e deut-
licher steigern. Wie aus Tabelle 1.3 zu entnehmen ist, kann bei 1 h Rechenzeit ein 12-
mal so umfangreiches Problem geldst werden, wenn es gelingt, einen n3- durch einen
n2-AIgorithmus Zu ersetzen.

Tabelle 1.4 macht deutlich, wie wichtig die Wachstumsraten der T;(n) fur die Beurtei-
lung von Algorithmen und ihren Einsatz bei unterschiedlichen Problemgrof3en sind.
Dabei kommt es vor allem an auf die Gro3enordnung der Zeitkomplexitat, die soge-
nannte asymptotische Zeitkomplexitat.



1.3 Die Gro3-Oh- und Gro3-Omega-Notation

Laufzeit und Speicherplatzbedarf eines Algorithmus héngen in der Regel von der Gro6-
Re der Eingabe ab, fur die ein geeignetes Kostenmalf} unterstellt wird (Einheitskosten-
mald). Generell unterscheidet man zwischen dem Verhalten eines Algorithmus im be-
sten Fall (best case), im schlechtesten Fall (worst case) und im durchschnittlichen Fall
(average case). Bei der Laufzeituntersuchung scheinen die Bestimmung von best und
worst case unproblematisch, da sie durch den minimalen bzw. maximalen Wert genau
festgelegt sind. Die Average-case-Analyse dagegen ist in der Regel recht aufwendig
durchzufihren, weil es viele Falle zu einer Problemgrof3e gibt und der durchschnittli-
che Fall bei vielen Problemen unbestimmt ist. Es ist oft nicht klar, woriiber man Mittel-
werte bilden soll; auBerdem ist in der Praxis nicht jedes Problem der GroRe n (z. B.
jede Datenverteilung in einer Liste) gleichwahrscheinlich, was die schwierige Frage
der Gewichtung der Fallauswahl aufwirft. Aus diesen Griinden wird meist eine Worst-
case-Analyse (und gelegentlich eine Best-case-Analyse) durchgefiihrt. Dabei ist es
das Ziel, die GroRenordnung der Laufzeit- und Speicherplatzfunktionen in Abhangig-
keit von der Grol3e der Eingabe zu bestimmen. In der wissenschaftlichen Welt hat sich
dazu die sogenannte Gro3-Oh- und Grol3-Omega-Notation durchgesetzt: Sie erlaubt
es, Wachstumsordnungen solcher Laufzeit- und Speicherplatzfunktionen zu charakte-
risieren.

Abschéatzung von oberen Schranken

Wenn fir die Laufzeit T(n) eines Algorithmus
T(n)<c-n

far eine Konstante ¢ >0 und fur alle Werte von n > ng gilt, dann sagt man “T(n) ist von
der GréRRenordnung n” oder “T(n) ist in O(n)”. Dieser Sachverhalt laf3t sich auch kurz
folgendermal3en darstellen: “T(n) = O(n)” oder “T(n) € O(n)”.

Die Klasse der Funktionen O(f), die zu einer Funktion f gehoren, lassen sich allgemei-
ner wie folgt definieren:

O(f) = {g|dc>0:dny>0:¥n=ny:g(n)<c-f(n)}

Ein Programm, dessen Laufzeit oder Speicherplatzbedarf O(f(n)) ist, hat demnach die
Wachstumsrate f(n), z. B.

f(n) = n2 oder  f(n) = n-log,n.

Wenn f(n) = O(n-log,n) geschrieben wird, dlrfen die Ublicherweise flr das Gleich-

heitszeichen geltenden Eigenschaften nicht ohne weiteres ausgenutzt werden. So

folgt beispielsweise aus f(n) = O(n-log,n) auch  f(n) = O(nz) , jedoch gilt



natlrlich  O(n-log,n) # O(n2)

Abschéatzung von unteren Schranken

Die Grol3-Omega-Notation wurde zur Abschatzung von Laufzeit und Speicherplatzbe-
darf eines Algorithmus nach unten eingefuhrt. fe Q(g) oder f = Q(g) drickt aus,

daR f mindestens so stark wachst wie g. Allgemein a3t sich die Grof3-Omega-Notation
nach Knuth [Kn76] wie folgt definieren:

Q(g) = {h{3c>0:dny>0:Vn>n h(n)=c-g(n)}

Es ist also fe Q(g) genau dann, wenn ge O(f) ist. Diese Forderung wird von
manchen Autoren als zu scharf empfunden; in [AHU83, OW90] wird deshalb die
Abschétzung der unteren Schranke wie folgt definiert:

Q(g) = {h|3c > 0:Junendlichvielen:(h(n)>c- g(n))}

Wenn fir eine Funktion f sowohl fe O(g) als auch fe Q(g) gilt, so spricht man von
exakten Schranken und schreibt f = ©(Q) .

Die bisherigen Betrachtungen waren auf die asymptotische Komplexitat ausgerichtet;
dadurch konnten die GroRenordnungen der Laufzeit- und Speicherplatzfunktionen
asymptotisch abgeschatzt werden. Die dabei gewonnenen Bewertungen der Algorith-
men gelten naturlich nicht fur alle Problemgré3en n. Bei weniger grofl3en Werten von
n, die in der praktischen Anwendung oft dominieren, spielen die konstanten Faktoren
eine erhebliche Rolle; sie mussen deshalb bei Bewertung und Vergleich der Algorith-
men sorgfaltig evaluiert werden. Das Beispiel in Tabelle 1.5 zeigt, dal?3 Algorithmen mit
hoherer asymptotischer Komplexitat fur bestimmte Problemgréf3en glnstiger ab-
schneiden kénnen als Algorithmen mit kleinerer asymptotischer Komplexitat.

Alg. T(n) Bereiche von n
mit gunstigster Zeitkomplexitéat

Aq 186182 logpn n >2048

Ao 1000 n 1024 < n £2048

Ag 100 nlogy n 59 < n <1024

Ay 10 n? 10 < n <58

As n3 n =10

Ag 2" 2 <n<9

Tabelle 1.5: Bereiche mit gunstigster Zeitkomplexitat



1.4 Berechnung der Zeitkomplexitat

Die Bestimmung der Zeitkomplexitat eines beliebigen Programms kann sich als kom-
plexes mathematisches Problem darstellen. In praktischen Fallen gentigen oft jedoch
nur wenige Regeln fur diese Aufgabe.

Summenregel:
T4(n) und T,(n) seien die Laufzeiten zweier Programmfragmente P, und P,; es gelte

T,(n)e O(f(n)) und T,(n)e O(g(n)) . Fur die Hintereinanderausfihrung von P
und Py istdann  T,(n)+ T,(n) e O(max(f(n), g(n)))

Produktregel:

T1(n) und T5(n) seien in O(f(n)) bzw. O(g(n)). Dann ist (beispielsweise bei geschach-
telter Schleifenausfiihrung der zugehdrigen Programmteile P, und P»)

T1(n) - Ty(n) e O(f(n) - g(n))

Es gibt keine vollstdndige Menge von Regeln zur Analyse von Programmen. Die Vor-
gehensweise, die im folgenden kurz skizziert wird, erfordert deshalb oft auch etwas In-
tuition oder Erfahrung. Gewohnlich ist bei der Analyse der Zeitkomplexitat die Grol3e
der Eingabe n der einzige zuldssige Parameter:

» Die Laufzeit jeder Zuweisung, Lese- oder Schreibanweisung wird gewdhnlich mit
O(1) angesetzt.

» Die Laufzeit einer Folge von Anweisungen wird durch die Summenregel bestimmt,
d.h. die Laufzeit der Folge ist bis auf einen konstanten Faktor die Laufzeit der “lang-
sten” Anweisung der Folge.

» Die Laufzeit einer Falluntersuchung ergibt sich aus den Kosten fur die bedingt aus-
gefuhrten Anweisungen und den Kosten fur die Auswertung der Bedingung, die ge-
wohnlich O(1) ausmachen. Bei bedingten Anweisungsfolgen wird gewdhnlich die
langste Folge angesetzt.

» Die Kosten fir eine Schleifenausfiihrung ergeben sich gewdhnlich (unter Vernach-
l&ssigung konstanter Faktoren) aus dem Produkt von Anzahl der Schleifendurchlau-
fe und teuerstem Ausfuhrungspfad im Schleifenkorper.

* Auch Prozeduraufrufe konnen mit diesen Regeln evaluiert werden. Bei rekursiven
Prozeduren mufd man versuchen, die Anzahl der Aufrufe abzuschétzen (d.h. eine
Rekurrenzrelation (recurrence relation) fur T(n) zu finden).



1.5 Definition von Zeitkomplexitats-Klassen

Ein Algorithmus heifl3t linear-zeitbeschréankt, wenn fir seine Zeitkomplexitat T(n) gilt
T(n) =cy-n+c, mit ¢4, Cc, konstant,

d.h. T(n) = O(n).

Ein Algorithmus heil3t polynomial-zeitbeschrankt, wenn gilt:

T(n) = O(na) mit o € R, o fest.

Ein Algorithmus heil3t exponentiell-zeitbeschrankt, wenn gilt:

T(n) = o@" mit ae R, a fest.

Das Beispiel in Tabelle 1.5 zeigt, daf? ein exponentiell-zeitbeschréankter Algorithmus far
bestimmte Werte von n einem polynomial-zeitbeschranken tberlegen sein kann. Je-
doch ist das Anwachsen des Rechenzeitbedarfs im exponentiellen Fall so stark, daf3
man Algorithmen dieser Klasse als im allgemeinen nicht benutzbar (tractable) verwirft.
Probleme, fur die kein polynomial-zeitbeschrankter Algorithmus existiert, werden des-
halb in diesem Sinne als nicht I6sbar (intractable) angesehen. Wir konzentrieren uns
deshalb auf Algorithmen mit polynomial-beschranktem Aufwand; sie decken viele Pro-
blemstellungen der Praxis ab.

1.6 Das Prinzip “Teile und Herrsche”

Im Abschnitt 1.2 wurde anschaulich gezeigt, dafl3 es zur Steigerung der berechenbaren
Problemgrof3e wesentlich angebrachter ist, einen Algorithmus zu verbessern oder ei-
nen mit gunstigerer Zeitkomplexitat zu wéhlen, als auf zusatzliche Rechnerleistung zu
setzen. Ein allgemeines und breit einsetzbares Prinzip zum Entwurf guter Algorithmen
(oder ihrer Verbesserung) heif3t “Divide and Conquer” oder “Teile und Herrsche”, wo-
durch eine Aufteilung des Gesamtproblems in kleinere Teilprobleme derart angestrebt
wird, dalR die Summe der Kosten fur die Lésung der Teilprobleme sowie der Kosten fiir
das Zusammenfiigen des Gesamtproblems geringer ist als der urspriingliche Aufwand
fur das Gesamtproblem. Als Lésungsschema fur ein Problem der Grél3e n [aR3t es sich
wie folgt formulieren [OW96].

1. Divide: Teile das Problem der GréRe n in (wenigstens) zwei annahernd gleich
grol3e Teilprobleme, wenn n > 1 ist; sonst I6se das Problem der Grél3e 1 direkt.

2. Conquer: Lose die Teilprobleme auf dieselbe Art (rekursiv).

3. Merge: Fuge die Teilldosungen zur Gesamtlésung zusammen.



Sortieren einer Liste

Es sei eine Liste von n Namen alphabetisch zu sortieren. Einfache Sortieralgorithmen
(Kap. 3), die auf der gesamten Liste Such- und Vertauschoperationen vornehmen, be-
sitzen eine Zeitkomplexitat von O(n?). Leistungsfahigere Sortieralgorithmen nutzen die
Divide-and-Conquer-Strategie, um zu wesentlichen Laufzeitverbesserungen zu kom-
men. Als Beispiel wahlen wir folgende Skizze eines Sortieralgorithmus:

Modul Sortiere (Liste)
(* Sortiert eine gegebene Liste von n Namen alphabetisch *)
Falls n>1dann
Sortiere (erste Listenhalfte)
Sortiere (zweite Listenhalfte)
Mische beide Halften zusammen.

Wenn T(n) der Aufwand zum Sortieren von n Namen ist, dann erfordert das Sortieren
von n/2 Namen den Zeitaufwand T(n/2). Das Mischen der beiden Halften ist sicherlich
proportional zu n. Folglich erhalten wir als Gesamtaufwand:

T(n) =2-T(n/2)+c-n
T(1) = k

Diese Rekurrenzrelation (rekursives Gleichungssystem) hat die geschlossene Lésung
T(n) =c-n-log,n+k-n

Also haben wir damit einen Sortieralgorithmus in O(n log n) gefunden.

Multiplikation zweier Zahlen

Als weiteres Beispiel ziehen wir die Multiplikation zweier n-stelliger Zahlen heran. Der
Standardalgorithmus, den wir in der Schule lernen, erfordert die Berechnung von n
Zeilen und ihre Addition (in jeweils n Schritten), so dal® die Laufzeit des Algorithmus
proportional zu n? ist. Ein schnellerer Algorithmus sei am folgenden Beispiel skizziert.
Dabei wird die Multiplikation von 4-stelligen Zahlen auf die Multiplikation von 2-stelli-
gen Zahlen zurtickgefuhrt:

A B C D
22| 83 . 47 | 11

AC =22.47 = 1034
(A+B)- (C+D)-AC-BD = (105-58)-1034-913 = 4143

BD =83-11 = 013

10755213
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Dieses Beispiel a3t sich verallgemeinern. Bei einer Zerlegung der dargestellten Art
sind drei Multiplikationen von Zahlen mit halber Lange erforderlich. Da der Aufwand fur
die Addition und Subtraktion nur proportional zu n (mit Konstante c) ist, betragt die Zeit
zur Multiplikation von zwei n-stelligen Zahlen

T(n) = 3T(n/2)+cn
T(1) = k.
Die Losung der Rekurrenzrelation ergibt sich zu

log3

T(n) = (2c+k)n -2cn .

Daraus resultiert als asymptotisches Verhalten ein zu nlog3 proportionaler Aufwand
(O(nl.59)).

Matrizenmultiplikation

Die konventionelle Multiplikation zweier (nxn)-Matrizen A« B =C

ay1 @1p| |P1g by _ [C11 Cpo

1 8| |P21 b2 C21 C22
benétigt n (skalare) Multiplikationen und n? . (n-1) Additionen. Bei (2x2)-Matrizen er-
gibt sich somit ein Aufwand von 8 Multiplikationen und 4 Additionen. Strassen hat 1969
gezeigt, dald das Produkt C = A - B zweier (2x2)-Matrizen A und B sich mit 7 Multipli-

kationen und 18 Additionen/Subtraktionen nach dem folgenden Schema berechnen
|aft:

hy = (aip-azp) - (b21th2))
hy = (ajztapy) - (b111b2))
hs = (ai1-ap1) - (b11+b1)
hy = (azztagn) - bao
hs = ag; - (b1o-by))
he = ap-(b21-b1y)
hy = (ag1tapy) - by

Ci11 = hl + h2 - h4+ h6
ClZ = h4 + h5
C1 = hg+hg
Coz = hp-hz+hs-hs
Dieses Berechnungsverfahren laf3t sich auf (2n x 2n)-Matrizen tGbertragen, wenn man

A, B und C in (nxn)-Untermatrizen Ay, By, Cyj, 1 <1, j < 2 auf folgende Weise unterteilt:
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A1 A . By1 Byo — Cu1 Coo

Az Al B By Co Co
Dann werden 7 Multiplikationen und 18 Additionen von (nxn)-Matrizen ben6étigt. Ist n
durch 2 teilbar, so kann dasselbe Schema wiederum angewendet werden.

Mit n = 2K erhalten wir als Zeitkomplexitat fur die Multiplikation zweier (nxn)-Matrizen
T(n) = 7 T(n/2) + 18(n/2)? firn>2
TQ) = c.

Hier wird T(1) durch eine Konstante ¢ abgeschatzt. Die Auflésung der Rekurrenzrela-
tion liefert unter Vernachlassigung des quadratischen Terms

T(n) = O(7%) = O(n'°%") = O(n*8%)

Diese Komplexitatsaussage fur die Matrizenmultiplikation war der Ausloser fur einen
“wissenschaftlichen Wettstreit” - vor allem in den Jahren von 1978 bis1981 -, den Auf-
wand weiter zu verbessern. So gab es laufend neue “Weltrekorde” in der Reihenfolge

O(n27801y
0(n27799
O(n2-5448)
O(n25219)
O(n25161y
O(n24956).
Diese Folge ist sicher noch nicht abgeschlossen. Jedoch ist darauf hinzuweisen, daf3

eine schnellere Ausfiihrung der Matrizenmultiplikation sich erst bei sehr groRen Wer-
ten von n bemerkbar macht.

12



2. Lineare Listen

Mathematisch gesehen ist eine lineare Liste eine Folge von null oder mehr Elementen
eines gegebenen Typs (Elementtyp). Sie lal3t sich folgendermalien als Folge von Ele-
menten

ap, a,, ..., a,

darstellen, wobei n > 0 und jedes a; vom Typ Elementtyp ist. Die Zahl n der Elemente
heil3t die Lange der Liste. Wenn n = 0 ist, haben wir die leere Liste, die keine Elemente
besitzt. Die lineare Anordnung der Elemente in der Liste entsprechend ihrer Position
ist eine wichtige Eigenschaft der Liste. Das Element a; ist an Position i. Wir sagen “g;
geht aj;, voraus” furi = 1,2, ...n—1 und “g; folgt a;;" fir i = 2,3, ..., n.

Von ihrer Funktion her sind lineare Listen besonders flexible Datenstrukturen, weil sie
auf Anforderung wachsen und schrumpfen kénnen und weil ihre Elemente in jeder Po-
sition aufgesucht, eingefiigt und geléscht werden kdnnen. Deshalb gibt es auch ein
breites Spektrum von Anwendungen, die Listen intensiv einsetzen, z.B. Sprachiuber-
setzung, Simulation, Daten- und Informationsverwaltung.

Diese Anwendungen brauchen eine geeignete Menge von Operationen, um Listen
handhaben zu kénnen und um gleichzeitig von der Implementierung der Liste isoliert
zu sein. Das Konzept der Datenkapselung oder des Abstrakten Datentyps gewahrlei-
stet diese Isolation, so daR Anderungen an der Implementierung einer Datenstruktur
vorgenommen werden konnen, ohne dafl3 es Ruickwirkungen auf die zugreifenden Pro-
gramme hat.

Da keine Menge von Operationen fur alle Anwendungen geeignet ist, wollen wir hier
eine reprasentative Menge von Operationen skizzieren; ihre Wirkungsweise sollte in-
tuitiv klar sein. Dabei ist L eine Liste von Objekten vom Typ Elementtyp, x ist ein Objekt
dieses Typs und p ist vom Typ Position.

e INIT (L): Initialisiert L, d. h., L wird eine leere Liste.

* INSERT (X, p, L): Fugt x an Position p in Liste L ein und verschiebt die Elemente an
p und den nachfolgenden Positionen auf die jeweils ndchsthéhere Position.

 DELETE (p, L): Loscht das Element an Position p und verkdirzt die Liste L.
« LOCATE (X, L): Gibt die erste Position in L, an der x vorkommt, zurtck.
* RETRIEVE (p, L): Liefert das Element an Position p der Liste L zurtck.

* NEXT (p, L) und PREVIOUS (p, L): Liefert das Element der Listenposition, die p folgt
bzw. vorausgeht, zurtck.

* FIRST (L): Liefert das Element der ersten Listenposition zurtick.
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e PRINTLIST (L): Schreibt die Elemente der Liste L in der Reihenfolge ihres Auftre-
tens aus.

* ISEMPTY (L): Ermittelt, ob Liste L leer ist.
« CONCAT (L1, L2): Hintereinanderfiigen von L1 und L2.

Auf die Angabe der Wirkung dieser Operationen bei unzulassigen Zustanden (z. B. p
nicht in L) wurde hier verzichtet.

Die Leistungsfahigkeit dieser Operationen h&ngt im wesentlichen von der Art der
Implementierung der linearen Liste und von einer mdglichen Sortierordnung der Ele-
mente ab. Deshalb kbénnen Leistungsbetrachtungen nicht auf der Ebene der abstrak-
ten Operationen, wie sie oben angegeben wurden, durchgefihrt werden, sondern es
mussen dabei die konkreten Reprasentationen der Listen herangezogen werden. Die
wichtigsten Implementierungen sind die sequentielle sowie die verkettete lineare Liste.
Letztere laf3t sich noch variieren als doppelt verkettete Liste.

Neben dem Auffinden eines Objektes zahlt man gewohnlich auch das Einfigen, L6-
schen und Modifizieren von Objekten des Datenbestandes zu den Standardoperatio-
nen. Wir konzentrieren uns hier vorwiegend auf die Auffinde-Operation, die ja auch im
Zusammenhang mit den Aktualisierungsoperationen angewendet wird (Suchen der
Einflgeposition usw.).

Das Suchen in Folgen von geordneten oder ungeordneten Datenobjekten zielt darauf
ab, in effizienter Weise festzustellen, ob eine bestimmte Information im betreffenden
Datenbestand vorhanden ist oder nicht. Solche Suchvorgénge treten in vielen Rech-
neranwendungen mit grof3er Haufigkeit auf; sie gehoren deshalb zu den wichtigsten
und grundlegendsten Algorithmen der Informatik.

Alle Suchverfahren lassen sich durch folgende allgemeine Vorgehensweise charakte-
risieren: Die zu suchende Information wird durch einen Suchschlissel (das Suchargu-
ment) beschrieben. Durch Vergleich mit den Schlisseln der Objekte des betreffenden
Datenbestandes wird ermittelt, ob ein Objekt mit diesem Schliissel vorhanden ist. Falls
ja, wird als Ergebnis der erfolgreichen Suche das erste gefundene Objekt, dessen
Schlissel mit dem Suchschlissel Gbereinstimmt, geliefert. Sonst wird die Suche er-
folglos beendet.

2.1 Suchen in ungeordneten Listen

In einer sequentiellen linearen Liste (kurz Liste) werden die Elemente sequentiell ge-
speichert, d.h., die Beziehung zweier aufeinanderfolgender Elemente ist durch physi-
sche Nachbarschaft dargestellt. Eine Tabelle kann also unmittelbar durch eine solche
Liste implementiert werden.
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TYPE SatzTyp= RECORD
Key : SchluesselTyp; (z.B. * CARDINAL )
Info : InfoTyp
END (* RECORD #);

VAR L: ARRAY[1..Max] OF SatzTyp;
K:  SchluesselTyp;

Die folgenden Algorithmen beziehen sich auf die Liste L; sie geben entweder den In-
dex des ersten Elementes aus, dessen Schlissel mit dem Suchschlissel K Uberein-
stimmt, oder melden die Abwesenheit eines solchen Elementes. Da L nicht vollstandig
belegt sein mul3, fihren wir als Index flr das letzte tatsachlich belegte Element eine
Variable n ein, fur die gilt: 0 < n < Max.

Sequentielle Suche

Falls nicht bekannt ist, ob die Elemente der Liste nach ihren Schliisselwerten sortiert
sind, besteht nur die Mdglichkeit, die Liste sequentiell zu durchlaufen und elementwei-
se zu uberprufen.

i:=1;

WHILE (i <= n) AND (L[i].Key <> K) DO

INC(i)
END;
gefunden := (i <= n);

Bei erfolgreicher Suche gibt es im unginstigsten Fall n - 1 Schleifendurchlaufe (und n
Schlusselvergleiche). Wird das gesuchte Element nicht gefunden, so wird die Schleife
n mal durchlaufen.

Wenn man annimmt, daf3 jede Anordnung der n Schlussel gleichwahrscheinlich ist und
daf jeder Schlussel mit gleicher Haufigkeit gesucht wird, so ergeben sich fur eine er-
folgreiche Suche im Mittel

n-1
1 n-1

nX T

Cavg(M) =

Schleifendurchlaufe.

Der sequentielle Suchalgorithmus bietet wenig Optimierungspotential. Eine Moglich-
keit liegt in der Vereinfachung der Wiederholbedingung. Die Feldende-Abfrage kann
weggelassen werden, wenn sichergestellt ist, dal3 der Suchalgorithmus immer termi-
niert. Das laRt sich durch Hinzufligen eines Wachters (englisch “Sentinel”’) am Ende
der Liste erreichen. Wenn n < Max, dann kann der Wert von K im Element n+1 gespei-
chert werden, was das Auffinden des gesuchten Wertes in jedem Fall garantiert.
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Suchen mit Wachter

=1,

L[n+1].Key := K;

WHILE L[i].Key <> K DO
INC(i)

END;

gefunden := (i <= n);

Die Anzahl der Schleifendurchlaufe bleibt im wesentlichen gleich, eine Leistungsver-
besserung ergibt sich jedoch durch die vereinfachte Wiederholbedingung.

2.2 Suchen in geordneten Listen

Wenn die zu durchsuchende Liste sortiert ist, laf3t sich die sequentielle Suche nur fur
den erfolglosen Fall beschleunigen. Hierfiir gentigen dann im Mittel (n-1)/2 Schleifen-
durchlaufe.

Binare Suche

Bei einer sortierten Liste laf3t sich der bisher erhaltene lineare Suchaufwand drastisch
verbessern. Durch Einsatz der Divide-and-conquer-Strategie lassen sich Algorithmen
mit logarithmischem Aufwand realisieren. Das dabei anzuwendende Prinzip arbeitet
folgendermal3en: Man bestimmt das Mittelelement der Liste und vergleicht es mit dem
Suchschlissel K. Wenn das Mittelelement das gesuchte ist, wird die Suche beendet,
sonst sucht man abhangig vom Vergleichsergebnis in einer der beiden Listenhalften
weiter und wendet das gleiche Prinzip wieder an.

Iterativer Algorithmus BinSuche

(* ug und og enthalten die Werte der Unter- und Obergrenze des aktuellen Such-
bereichs )
gefunden := FALSE;
ug :=1;
og :=n;
WHILE (ug <= 0og) AND NOT gefunden DO
pos := (ug + og) DIV 2;

IF L[pos].Key > K THEN (* linken Bereich durchsuchen )
0og:=pos-1

ELSIF L[pos].Key < K THEN (* rechten Bereich durchsuchen *)
ug :=pos +1

ELSE
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gefunden := TRUE
END (x IF %)
END (* WHILE *);

Falls das Element gefunden wird, steht seine Position in pos.

Im gunstigsten Fall ist nur ein Schleifendurchlauf bei erfolgreicher Suche erforderlich.
Fur die erfolglose und erfolgreiche Suche sind niemals mehr als [ log,(n+1) | Durch-
l&ufe bei einer Liste mit n Elementen notwendig:

Chin(m =1 und C_ .. (n) = [Iogz(n + 1)}
Um den mittleren Suchaufwand der bin&ren Suche abschétzen zu kdnnen, nehmen wir
n = 2M-1 (fur passendes m) an. Dann laf3t sich

Cavg(n) = logy(n+1) - 1, fur groBe n
ableiten.

Im Mittel verursacht bindres Suchen also etwa einen Durchlauf weniger als im schlech-
testen Fall.

Fibonacci-Suche

Die Fibonacci-Suche geht ahnlich vor wie die binére Suche, benétigt jedoch keine Di-
vision zur Bestimmung der jeweils mittleren Position des Suchbereichs, sondern
kommt mit Additionen und Subtraktionen aus. Der Suchbereich wird dabei entspre-
chend der Folge der Fibonacci-Zahlen geteilt, die wie folgt definiert sind:

Zur Vereinfachung der Prinzipdarstellung nehmen wir an, daf} die Liste n = F-1 sor-

tierte Elemente besitze. Die Teilung des zu durchsuchenden Bereichs erfolgt dann im
Verhaltnis der beiden jeweils vorangehenden Fibonacci-Zahlen:

Fro-1 Fr.1-1

Fi-1

Das Element an der Position i = F_, wird mit dem Suchschlissel K verglichen. Wird
Gleichheit festgestellt, endet die Suche erfolgreich. Ist K grof3er, wird der rechte Be-
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reich mit F,_;-1 Elementen, ansonsten der linke Bereich mit F_,-1 Elemente auf die-
selbe Weise durchsucht.

Wieviele Suchschritte (Schlusselvergleiche) sind bei diesem Suchverfahren erforder-
lich? Bei einem Bereich mit der Anfangslange F,-1 sind im schlechtesten Fall k-2
Suchschritte notwendig, wenn bei jeder Teilung des Suchbereichs der grol3ere Bereich
zur Fortsetzung der Suche gewéhlt werden muf3.

Die Fibonacci-Zahl F af3t sich durch

Fy=c- 1,618k , mit einer Konstanten c,
abschatzen. Fir n+1 =c- 1,618k bendtigt man also O(k) Schlisselvergleiche im
schlechtesten Fall, d.h.

Cmax(n) = O(logy g18(n+1)) = O(log,n).

Man kann zeigen, daf3 auch C,,4(n) von derselben Gréf3enordnung ist.

Sprungsuche

Bei der Sprungsuche wird der sortierte Datenbestand in Spriingen Uberquert, um zu-
nachst den Abschnitt des Datenbestandes zu lokalisieren, der ggf. den gesuchten
Schlissel enthélt. In einer (oder mehr) weiteren Phasen wird dann der Schlissel im
gefundenen Abschnitt nach irgendeinem Verfahren gesucht.

v v oy

Einfache Sprungsuche

Der Datenbestand wird mit konstanten Spriingen durchquert, wobei jeweils die Schlis-
sel an den Positionen m, 2m, 3m ... mit dem Suchschltssel K verglichen werden. So-
bald K<L[i].Keymiti =j-m (j=1,2,...), wird im Abschnitt L[(j—1)m +1] bis
L[j- m] sequentiell nach dem Suchschlissel K gesucht. Unter der Annahme, dal3 ein
Sprung a und ein sequentieller Vergleich b Einheiten kosten, erhalten wir als mittlere
Suchkosten

+=b(m-1)

NI =

_1
Cavg(n) = éa-

3=

Als optimale Sprungweite ergibt sich m = ./(a/b)n, und daraus resultierend

(a-b)n als mittlere Suchkosten bei Wahl einer optimalen Sprungweite. Wenna =b

18



ist, vereinfachen sich m zu /n und C,4(n) zu a./n—a/2. Wir bendtigen also O(./n)
Schlusselvergleiche.

Zwei-Ebenen-Sprungsuche

Die Effizienz der einfachen Sprungsuche ist sicher noch zu verbessern. Anstelle der
sequentiellen Suche im in der ersten Phase lokalisierten Abschnitt kann in den m-1
Elementen wiederum eine Quadratwurzel-Sprungsuche angewendet werden, bevor
dann sequentiell gesucht wird. Mit den Kosten a flir einen Sprung auf der ersten
Ebene, b fur einen Sprung auf der zweiten Ebene und c fir einen sequentiellen Ver-
gleich (auf der dritten Ebene) erhalten wir ndherungsweise

1
4

1
1 1 4 1
Cavg(n)Sé-a-ﬁHé-b-n t5-¢en

Mit a = b = ¢ vereinfacht sich dieser Ausdruck zu Cavg(n) < a(%ﬁ] + nij

Das skizzierte Verfahren ist jedoch keine optimale zwei-Ebenen-Sprungsuche, da die
Sprungweiten m; und m, der beiden Ebenen nicht aufeinander abgestimmt sind. N&-
herungsweise sind folgende Kosten zu erwarten:

1 n 1 m, 1
<Z.3.—+=-".h.—+=.C.
Cavg(n)_2 a *3 b t3 c-m,

Mit den optimalen Sprungweiten
1

m; = ((nz-az)/(b-c))3 und m, = (n-a: b/cz)

Wi

ergibt sich
1
_3 3
Cavg(n) = é-(n-a-b-c)

als mittlerer Suchaufwand. Mit a = b = ¢ erhalten wir
2 1
_ 3 d _ .3
m; =n-undm, =n

als optimale Sprungweiten und

1
3 3
Cavg(n) = é-a- n

als mittlere Suchkosten.
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Auch die Zwei-Ebenen-Sprungsuche erreicht nicht die Effizienz der bindren Suche.
Wenn wir es jedoch zu einem n-Ebenen-Verfahren verallgemeinern, dann nahern wir
uns stetig dem Leistungsverhalten der bindren Suche an. Bei log,n Ebenen geht die
optimale Sprungsuche in das bindre Suchverfahren tber.

Falls wir die einfache Sprungsuche mit der bindren Suche (anstelle der sequentiellen
Suche) kombinieren, so ergibt sich als optimale Sprungweite n/2, also ein Sprung in
die Mitte des Datenbestandes. Der gesamte Suchablauf entspricht dann wiederum
dem der binaren Suche, was wiederum auf ihre generelle Uberlegenheit verweist.

Die Sprungsuche ist jedoch eine wegen ihrer Einfachheit und Effizienz nutzliche Such-
technik bei sortierten Listen, wenn die bindre Suche nicht angewendet werden kann.
Beispielsweise trifft dies bei bandorientierten Suchvorgangen zu, wenn die Elemente
blockweise in den Hauptspeicher eingelesen werden. In einem solchen Fall ist die
Sprungsuche die nattrliche Vorgehensweise zum Auffinden einer zuféalligen Suchan-
forderung K.

Exponentielle Suche

Binére Suche, Fibonacci-Suche und optimale Sprungsuche verlangen die Kenntnis
der Lange des Suchbereichs, bevor mit der Suche begonnen werden kann. In Fallen,
in denen der Suchbereich sehr gro3 sein kann, ist es nutzlich, fir den vorliegenden
Suchschlussel K erst einmal eine obere Grenze fur den zu durchsuchenden Abschnitt
zu bestimmen. Die exponentielle Suche verfolgt diese Vorgehensweise.

Der zu durchsuchende Abschnitt der Liste L (mit sehr grof3em n) fir einen Suchschlis-
sel K wird mit exponentiell wachsenden Schritten folgendermalien festgelegt:

i=1;

WHILE K > L[i].Key DO
=i+

END;

Fari> 1 gilt fir den auf diese Weise bestimmten Suchabschnitt
L[i DIV 2].Key < K < L]i].Key,
der dann mit irgendeinem Suchverfahren nach K zu durchsuchen ist.

Wenn in der sortierten Liste nur positive, ganzzahlige Schliissel ohne Duplikate ge-
speichert sind, wachsen die Schlisselwerte mindestens so stark wie die Indizes der
Elemente. Daher wird i in der den Listenabschnitt bestimmenden Schleife héchstens
log, K mal verdoppelt, d. h., der Aufwand zur Bestimmung des gesuchten i-Wertes er-
fordert maximal log, K Schlisselvergleiche. Durchsucht man nun den lokalisierten Li-
stenabschnitt beispielsweise mit einer bindren Suche, so sind nochmals héchstens
log, K Schlusselvergleiche erforderlich, da dieser Abschnitt maximal K Elemente be-
sitzen kann. Die exponentielle Suche nach einem Element mit Schlissel K erfordert
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also einen Aufwand von O(log, K). Wenn K sehr klein im Vergleich zu n ist, kann die-
ses Verfahren vorteilhaft eingesetzt werden.

Interpolationssuche

Bei den bisher vorgestellten Verfahren wurden immer nur Listenpositionen zur Bestim-
mung des néchsten zu vergleichenden Elementes herangezogen. Die Schlisselwerte
selbst, mit denen man den “Abstand” zum Suchschliissel K abschatzen kdénnte, wur-
den nicht betrachtet. Bei alltdglichen Suchvorgédngen, etwa beim Aufsuchen eines
Stichwortes im Lexikon oder eines Namens im Telefonbuch, nutzen wir Schlisselwerte
direkt aus, indem wir aus dem momentan gefundenen Schlisselwert und dem Wert
von K die nachste Aufsuchposition abschatzen. Da dieses Abschéatzen einem Inter-
polationsvorgang entspricht, bezeichnet man diese Art der Suche auch als Interpo-
lationssuche.

Ahnlich wie bei der bindren Suche kann man die nachste Suchposition pos aus den
Werten ug und og der Unter- und Obergrenze des aktuellen Suchbereichs berechnen.

K-L[ug].Key
[0og].Key—L[ug].Key

pos = ug+ - -(0g-ug)

Naturlich ist pos noch in geeigneter Weise auf die nachstkleinere oder -gréf3ere Zahl
zu runden.

Diese Berechnung von pos ist nur dann eine gute Schatzung, wenn die Schlisselwerte
im betreffenden Bereich einigermalRen gleichverteilt sind. Trifft diese Annahme nicht
zu, so kann man sich durch die Interpolationsformel sehr “verschatzen”. Im schlechte-
sten Fall fihrt diese Suche dann auf einen linearen Suchaufwand (O(n)) und wird somit
von allen Verfahren, die eine Sortierordnung der Elemente ausnutzen, deutlich tUber-
troffen. Sind die n Schlissel jedoch unabhangig und gleichverteilte Zufallszahlen, so
lalkt sich zeigen, dafld die Interpolationssuche durchschnittlich mit log,logon + 1
Schlusselvergleichen auskommit.

2.3 Suchen in geketteten Datenstrukturen

Die physische Nachbarschaft der Elemente erfordert bei linearen Listen eine sequen-
tielle Speicherung der Gesamtstruktur. Das bedeutet in der Regel, dal3 der gesamte
Speicherplatz fur die Datenstruktur bei ihrer Definition zusammenhangend angelegt
werden muf3 und nicht bei Bedarf dynamisch erweitert werden kann. Bei langsam
wachsenden Datenstrukturen fuhrt dies zu einer schlechten Speicherplatzausnutzung,
was bei einer langfristigen Datenhaltung auf Externspeichern oft nicht toleriert werden
kann. Eine VergroRerung der statisch angelegten Liste erzwingt aul3erdem die Alloka-
tion einer groReren Liste und das Umkopieren des momentanen Listeninhalts.
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Geordnete Listen erlaubten schnelle Suchalgorithmen, die gerade die Eigenschaft
“sortierte Schlusselreihenfolge” und “direkter Zugriff auf alle Listenelemente” ausnutz-
ten. Erhohte Kosten ergeben sich dafir beim Anderungsdienst in sortierten Listen, da
die genannten Eigenschaften bewahrt werden missen. Das Einfligen und Léschen ei-
nes Elementes erfordert zunachst einen Suchvorgang zur Lokalisierung der Einflige-/
Loschposition. Beim Einfuigen ist dann fur das neue Element Platz zu schaffen, was im
Mittel einen Aufwand von n/2 Verschiebungen von Elementen impliziert. Auch beim
Ldschen fallt normalerweise ein mittlerer Aufwand von n/2 Verschiebungen an, um den
frei gewordenen Platz lickenlos zu schliel3en. Durch Vergabe sogenannter Ldsch-
kennzeichen kdonnte man beim Ldschen den Verschiebeaufwand einsparen, indem
man geldschte Elemente speziell kennzeichnet und in der Liste an ihrer Position be-
lankt. Jedoch missen dann die Such- und Aktualisierungsalgorithmen an diese Mal3-
nahme angepaldt werden. AuRerdem ist zu beachten, dal? auf diese Weise ggf. Spei-
cherplatz in erheblichem Umfang ungenutzt blockiert wird. Um diesen “toten Speicher-
platz” freizugeben, mul3 man deshalb periodische Reorganisationen durchfiihren oder
die Freigabe mit Verschiebungen beim Einfiigen kombinieren.

Haufige Anderungsoperationen, starkes dynamisches Wachstum oder fehlendes Wis-
sen zur statischen Allokation des erforderlichen Speicherplatzes erlauben es oft nicht,
eine sequentielle lineare Liste als Datenstruktur heranzuziehen. Statt der Allokation ei-
nes zusammenhangenden Speicherbereichs fihren wir eine Datenstruktur ein, bei der
der Speicherplatz fur jedes Listenelement zum Zeitpunkt seiner Erzeugung dynamisch
angelegt und beliebig tber den verfligbaren Speicherplatz verstreut werden kann; sie
wird gewdhnlich als verkettete lineare Liste oder kurz als Kette bezeichnet. Der Spei-
cherplatzbedarf dieser Datenstruktur wachst also schritthaltend mit den Elementen,
die neu eingefligt werden. Fir geléschte Elemente kann der Speicherplatz sofort wie-
der freigegeben werden. So wird eine dynamische Anpassung des belegten Speicher-
platzes an die aktuell gespeicherten Listenelemente erreicht.

Einfach gekettete Liste

Die Listenelemente werden als Folge von Knoten organisiert, wobei die einzelnen
Knoten beispielsweise folgenden Typ besitzen:

TYPE SatzZeiger = POINTER TO ListenElement;
ListenElement= RECORD
Key : SchluesselTyp;
Info: InfoTyp;
Next: SatzZeiger
END;
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Eine Kette mit den Listenelementen 7, 13, 34, ..., 99 |t sich folgendermal3en veran-
schaulichen:

7 ... | 13| ... | 34| ... | T eee — 00| . |

Durch eine Ankeradresse ist der Listenanfang festzulegen. Ebenso sind Listenenden
(durch NIL) zu markieren und eine Kennzeichnung fur die leere Liste zu bestimmen.

Als Suchalgorithmus kann bei der Kettenstruktur sowohl im geordneten als auch im un-
geordneten Fall nur die sequentielle Suche angewendet werden. Das bedeutet, dal’
als durchschnittlicher Suchaufwand bei erfolgreicher Suche stets

_n+1
Cavg )
angenommen werden mulf3. Liegt eine Sortierordnung vor, so kann die erfolglose
Suche vorzeitig abgebrochen werden. Sie bendétigt im Mittel das Aufsuchen von
(n+1)/2 Elementen, wahrend eine fehlende Sortierordnung das vollstandige Durch-

suchen verlangt.

Aktualisierungsoperationen wie Einfiigen oder Léschen eines Elements erfordern bei
Vorliegen einer Sortierordnung zunachst das Aufsuchen der Einfligeposition oder des
zu l6schenden Elements. Bei zufalliger Schlisselauswahl und stochastischer Unab-
hangigkeit der gespeicherten Schliisselmenge (Standardannahmen) missen im Mittel
(n+1)/2 Elemente aufgesucht werden. Die Kosten fur das nachfolgende Einfigen
oder LOschen liegen dann bei O(1).

Doppelt gekettete Liste

In der einfach geketteten Liste flihren die Operationen PREVIOUS(p, L) und
DELETE(p, L) auf gewisse Schwierigkeiten oder implizieren eine aufwendige Imple-
mentierung. In sogenannten Multilist-Strukturen (z.B. zur Unterstitzung des Informati-
on Retrieval oder der Datenbanksuche) kann ein Element gleichzeitig Mitglied mehre-
rer Listen sein. Vor allem das Loschen wird dann besonders aufwendig, wenn die ein-
zelnen Listen sehr lang sind. Zur besseren Unterstitzung der DELETE- und der
PREVIOUS-Operation kann die doppelt gekettete Liste (Doppelkette) vorgeschlagen
werden. Ihre Knoten besitzen beispielsweise folgenden Typ:

TYPE KettenZeiger = POINTER TO KettenElement;
KettenElement = RECORD
Key : SchluesselTyp;
Info: InfoTyp;
Next: KettenZeiger;
Prev: KettenZeiger
END;
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Eine Doppelkette mit den Elementen 47, 13, 25, ..., 3 laf3t sich entsprechend illustrie-
ren:

» - —
v I I iy I <1 Y B e 2= Y R B

|

Im Vergleich zur einfachen Verkettung ist ein hGherer Speicherplatzbedarf erforderlich.
Der Aufwand bei den Aufsuchoperationen entspricht dem der einfach geketteten Liste.
Aktualisierungsoperationen erfordern héheren Aufwand zur Anpassung der Verket-
tung, jedoch ggf. geringeren Suchaufwand zur Bestimmung des Vorgangers.

2.4 Zugriffsbestimmte lineare Listen

Falls die Zugriffshaufigkeiten fur die einzelnen Elemente einer Liste sehr unterschied-
lich sind, so kann es vorteilhaft sein, auf die Sortierreihenfolge der Schltisselwerte zu
verzichten, die Elemente in der Reihenfolge ihrer Zugriffshaufigkeit anzuordnen und
die Liste stets sequentiell zu durchsuchen.

Haufigkeitsgeordnete Listen

Falls die Zugriffswahrscheinlichkeiten p; fir die einzelnen Listenelemente bekannt
sind, kbnnen die mittleren Suchkosten direkt berechnet werden:

Cavg(n) =1-py+2:-p,+3-pgt...+tn-p,

Zur Minimierung der Suchkosten laf3t sich die Liste direkt so aufbauen oder umorgani-
sieren, daf3

p12p22 .-ozpn

gilt.

Eine berihmte und haufig in der Praxis beobachtete Verteilung folgt der sogenannten
80-20-Regel. Beispielsweise betreffen 80% der Suchanfragen 20% des Datenbestan-
des und von diesen 80% wiederum 80%, also insgesamt 64%, der Suchanfragen rich-
ten sich an 20% von 20%, also insgesamt 4%, der Daten. Diese Verteilung nach der
80-20-Regel kann mathematisch approximiert werden; als erwarteten Suchaufwand
erhalt man

Cavg(n) = 0,122 -n
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Selbstorganisierende Listen

Eine statische Anordnung der Listenelemente ist nicht sehr hilfreich, wenn die Zugriffs-
wahrscheinlichkeiten nicht bekannt sind oder wenn sie sich standig andern. Es gibt
verschiedene Vorschlage, die haufigkeitsgeordnete Liste durch Selbstorganisation zu
erreichen.

In der Literatur wurde die FC-Regel (Frequency Count) intensiv analysiert. Danach
wird jedem Element ein Haufigkeitszahler zugeordnet, der die aktuelle Anzahl der Zu-
griffe speichert. Jeder Zugriff auf ein Element erhoht dessen Haufigkeitszahler um 1,
falls erforderlich, wird danach die Liste lokal neu geordnet, so daf die Haufigkeitszah-
ler der Elemente eine absteigende Reihenfolge bilden.

Ein weiteres Verfahren, die Zugriffshaufigkeiten anzunahern, wird durch die MF-Regel
(Move-to-Front) verkorpert. Hierbei wird das Zielelement eines Suchvorgangs nach je-
dem Zugriff an die erste Position der Liste gesetzt. Die relative Reihenfolge der Gbrigen
Elemente andert sich dadurch nicht.

Als drittes Verfahren sei die T-Regel (Transpose) erwahnt. Danach wird das Zielele-
ment eines Suchvorgangs mit dem unmittelbar vorangehenden Element vertauscht.

Die Wirkung dieser Regeln hangt stark von den Zugriffshaufigkeiten der Elemente und
der Reihenfolge der Zugriffsanforderungen ab. Die gleiche Menge von Suchanforde-
rungen kann in verschiedenen Reihenfolgen ausgefuhrt unterschiedliche Listenanord-
nungen ergeben. Die FC-Regel sorgt stets fur eine Anordnung der Listenelemente in
abnehmender Zugriffshaufigkeit. Ihr Wartungsaufwand und ihr Speicherplatzbedarf
sind jedoch deutlich hdher als bei den anderen beiden Strategien. Bei Anwendung der
MF-Regel springt ein Element nach einer Referenz an die erste Position, wird es haufig
rereferenziert, so bleibt es auf den vorderen Listenpositionen. Falls es jedoch langere
Zeit nicht referenziert wird, wird es langsam zum Listenende hin verschoben. Die T-
Regel dagegen bewirkt bei haufigen Referenzen ein langsames Verschieben zum
Listenanfang und bei Ausbleiben von Referenzen ein solches zum Listenende. Eine
genauere Analyse der Verfahren findet sich in [HH85].

2.5 Stacks

Ein Stack kann als spezielle Liste aufgefal3t werden, bei der alle Einfigungen und L6-
schungen nur an einem Ende, TOP genannt, vorgenommen werden. Er hat viele Na-
men: Stapel, Keller, LIFO-Liste usw. Das Modell eines Stacks l&R3t sich veranschauli-
chen durch einen Stapel (beispielsweise von Blchern), bei dem man jeweils nur das
oberste Element wegnehmen oder ein neues Element nur auf das oberste legen kann.
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Stacks haben bei der rechnerinternen Verarbeitung viele wichtige Anwendungen (Aus-
fuhrung von Prozeduren, Sprachibersetzung usw.).

Auf einem Stack sind folgende Operationen definiert:

 CREATE: Erzeugt den leeren Stack.

* INIT(S): Initialisiert S als leeren Stack.

* PUSH(S, x): Fugt das Element x als oberstes Element von S ein.

* POP(S): Loschen des Elementes, das als letztes in den Stack S eingefugt wurde.
* TOP(S): Abfragen des Elementes, das als letztes in den Stack S eingefigt wurde.
» EMPTY(S): Abfragen, ob der Stack S leer ist.

Die Wirkungsweise der Operationen soll an einem kleinen Beispiel demonstriert wer-
den, wobei die Darstellung kein Hinweis auf die Implementierung der Datenstruktur ist.

POP(S)

TOP(S)=a

b ] ToR®:=b

PUSH(S, ¢) ‘POP(S)

EMPTY(S) = TRUE

TOP(S)=c

o|lo|o| —| oo

Am Beispiel eines Stacks (und spater der Schlange) wollen wir zeigen, wie Abstrakte
Datentypen formal spezifiziert werden. Als Vorteil einer solchen formalen Beschrei-
bungsweise |3t sich anfiihren, dal’ nur die auf einem Abstrakten Datentyp ausfihrba-
ren Operationen, nicht aber die Eigenschaften und Implementierung der Datenstruktu-
ren festgelegt werden. Es zeigt sich jedoch, dal3 eine solche Beschreibungsweise nicht
immer intuitiv verstandlich ist und oft die Spezifikation unwichtiger Einzelheiten ver-
langt. Bei komplexen Datenstrukturen Uberwiegen diese Nachteile, so daf3 in der Re-
gel weniger formale Spezifikationsweisen herangezogen werden.

Im folgenden bezeichne ELEM den Wertebereich der Elemente, die im Stack gespei-
chert werden sollen. STACK sei die Menge der Zustande, in denen sich der Stack be-
finden kann. Der leere Stack wird durch so € STACK bezeichnet. Die Operationen wer-
den durch ihre Funktionalitat charakterisiert. Inre Semantik wird durch Axiome festge-
legt. Dann laf3t sich der Stack als Abstrakter Datentyp wie folgt definieren:

Datentyp STACK
Basistyp ELEM
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Operationen:

CREATE : —  STACK;
INIT . STACK —  STACK;
PUSH . STACKXELEM — STACK;
POP . STACK - {sp} —  STACK;
TOP . STACK - {sp} — ELEM;
EMPTY : STACK — {TRUE, FALSE}.
Axiome:
CREATE = Sq;
EMPTY (CREATE) = TRUE;
Vs e STACK, Vx € ELEM:
INIT(s) = So
EMPTY(PUSH(s, X)) = FALSE;
TOP(PUSH(s , X)) = X;
POP(PUSH(s , X)) = s;

NOT EMPTY(s) = PUSH (POP(s) , TOP(S)) = s;

Diese Spezifikation gibt nur die abstrakten Eigenschaften eines Stacks wieder, der be-
liebig grol3 werden kann. Sie verzichtet auf die Festlegung jeglicher Realisierungsei-
genschaften. Eine konkrete Implementierung kann beispielsweise auf der Basis einer
sequentiellen Liste, einer Kette oder einer Doppelkette erfolgen. Dabei mufd dann auch
das Verhalten bei Fehlern oder Beschrankungen (z.B. voller Stack) festgelegt werden.

2.6 Schlangen

Die Schlange (oder FIFO-Schlange, Warteschlange) ist eine andere Art einer speziel-
len Liste, bei der die Elemente an einem Ende (hinten) eingefligt und am anderen
Ende (vorne) entfernt werden. Das Modell der Schlange ist intuitiv klar und kann durch
das Bild der Warteschlange beispielsweise vor einem Schalter verdeutlicht werden.
Auch sie wird in vielen Rechneranwendungen eingesetzt (z.B. Scheduling, Simulati-
on). Obwohl die Operationen &hnlich wie beim Stack sind - der Hauptunterschied liegt
im Einflgen am hinteren Ende -, hat sich eine ganzlich verschiedene Terminologie her-
ausgebildet. Auf einer Schlange (Queue) sind folgende Operationen festgelegt:

» CREATE : Erzeugt die leere Schlange
e INIT(Q) . Initialisiert Q als leere Schlange
« ENQUEUE(Q, x) : Fugtdas Element x am Ende der Schlange Q ein
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« DEQUEUE(Q) : Loschen des Elementes, das am langsten in der Schlange
verweilt (erstes Element)

* FRONT(Q) : Abfragen des ersten Elementes in der Schlange
« EMPTY(Q) . Abfragen, ob die Schlange leer ist.

Zur Verdeutlichung der Wirkungsweise dieser Operationen diene das folgende Bei-
spiel:
FRONT (Q)=c

a | b c |— s |d a | b c
ENQUEUE (Q,d)

DEQUEUE (Q)

DEQUEUE (Q) \
d a | = d a b
FRONT (Q) =a FRONT (Q)=b

Die zugehorige Definition des Abstrakten Datentyps Schlange sieht folgendermal3en
aus; dabei bezeichnet qg € QUEUE die leere Schlange:

Datentyp QUEUE
Basistyp ELEM

Operationen:

CREATE —  QUEUE;
INIT . QUEUE —  QUEUE;
ENQUEUE : QUEUE xELEM — QUEUE;
DEQUEUE : QUEUE - {qo} —  QUEUE;
FRONT . QUEUE-{qq} — ELEM;
EMPTY . QUEUE — {TRUE, FALSE}.
Axiome:
CREATE = do
EMPTY (CREATE) = TRUE;
Vg e QUEUE, Vx € ELEM:
INIT(q) = do;
EMPTY(ENQUEUE(q, x)) = FALSE;
EMPTY(q) = FRONT(ENQUEUE(q , X)) = X;
EMPTY(q) — DEQUEUE(ENQUEUE(q, X) = q;

NOT EMPTY(q) = FRONT(ENQUEUE(q, x)) = FRONT(q);
NOT EMPTY(q) = DEQUEUE(ENQUEUE(q, x)) = ENQUEUE(DEQUEUE(q), X).
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Auch hier sind viele Mdglichkeiten fr die Implementierung dieses Datentyps denkbar.
Haufig wird man dazu sequentielle Listen, Ketten oder Doppelketten heranziehen.

2.7 Vorrangwarteschlangen

Eine Vorrangwarteschlange (Warteschlange mit Prioritat, priority queue) ist eine Da-
tenstruktur, bei der jedem Element eine Prioritat zugeordnet ist. Es wird in dieser Struk-
tur immer das Element mit der hochsten Prioritat (geringste Zahl in unseren Beispie-
len) entfernt. Das FIFO-Verhalten der einfachen Warteschlange wird dadurch aufge-
geben. Folgende Operationen sind auf einer Vorrangwarteschlange definiert:

» CREATE . Erzeugt die leere Schlange

e INIT(P) . Initialisiert P als leere Schlange

* INSERT(P, x) . Fugt neues Element x in Schlange P ein

* DELETE(P) : LOschen des Elementes mit der hochsten Prioritat aus P
* MIN(P) . Abfragen des Elementes mit der hochsten Prioritat

« EMPTY(P) . Abfragen, ob Schlange P leer ist.

Aus Effizienzgriinden wird man die Elemente in der Warteschlange wie im folgenden
Beispiel nach Prioritaten geordnet halten. Von der Definition des Abstrakten Datentyps
her ist dies jedoch nicht notwendig. In unserem Beispiel bezeichnen die Zahlen die
Prioritaten der Elemente:

MIN (P) = 3 MIN (P) = 3
97|43 | 9| 7|5]| 4] 3
INSERT (P,5)
INSERT (P,1)
DELETE (P)
9/7/5| 4|3 | -« | 9] 7|5|4|3]|1
MIN (P) = 3 MIN (P) = 1

Eine Vorrangswarteschlange laf3t sich folgendermal3en als Abstrakter Datentyp defi-
nieren; pg € PQUEUE bezeichne dabei die leere Vorrangwarteschlange:

Datentyp PQUEUE
Basistyp ELEM (besitzt eine totale Ordnung <)
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Operationen:

CREATE : — PQUEUE;

INIT . PQUEUE — PQUEUE;
INSERT . PQUEUE x ELEM — PQUEUE;
DELETE . PQUEUE -{py} — PQUEUE;

MIN . PQUEUE -{py} — ELEM;

EMPTY . PQUEUE — {TRUE, FALSE}.
Axiome:

CREATE = Pos

EMPTY (CREATE) TRUE;
Vp € PQUEUE, Vx € ELEM:

INIT(p) = po;

EMPTY(INSERT(p, X)) = FALSE;

EMPTY(p) — MIN(INSERT(p, X)) = X;

EMPTY(p) — DELETE(INSERT(p, X)) = p;

NOT EMPTY(p) = IF x < MIN(p) THEN MIN(INSERT(p, X)) = X
ELSE MIN(INSERT(p, X)) = MIN(p):

NOT EMPTY(p) — IF x < MIN(p) THEN DELETE(INSERT(p , X)) = p

ELSE DELETE(INSERT(p, x)) = INSERT(DELETE(p),);

Wenn wir zur Implementierung dieses Abstrakten Datentyps Listen heranziehen, kén-
nen wir diese ungeordnet lassen oder bei jeder Einfigung die Sortierreihenfolge der
Prioritdten beachten. Bei Vorliegen einer Sortierreihenfolge ist die MIN-Bestimmung
sehr einfach: es wird immer das erste Element der Liste genommen. Das Einflgen ist
jedoch aufwendiger, da jedesmal im Mittel die Halfte der Liste durchsucht werden muf3.
Bei ungeordneten Listen ist das Einfligen sehr billig, der erhéhte Aufwand fallt dann
bei der MIN-Bestimmung und beim Ldschen an.

Sequentielle Listen taugen fur die Implementierung von Vorrangwarteschlangen
schlecht; in der Regel wird man gekettete Listen heranziehen. Man kénnte aber auch
spezielle Baumstrukturen zur Darstellung solcher Warteschlangen verwenden.

2.8 Listen auf externen Speichern

Bei der Organisation von Daten in zweistufigen Speichern (Hauptspeicher, Externspei-
cher) mussen die Daten erst in den Hauptspeicher (Zugriffszeit etwa 60 ns) gebracht
werden, bevor eine Vergleichs- und Verzweigungsoperation abgewickelt werden kann.
Der “lange Zugriffsweg” bei externen Datenbestanden ist in Bild 2.1 skizziert. Bei einer
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zweistufigen Speicherhierarchie verlauft der Zugriffsweg tiber Kanal und Steuereinheit
zur Magnetplatte. Bei der Suche auf der Magnetplatte fallen verschiedene Zeitanteile
an: zur Positionierung des Schreib-/Lesekopfes Uber dem richtigen Zylinder (Zugriffs-
bewegungszeit), zur Lokalisierung der gesuchten Daten in der Spur (Umdrehungswar-
tezeit) und fir ihren Transport zum Hauptspeicher (Ubertragungszeit). Der Datentrans-
port erfolgt gewdhnlich in Einheiten fester Lange, die als Blocke, Seiten oder physische
Séatze bezeichnet werden. Typische Blocklangen liegen zwischen 2 K und 8 K Bytes.
Die Zugriffszeit zum Aufsuchen und Ubertragen eines Blockes betragt bei heutigen
Magnetplattengeraten etwa 12 - 20 ms. Eine interne Operation ist also etwa um den
Faktor 2*10° schneller als ein externer Zugriff. Deshalb spielt die Nutzung von Refe-
renzlokalitat bei der Verarbeitung von Daten eine herausragende Rolle, um die Zu-
griffshaufigkeit auf externe Daten zu minimieren. Diese Lokalitat |&f3t sich durch selbst-
organisierende Listen und entsprechende Ersetzungsverfahren fur Daten, die sich be-
reits im Hauptspeicher befinden, erheblich steigern.

Betriebssystem

E/A-Puffer
Kanal
> Steuereinheit Benutzer
Hauptspeicher
Externspeicher
(z. B. Magnetplatten)
Bild 2.1: Zugriffswege bei einer zweistufigen Speicherhierarchie

Alle sequentiellen Organisationsformen sind zugeschnitten auf die fortlaufende Verar-
beitung aller Satze eines Satztyps und besitzen im allgemeinen grof3e Nachteile beim
wahlfreien Zugriff und beim Anderungsdienst.

Sequentielle Listen

Bei sequentiellen Listen - oft auch als SAM-Organisation (sequentiell access method)
bezeichnet - sind die Satze physisch benachbart in Seiten abgelegt. Dieses Struktu-
rierungsmerkmal gewahrleistet eine Cluster-Bildung der Satze in der sequentiellen Li-
ste, wodurch bei der sequentiellen Verarbeitung eine Minimierung des E/A-Aufwan-
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des erreicht wird. Die Satze der Listenstruktur kbnnen dabei nach einem eindeutigen
Schlussel (Priméarschlussel) sortiert (key sequenced) oder vollig ungeordnet (entry se-
guenced) sein, da beim Suchen physisch fortlaufende Vergleiche durchgefuhrt wer-
den. Bei n Satzen eines Satztyps und b Séatzen pro Seite ergeben sich im Mittel fur
das wahlfreie Aufsuchen eines Satzes n/(2*b) Seitenzugriffe. Im Falle einer Sortier-
ordnung bleibt das Einfligen von Satzen nur dann auf ein ertrdgliches Mal3 be-
schrankt, wenn Seiten durch Kettungstechniken beliebig zugeordnet und Split-Verfah-
ren angewendet werden konnen. Lediglich im Sonderfall der sortierten sequentiellen
Listen mit fortlaufend zugeordneten Seiten &3t sich das bin&dre Suchen als ein baum-
strukturiertes Vergleichsverfahren mit O(log,(n/b)) Seitenzugriffen einsetzen. Das
Einflgen eines Satzes erfordert dann jedoch im Durchschnitt das Verschieben von n/
2 Satzen oder Anderungen in n/(2*b) Seiten.

Gekettete Listen

In geketteten Listen sind alle Satze eines Satztyps - sortiert oder ungeordnet - durch
Zeiger miteinander verkettet. Das Einfugen von Satzen wird dadurch erleichtert, daf3
sie auf einen beliebigen freien Speicherplatz gespeichert werden kénnen. Da durch
die Struktur keinerlei Kontrolle Gber eine Cluster-Bildung ausgeibt wird, erfordert das
Aufsuchen eines Satzes durch logisch fortlaufenden Vergleich im Mittel n/2 Seitenzu-
griffe.

Bei den typischen Gré3enordnungen von n ergibt sich ganz abgesehen von den War-
tungskosten ein so hoher Aufwand fir den direkten Zugriff Gber einen eindeutigen
Schlissel, dalR solche Strukturen z. B. in einer Datenbankumgebung nur in Ausnah-
mefallen fir den Primérschlisselzugriff in Frage kommen.

Einsatz von Listen

Mit Listen lassen sich Satzmengen beliebiger Gro3e auf dem Externspeicher able-
gen. Wie eben diskutiert, existieren daflur zwei prinzipielle Organisationsmoglichkei-
ten: alle nach dem Verknupfungskriterium zusammengehérigen Satze kénnen in die
Verknupfungsstruktur eingebettet sein oder sie kdnnen ausgelagert und separat ge-
speichert werden. Da die Elemente der Verknipfungsstruktur ebenso physisch be-
nachbart oder durch Zeiger verkettet organisiert werden kénnen, ergeben sich vier
Grundformen der Strukturierung (Bild 2.2). Wir diskutieren hier diese Grundformen
vor allem hinsichtlich ihrer Unterstlitzung der inhaltsbezogenen Suche, also der Mog-
lichkeit, mit Hilfe von sogenannten Sekundéarschlisseln direkt auf die zugehoérigen
Satze des Datenbestandes zugreifen zu konnen (Zugriffspfade fir Sekundarschlis-
sel, Invertierung Uber Werte von Attributen).

Obwohl prinzipiell mdglich, ist Methode 1 - auch sequentielle Liste (LIST OF TUPLE)
genannt - als Implementierungstechnik fir Sekundarschliusselzugriff nicht gebrauch-
lich. Da in der Regel Zugriffspfade fur mehrere Sekundarschlussel eines Satztyps an-
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Eingebettete Verkntupfungsstruktur:
1. Physische Nachbarschaft der Satze

Satz 1 Satz 2 Satz 3

2. Verkettung der Satze

AR TR

Satz 1 z Satz 2 Z Satz 3 2

Ausgelagerte Verknipfungsstruktur:
3. Physische Nachbarschaft der Verweise (Zeiger)

Z|Z2\|Z
Satz 1 Satz 2 Satz 3

4. Verkettung der Verweise
7 Z\‘/_AZ Z/Z -

Satz 1 Satz 2 Satz 3

Bild 2.2:  Listentechniken - Konzepte zur Verknipfung von Satzmengen

zulegen sind, wirde ein hoher Grad an Speicherredundanz eingefiihrt werden, da die
Satze wegen des Verknupfungskriteriums “physische Nachbarschaft” fur jeden Se-
kundarschlissel separat gespeichert werden mifdten. Ggf. ware es denkbar, fur den
“wichtigsten” Sekundarschlissel eine solche Listenstruktur vorzusehen, weil dann
das Aufsuchen der zusammengehdrigen Satze wegen ihrer physischen Nachbar-
schaft besonders schnell erfolgen kann.

Methode 2 - auch als Kettungstechnik (CHAIN OF TUPLE) bekannt - legt bei jedem
invertierten Attribut pro Attributwert eine gekettete Liste (Kette) an. Sie vermeidet
zwar die Speicherredundanz, impliziert aber bei der Anfrageauswertung schwerwie-
gende Nachteile. Da die Satze in einer geketteten Liste nur satzweise nacheinander
aufgesucht werden kdénnen, &Rt sich bei Ergebnismengen fiir eine Anfrage der Satz-
zugriff nicht beschleunigen. Die vom Konzept her gegebene Mdglichkeit des paralle-
len und in der Reihenfolge optimierten Zugriffs ausschlief3lich auf die Treffermenge ei-
ner Anfrage wird durch die Kettenbildung verhindert. Weiterhin lassen sich die bei der
Auswertung von Anfragen mit mehreren Suchkriterien erforderlichen mengen-
algebraischen Operationen nur sehr umstéandlich realisieren. Bei disjunktiven Ver-
knupfungen (ODER) sind alle betroffenen Ketten zu verfolgen, wahrend bei konjunkti-
ven Verknupfungen (UND) aus Kostengriinden moglichst die kirzeste Kette zu be-
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stimmen und auszuwerten ist. Im allgemeinen Fall missen dabei auch Satze, die sich
nicht fir die Anfrage qualifizieren, aufgesucht werden. Aus diesen Griinden findet die
Kettungstechnik in der Praxis fur sekundare Zugriffspfade kaum Anwendung.

Methode 3 - auch sequentielle Verweisliste (LIST OF POINTER) genannt - ist zuge-
schnitten auf die Auswertung von Anfragen mit mehreren Suchkriterien. Durch die se-
parate Speicherung der Satzverweise (Zeigerliste, Bitliste) lassen sich mengenalge-
braische Operationen sehr effizient und ausschlief3lich auf diesen Strukturdaten aus-
fuhren. Nach Ableitung der Trefferliste kdnnen - durch Nutzung von Parallelitat, Rei-
henfolge u. a. - beliebige Verfahren zur Optimierung des Zugriffs auf die qualifizierten
Satze eingesetzt werden. Aus diesen Griinden verkorpert Methode 3 das Standard-
verfahren fur sekundére Zugriffspfade.

Methode 4 - gekettete Verweisliste (CHAIN OF POINTER) genannt - weist zwar die
hdchsten Freiheitsgrade auf, die aber in den typischen Anwendungen nicht ausge-
nutzt werden. Neben den hdchsten Speicherplatzkosten erfordert sie die hochsten
Zugriffskosten, so dal} sich ihr Einsatz auch aus 6konomischen Grinden verbietet.

2.9 Bitlisten

Bitlisten kdnnen als eine spezielle Implementierung von Verweislisten angesehen wer-
den. Neben einer Speicherplatzeinsparung - bei diinn besetzten Bitlisten durch Kom-
primierungstechniken - |aRt sich dadurch auch bei der Suche nach mehreren Suchkri-
terien eine Beschleunigung der mengenalgebraischen Operationen bei der Verknup-
fung der zugehdrigen Bitlisten erzielen.

Der Grundgedanke dieser Invertierungstechnik besteht darin, die Bitpositionen einer
linearen Bitfolge eindeutig den Satzen zuzuordnen. Dieses lal3t sich immer durch eine
sogenannte Zuordnungstabelle erreichen; in Sonderféllen kann die Zuordnung auch
algorithmisch erfolgen - beispielsweise durch die Berechnung der Nummer oder
Adresse des Satzes aus der Bitposition. Wenn ein Attribut invertiert und somit zu ei-
nem Sekundarschlissel werden soll, wird fur jedes seiner Attributwerte (Sekundéar-
schlisselwert) eine Bitliste angelegt, in der die Positionen markiert sind (1-Bit), deren
zugeordneter Satz den Wert des Sekundarschliissels besitzt. Die einfachste Form der
Implementierung erhalt man durch die Bitmatrix fester Lange (Bit-Pattern-Matrix), bei
der die Zeilen den Sekundarschlisselwerten und die Spalten den Satzen entsprechen.
Im Prinzip hat eine Bitmatrix fur ein Attribut A; mit j verschiedenen Attributwerten a;q,

..., &j folgendes Aussehen:
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Satznummern
123... N

Attributwerte
aj1 0100100...

a, | 1000001

a; | 0001010

Bild 2.3: Prinzipielle Darstellung einer Bitliste

Beim Zugriff ber ein einfaches Suchkriterium (A;=g;) lassen sich in der betreffenden

Bitliste die zugehdrigen Markierungen und daraus die Adressen der qualifizierten Sat-
ze direkt ermitteln. Sollen Satze nach mehreren Suchkriterien - beispielsweise ((Ai=a;)

AND (A =ayn) OR (A=ayy)) - aufgesucht werden, so sind zunéchst die betreffenden

Bitlisten mit Hilfe der mengenalgebraischen Operationen AND und OR zu verkntpfen,
was bei der vorliegenden Darstellungsform sehr effizient erfolgen kann. Die resultie-
rende Bitliste enthélt dann unmittelbar die Markierungen aller qualifizierten Satze (Tref-
fer), deren Adressen wie im Fall des Zugriffs tUber ein einfaches Suchkriterium be-
stimmt werden konnen.

Der Speicherplatzbedarf fur die Bitmatrix ist im allgemeinen relativ hoch, da in jeder
Bitliste jeweils Bitpositionen fur alle Satze vorgesehen sein missen. Zur Speicherung
einer solchen Bitmatrix bendtigt man deshalb N*j Bits. Wenn in jedem Satz pro Attribut
ein Attributwert vorkommt, sind insgesamt N Bitpositionen markiert (Markierung = ge-
setztes Bit). Es ergibt sich also ein Speicherplatzbedarf pro Markierung von | Bits
(Sm=i)- Lediglich bei niedriger Selektivitat der Schlisselwerte (relativ wenige Attribut-

werte pro Attribut) ist eine Bitliste dicht besetzt, so daf3 sich als Sy, glinstige Werte er-
geben. Wenn man den Speicherplatzbedarf Sy, mit dem fir die direkte Darstellung von

Verweisen (typischerweise 4, 6 oder 8 Bytes) vergleicht, wird klar, daf3 sich die Inver-
tierung mit Hilfe der Bitmatrix nur fur kleine Werte von j lohnt. In diesen Fallen ist jedoch
eine Invertierung zumindest bei einem Suchkriterium von geringerem Wert, da bei gro-
Ren Treffermengen (> 1%) meist ein sequentielles Aufsuchen aller Satze einen kleine-
ren Zugriffsaufwand verursacht.

Der Zwang, auch die Nicht-Anwesenheit eines Wertes darzustellen, flhrt bei groReren
j oft zu langen Nullfolgen in einer Bitliste, d. h., sie ist dinn besetzt. In vielen Anwen-
dungsfallen trifft dies fur invertierte Attribute zu, da diese in der Regel eine relativ hohe
Selektivitat besitzen. Zur Speicherplatzminimierung lassen sich in solchen Fallen wirk-
same Komprimierungstechniken einsetzen. Bei dieser Vorgehensweise stehen jedoch
dem Speicherplatzgewinn und der damit verbundenen reduzierten Ubertragungszeit
der Bitliste vom/zum Externspeicher auch zuséatzliche Kosten gegeniber. So sind die
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Bitlisten bei ihrem Aufbau und nach jeder Aktualisierung zu komprimieren und vor der
Durchfiihrung einer Operation - Suche, Aktualisierung oder mengenalgebraische Ver-
knlpfung - zu dekomprimieren.

In der Literatur gibt es eine Fulle von Vorschlagen und Untersuchungen zur Reduzie-
rung der Redundanz bei der Darstellung von Bitfolgen. Die entwickelten Komprimie-
rungstechniken besitzen neben ihrer Anwendung als Codierungsmethoden fiir die Ab-
bildung von Zugriffspfaden eine grof3e Bedeutung in vielen Gebieten der Informatik;
beispielsweise lassen sie sich in der graphischen Datenverarbeitung zur Darstellung
von diinn besetzten Matrizen, von Bildinhalten, von Landkarten in geographischen Da-
tenbanken usw. wirkungsvoll einsetzen. Die wichtigsten Ansatze sollen deshalb hier
an einem einheitlichen Beispiel dargestellt werden.

Wir richten uns dabei nach folgender in der Literatur eingefihrten Klassifikation.
Laufkomprimierung (run length compression):

Ein ,Lauf‘ oder ein ,Run” ist eine Bitfolge gleichartig gesetzter Bits. Bei der Laufkom-
primierung wird die unkomprimierte Bitliste in aneinanderhéangende, alternierende
Null- und Einsfolgen aufgeteilt. Die Komprimierungstechnik besteht nun darin, jeden
.Lauf* durch seine Lange in einer Codierfolge darzustellen. Eine Codierfolge kann sich
aus mehreren Codiereinheiten fester Lange (k Bits) zusammensetzen. Aus implemen-
tierungstechnischen Griinden wird k meist als ein Vielfaches der Byte-Lange 8 ge-

wahlt. Falls eine Lauflange grof3er als (2k-1) Bits ist, wird zu ihrer Abbildung als Codier-
folge mehr als eine Codiereinheit bentigt. Dabei gilt allgemein fur die Komprimierung
einer Bitfolge der Lange L mit

(n-1) = (2%1) < L < n=* (2K-1), n=1,2,...,

daR’ n Codiereinheiten erforderlich sind, wobei die ersten n-1 Codiereinheiten voll mit
Nullen (siehe nachfolgenden Codierungsvorschlag) belegt sind. Durch dieses Merk-
mal kann die Zugehorigkeit aufeinanderfolgender Codiereinheiten zu einer Codierfolge
erkannt werden. Die Uberprifung jeder Codiereinheit auf vollstandige Nullbelegung ist
bei der Dekomprimierung zwar aufwendiger; die Einfuhrung dieser impliziten Kenn-
zeichnung der Fortsetzung einer Folge verhindert aber, dal3 das Verfahren bei Folgen

der Lange > 2K scheitert. Ein Beispiel soll diese Technik verdeutlichen (k=6):

Lauflange Codierung
1 000001
2 000010
63 111111
64 000000 000001
65 000000 000010
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Zur Darstellung der Wirkungsweise dieser Laufkomprimierung nehmen wir an, dal in
der unkomprimierten Bitliste die Bitpositionen 15, 16, 47, 92, 94, 159 und 210 auf 1 ge-
setzt sind. Zur Kennzeichnung des Beginns, ob mit einer Null- oder einer Einsfolge ge-
startet wird, ist ein zusétzliches Bit erforderlich. Bei Codiereinheiten von k = 6 Bits er-
gibt sich folgende komprimierte Bitliste:

B 001110{000010({011110d 000001} 101100 000001 000001 000001 000000 000001 000001110010|000001

Dieses Beispiel macht deutlich, daf3 die Laufkomprimierung bei der Zugriffspfaddar-
stellung wegen der typischerweise dinnen Besetzung der Bitliste mit Einsen relativ
speicheraufwendig ist. Ihre Modifikation zur sogenannten Nullfolgenkomprimierung er-
scheint daher angebracht.

Nullfolgenkomprimierung

Eine Nullfolge ist eine Folge von 0-Bits zwischen zwei 1-Bits in der unkomprimierten
Bitliste. Der Grundgedanke dieser Technik ist es, die Bitliste nur durch aufeinanderfol-
gende Nullfolgen darzustellen, wobei jeweils ein 1-Bit implizit ausgedrtckt wird. Da
jetzt auch die Ladnge L=0 einer Nullfolge auftreten kann, ist folgende Codierung zu wéh-

len (k=6), was einer Addition von Binarzahlen < oK1 entspricht:

Nullfolgenlénge Codierung
0 000000
1 000001
62 111110
63 111111 000000
64 111111 000001

Durch die Méglichkeit, eine Codierfolge wiederum additiv durch mehrere Codiereinhei-
ten zusammenzusetzen, lassen sich beliebig lange Nullfolgen darstellen. Es sind n Co-
diereinheiten erforderlich, wenn gilt:

(n-1) = (2K-1) < L < n= (21), n=1,2,...

Unser Vergleichsbeispiel lafit sich jetzt folgendermalRen komprimieren:

001110 | 000000 | 011110 | 101100 | 000001 | 111111 | 000001 | 110010

Dieses auf Codiereinheiten fester Lange basierende Verfahren besitzt den Nachteil,
daR3 sehr lange Nullfolgen in Abhangigkeit von Parameter k durch mehrere Codierein-
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heiten nachgebildet werden mussen. Die Wahl eines kleinen Wertes fur k fuhrt in die-
sem Fall zu einer wenig effizienten Komprimierung; ein groRes k dagegen verringert
den Speicherplatzgewinn bei kurzen Nullfolgen und wirkt sich bei Einsfolgen beson-
ders gravierend aus. Durch Einfuhrung von Codiereinheiten variabler Lange kann die-
sem unerwunschten Verhalten entgegengewirkt werden.

Eine Moglichkeit liegt in der Nullfolgenkomprimierung durch variabel lange Codierein-
heiten, bei denen die Lange jeder als Binarzahl codierten Nullfolge oder Nullteilfolge in
einem zusatzlichen Langenfeld fester Ladnge 1 gespeichert ist. Damit erlaubt das Ver-

fahren die Komprimierung von Nullfolgen der Lange < 2(2|'1)-1 durch eine Codierein-
heit. Durch Konkatenation von (variabel langen) Codiereinheiten |13t sich eine beliebig
lange Nullfolge durch eine Codierfolge ausdriicken. Dabei kann folgendermalien ver-
fahren werden:

Nullfolgenlange Codierung
0 000
1 0011
126 111 1111110
127 111 1111111 000
128 111 1111111 0011

Fur die Anzahl der Codiereinheiten zur Darstellung einer Nullfolge der Lange L sind n
Codiereinheiten erforderlich mit

| |
(n-1) - 2@D-1) <L < n-(2@D .1, n=1,2,...
wobei die ersten n-1 Codiereinheiten jeweils ihren héchsten Wert annehmen.

Mit | = 3 laf3t sich unser Anwendungsbeispiel wie folgt komprimieren:

| 100 [1110] 000| 101 |11110] 120[101100 001 | 1 | 111 |2000000] 110 110010

Léngenfeld

Diese Art der Codierung laR3t sich noch etwas weiter optimieren. Bei Nullteilfolgen der
Lange = 1 ist das linke Randbit der Bindrzahl immer gesetzt; folglich kann es implizit
ausgedruckt werden:

100|110{000|{101|1110|110|01100{001|111|000000|110|10010
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Eine andere Art der Nullfolgenkomprimierung durch variabel lange Codierfolgen ist un-
ter dem Namen Golomb-Code bekannt (Bild 2.4). Eine Nullfolge der Lange L wird

Nullfolge

A
s N

... 01 0000 0000 0000 0000 OOO10...

S S S5
WL
\11110{5.}‘]?

S

N

Préafix Restfeld
Separator

Bild 2.4: Schema der Golomb-Codierung

durch eine Codierfolge bestehend aus einem variabel langen Prafix, einem Separator-
bit und einem Restfeld fester Lange mit [log2m | Bits dargestellt. Der Préfix setzt sich
aus | L/m] 1-Bits gefolgt von einem 0-Bit als Separator zusammen. Das Restfeld be-
schreibt als Binarzahl die Anzahl der restlichen 0-Bits der Nullfolge: L - m*_L/m. Die-
ses Verfahren besitzt den Vorteil, unabhangig von der Wahl der Parameter die Kom-
primierung beliebig langer Nullfolgen zu gestatten. Wenn p die 0-Bit-Wahrscheinlich-

keit in der Bitliste ist, sollte der Parameter m so gewahlt werden, daR p™ = 0.5 ist. Die
Komprimierung wird bei diesem Verfahren folgendermalf3en durchgefihrt (m=4):

Auf unser Anwendungsbeispiel bezogen ergibt der Golomb-Code folgende kompri-
mierte Bitliste (m=4):

111010{000] 1111111010 [001]1111111111111111000111111111111010

Der Golomb-Code zeigt gute Komprimierungseigenschaften bei zufalliger Verteilung
der Markierungen; bei Clusterbildung ist er jedoch nicht mehr anndhernd optimal. Sei-
ne Modifizierung mit der Idee der Mehr-Modus-Komprimierung fiihrt in diesen Fallen
zu Verbesserungen.

Eine andere Mdoglichkeit, das ‘worst-case’-Verhalten des Golomb-Codes (bei Cluster-
bildung) zu verbessern, stellt die sogenannte exponentielle Golomb-Komprimierung
dar (Ex-Golomb) (Bild 2.5). Dieses Verfahren komprimiert in jeder Nullfolge aufeinan-

derfolgende Teilfolgen mit 2%, 2k+1 2k*2 0-Bits jeweils durch ein 1-Bit. Der Rest der
Nullfolge wird durch ein Separator-Bit getrennt als Binarzahl in einem variabel langen

Restfeld dargestellt. Wenn die letzte Teilfolge 25*' 0-Bits umfaRt, sind k+i+1 Bits er-
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forderlich, um den Rest der Nullfolge zu codieren. Die exponentielle Golomb-Kompri-
mierung wird folgendermaf3en durchgefihrt (k=1):
Nullfolge
DN
- N
.. 01 00 0000 00000000 00000 10. . .
\_Y_)
1110,0101

\_Y_/
7 AN

Prafix Restfeld ( k+2+1 Bits)
Separator

Bild 2.5: Schema der Ex-Golomb-Codierung

Der Vorteil dieses Verfahrens liegt darin, daf3 es sowohl kurze als auch lange Nullfol-
gen effizient komprimiert, da die dazu eingesetzten Nullteilfolgen exponentiell wach-
sen. Das Verfahren ist nicht sehr sensitiv in Bezug auf den Parameter k. In der Literatur

wird empfohlen, ihn bei bekanntem p so zu wahlen, dal3 p2k = 0.5 ergibt.

Die Ex-Golomb-Komprimierung ergibt fur unser Anwendungsbeispiel folgenden
Bitstring (k=1):

11100000 00 [1111000000]1111001110] 01 [111110000010|1111010100]

Mehr-Modus-Komprimierung (multi-mode compression)

Eine weitere Moglichkeit, Bitlisten zu verdichten, besteht darin, ein oder zwei Bits der
Codierfolge fester Lange k als sogenannte Kennbits zu reservieren, um verschiedene
Modi der Codierfolge zu kennzeichnen. Mit einem Kennbit lassen sich folgende zwei
Modi unterscheiden:

1. k-1 Bits der Folge werden als ,Bitmuster” tlbernommen;
0: < 211 Bits werden als Nullfolge durch eine Binarzahl ausgedriickt.

Bei Codierfolgen von k = 6 Bits und einem Kennbit ergibt sich folgende Beispielkom-
primierung:

ojo1110/1]11000]0[11011]110000[0[111110]01001]1[1010d 0[21111]0[11112] 110000 0f11110 01114110000

Nullfolge Bitmuster
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Bei dieser Art der Codierung erweist es sich als nachteilig, daf’ wegen der Beschran-
kung von k eine Nullfolge oft durch mehrere aufeinanderfolgende Codierfolgen kom-
primiert werden muf3. Weiterhin ist fur freistehende Einsen in der Bitliste eine Codier-
folge zu ,opfern®, um sie als Bitmuster ausdriicken zu kénnen. Durch Reservierung ei-
nes weiteren Kennbits sind diese Defekte zu beheben. Ggf. besteht zusatzlich die
Madglichkeit, lange Einsfolgen als Binarzahl verdichtet zu speichern. Mit zwei Kennbits
lassen sich beispielsweise folgende vier Modi unterscheiden:

11: k-2 Bits der Folge werden als Bitmuster tlbernommen;
10: < 2k2 .1 Bits werden als Einsfolge durch eine Binarzahl codiert;
01: < 2K2 _1 Bits werden als Nullfolge durch eine Binarzahl codiert;

00: < 22K2 _1 Bits werden in einer verdoppelten Codierfolge als Nullfolge
durch eine Binarzahl ausgedruckt.

Durch die Einfihrung der verdoppelten Codierfolge a3t sich bei einer geeigneten Wahl
von k praktisch jede Nullfolge auf einmal codieren. Aus diesem Grund kann die zusatz-
liche Regel eingefuihrt werden, dafl3 zwischen zwei aufeinanderfolgenden codierten
Nullfolgen immer eine implizite Eins angenommen wird. Daraus resultiert folgende Bei-
spielkomprimierung:

l01]1110[11]1100|00] 0000011100 |00| 0000101100 |11|1010]00] 0000111111 00| 0000110010

Trotz des hoheren Verwaltungsanteils ergibt sich eine wesentllich bessere Verdich-
tung. Mit einer Wahl von k = 16 laf3t sich ein durchschnittlicher Speicherplatzbedarf pro
Markierung Sy, von weniger als 2 Bytes erzielen. Bei Auftreten von langen Einsfolgen
Ist es moglich, ein

Sy << 1 Bit
zu erreichen.

Blockkomprimierung (block compression)

Bei dieser Klasse von Verfahren wird die unkomprimierte Bitliste in Bl6cke der Lange
k eingeteilt. Eine erste Technik besteht darin, die einzelnen Blécke durch einen Code
variabler Lange zu ersetzen. Wenn die Wahrscheinlichkeit des Auftretens von Markie-
rungen bekannt ist oder abgeschéatzt werden kann, 1&3t sich ein sogenannter Huffman-

Code anwenden. Bei einer Blocklange k gibt es 2K verschiedene Belegungen, fiir die

in Abhéngigkeit der Wahrscheinlichkeit ihres Auftretens 2K Codeworte variabler Lange
zu konstruieren sind. Komprimierung und Dekomprimierung sind bei dieser Technik
recht aufwendig, da mit Hilfe einer Umsetztabelle jeder Block durch sein Codewort und
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umgekehrt zu ersetzen ist. Aus Aufwandsgrtinden verzichten wir deshalb auf die Kom-
primierung unseres Anwendungsbeispiels durch einen Huffman-Code. Wegen des ge-
forderten Vorauswissens, des inharenten Rechenaufwandes und der Notwendigkeit,
Blocklange/Huffman-Code an die jeweilige Markungsdichte (Selektivitat eines Attribu-
tes) einer Bitliste anpassen zu mussen, um einen optimalen Komprimierungsgewinn
zu erzielen, erscheint der Einsatz dieses Verfahrens in Datenbanksystemen als zu auf-
wendig.

Bei einer zweiten Technik werden nur solche Blocke gespeichert, in denen ein oder
mehrere Bits gesetzt sind. Zur Kennzeichnung der weggelassenen Blocke wird eine
zweite Bitliste als Directory verwaltet, in der jede Markierung einem gespeicherten
Block entspricht: Diese Art der Blockkomprimierung ergibt fir unser Anwendungsbei-
spiel mit k = 6 folgendes Ergebnis:

‘ 00100001000000010000000000100000001 “001100‘000010 IOlOlOO |001000‘ 000001‘

Directory Bitliste mit Blocken, die Markierungen enthalten

Da im Directory wiederum lange Nullfolgen auftreten kdnnen, laf3t es sich vorteilhaft
mit Methoden der Nullfolgen- oder Mehr-Modus-Komprimierung verdichten.

Die Idee, auf das Directory wiederum eine Blockkomprimierung anzuwenden, fuhrt auf
die hierarchische Blockkomprimierung. Sie &3t sich rekursiv solange fortsetzen, bis
sich die Eliminierung von Nullfolgen nicht mehr lohnt. Ausgehend von der obersten
Hierarchiestufe h kann die unkomprimierte Bitliste leicht rekonstruiert werden. Mit glei-
chen Blockgrof3en k = 6 auf allen Hierarchieebenen flihrt unser Beispiel auf die im Bild
2.6 gezeigte Darstellung:

111011
001000 010000 000100 001000 000010
001100 000010 010100 001000 000001

Bild 2.6: Bitlistendarstellung bei hierarchischer Blockkomprimierung

Bei der hierarchischen Blockkomprimierung sollten die Werte fir k relativ klein gewahlt
werden. Fur k = 3 erhalt man nach einem deterministischen Modell einer Bitliste mit
aquidistanten Abstanden der Markierungen einen minimalen Speicherplatzbedarf. Der
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Parameter h hangt von der Selektivitat des Attributs ab. Die sogenannte QUADTREE-
Kompression resultiert aus der Wahl von k = 4 .

Methoden der Blockkomprimierung mit Ausnahme des Huffman-Codes erscheinen fur
die praktische Anwendung deshalb gut geeignet, weil sie die Teile der Bitliste, die Mar-
kierungen enthalten, in ihrer urspringlichen Form speichern und somit eine schnelle
Rekonstruktion der unkomprimierten Bitliste gestatten. Die Frage nach dem besten
Komprimierungsverfahren ist jedoch schwierig zu beantworten.
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3. Elementare Sortierverfahren

In der Praxis werden erhebliche Rechnerressourcen eingesetzt, um eine vorgegebene
Datenmenge in eine bestimmte Reihenfolge zu bringen. Es gibt Untersuchungen von
Rechnerherstellern und -anwendern, die belegen, daf? oft tber 25% der Rechenzeit flr
Sortiervorgange eingesetzt wird. Ihr Nutzen in externen und internen Arbeitsablaufen
ist vielfaltig. Beispielsweise vereinfacht sich die Bearbeitung einer in alphabetischer
Reihenfolge ausgegebenen Liste von Namen oder Satzen fur den Benutzer wesent-
lich. Auch die rechnerinterne Verarbeitung von Daten wird durch eine Sortierreihenfol-
ge stark beeinfluf3t, wie man am Beispiel des Suchens in einer Liste leicht sehen kann.

Das Sortierproblem stellt sich wie folgt dar: Gegeben ist eine Folge von Séatzen (oder
Elementen) S4, ... S;,, wobei jeder Satz S; einen Schlussel K; besitzt. Gesucht ist eine
Permutation © der Zahlen von 1 bis n, so dal? die Satze gemal © umgeordnet werden
konnen und sich dadurch eine aufsteigende Schlisselreihenfolge ergibt:

K <K .<K

n(1) SKn2) = S Ken)

Wegen der herausragenden praktischen Bedeutung des Sortierproblems wurden be-
sonders in den sechziger Jahren viele Anstrengungen unternommen, maoglichst effizi-
ente Sortieralgorithmen zu entwickeln. Obwohl seither eine kaum zu Uberschauende
Flut an wissenschaftlichen Veroéffentlichungen Uber Sortierverfahren und ihre Lei-
stungsfahigkeit entstanden ist, gibt es immer noch in diesem Zusammenhang Frage-
stellungen, die ungeldst sind.

Sortierverfahren werden Ublicherweise eingeteilt in interne und externe Verfahren.
Beim internen Sortieren wird angenommen, daf3 die Menge der zu sortierenden Satze
vollstandig im Hauptspeicher Platz findet und wéhrend des Sortierens nicht auf externe
Speicher ausgelagert werden muf3. Externe Sortierverfahren dagegen werden einge-
setzt, wenn sich mit einer einmaligen Ausfuihrung eines internen Sortierverfahrens die
gewtnschte Sortierreihenfolge des gesamten Datenbestandes nicht erreichen laft.
Dann sind mehrere Partitionen des Datenbestandes zu bilden, die nach interner Sor-
tierung auf einem externen Speichermedium zwischengespeichert werden, bevor die
in sich sortierten Datenpartitionen (Runs) zu einem sortierten Datenbestand zusam-
mengemischt werden. Dazu ist wiederum die ein- oder mehrmalige Ein-/Ausgabe der
Daten von Externspeicher zum Hauptspeicher erforderlich.

In diesem Kapitel betrachten wir zunachst nur solche internen Sortierverfahren, die
auch als einfache oder elementare Verfahren bezeichnet werden. Ihre Zeitkomplexitat
liegt generell in O(nz) oder ist polynomial-zeitbeschrankt mit a<2; spater werden dann
komplexere Verfahren zum internen Sortieren eingefihrt, die sich durch eine asympto-
tische Zeitkomplexitat von O(n log n) auszeichnen.
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Zur Analyse der verschiedenen Sortierverfahren ziehen wir als Kostenmal3e die An-
zahl der Schlisselvergleiche C und die Anzahl der Satzbewegungen M heran. Andere
Kosten wie einfache Zuweisungen werden nicht berticksichtigt. Die zu sortierende Li-
ste und die Hilfsgré3en seien beispielsweise wie folgt definiert:

TYPE SatzTyp= RECORD
Key: CARDINAL,
Info: InfoTyp
END;

VAR L: ARRAY [1..n] OF SatzTyp;
Temp : Satztyp;

3.1 Sortieren durch Auswahlen (Straight Selection)

Eine zunachst unsortierte Liste der Lange n wird wiederholt durchlaufen. Die Grund-
operation beim (direkten) Auswéhlen besteht darin, das kleinste Element aus dem un-
sortierten Teil der Liste zu ermitteln und dieses dann mit dem ersten Element des un-
sortierten Listenteils zu vertauschen. Nach Durchfuhrung dieser Grundoperation ver-
ringert sich die Lange der zu sortierenden Liste um 1. Das Verfahren stoppt, wenn die
gesamte Liste sortiert ist.

Das Sortieren durch Auswahlen laf3t sich folgendermal3en veranschaulichen:
1 2 3 4 5 6 7

‘27‘75‘99‘3‘45‘12‘87‘

| ]
‘é|75‘99‘27‘45‘12‘87‘

‘3‘12'99‘27‘45‘75‘87‘

‘3‘12‘27'99‘45‘75‘87‘

‘3‘12‘27‘45'99‘75‘87‘

‘3‘12‘27‘45‘75'99‘87‘

‘3‘12‘27‘45‘75‘87‘99‘

Das Kernstiick des zugehdrigen Algorithmus kann folgendermal3en skizziert werden:
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FORi:=1TOn-1DO
min = i;
FOR|j:=i+1 TOn DO
IF  L[j].Key < L[min].Key THEN
min :=j
END
END;
Swap (L[i], L[min]); (+ Vertauschen der beiden Elemente «)
END;

Ist i = min, so mufite nicht vertauscht werden. Die zusétzliche Abfrage wiirde aber das
Programm eher langsamer machen, wenn man annimmt, dafl3 dieser Fall recht selten
auftritt.

Die Aufwandsabschétzung ist hier sehr einfach. Der Aufwand ist nicht vom Inhalt der
Liste abhangig; deshalb wird die Restliste immer bis zum Ende durchsucht.
Als Anzahl der Schlisselvergleiche ergibt sich
n-1
Crrin(M = Crugn(M = ¥ (n=i) = n- 02 = o(n?)
i=1

Die Anzahl der Satzbewegungen (durch Swap) ist bei diesem Algorithmus ebenfalls
unabhéngig von der Ausgangsanordnung:

Mpin(M = Mo, (n) = Mavg(n) =3-(n=-1)

3.2 Sortieren durch Einflugen

Beim Sortieren durch Einfligen werden die n zu sortierenden Elemente der Reihe nach
betrachtet und jeweils in die bereits sortierte Teilliste, die anfangs nur aus dem ersten
Element besteht, an der richtigen Position eingeftigt. Dabei missen alle Elemente der
sortierten Teilliste mit héherem Schllisselwert verschoben werden. Das folgende Ab-
laufschema verdeutlicht diese Vorgehensweise:
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’27'75‘99‘3‘45‘12‘87‘

]27‘75'99\3 ‘45‘12‘87‘

‘27‘75‘99'3‘45‘12'87‘

‘3‘27‘75‘99'45‘12‘87‘

‘3‘27‘45‘75‘99'12‘87‘

|3 [12]27 |45 [ 75| 99 ] 87|

|3 |12]27 |45 [75 |87 | 99|

Die Verschiebung der Elemente in der bereits sortierten Teilliste &3t sich in einfacher
Weise mit der Suche nach der Einflgeposition kombinieren. Dabei durchlauft man die
sortierte Teilliste rickwarts und verschiebt, solange erforderlich, die aufgesuchten Ele-
mente. Es wird vorausgesetzt, daf sich zusatzlich ein Wachter in L[0] befindet.

FORi:=2TOnDO

ji=1; (+ L[i] an der richtigen Position einfligen *)
Temp = L]i];
WHILE L[j-1].Key > Temp.Key DO
L[j] := L[j-1]; (* nach rechts verschieben =)
=1
END;
L[j] := Temp;

END;

Bei der Aufwandsabschéatzung sind die verschiedenen Falle gesondert zu betrachten.
Der beste Fall ergibt sich, wenn die Liste bereits sortiert ist. Pro Durchlauf fallen dann
ein Vergleich und zwei Satzbewegungen an. Der schlechteste Fall tritt offensichtlich
dann ein, wenn pro Durchlauf i Schltsselvergleiche und i+1 Satzbewegungen erfol-
gen. Ein solcher Sortierablauf wird von einer absteigend sortierten Liste erzwungen.

n
Crin(M = N=1;  Cpo () = ¥ (i-1) = %(n2+n)
i=2

n
Mmin(n) = 2(n-1) ; Mpax(M) = z (i+1) = %‘(n2+3n)—2
i=2
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Zur Bestimmung des durchschnittlichen Aufwandes kann man annehmen, daf das
einzufiigende Element i in der Mitte der bereits sortierten Teilliste von 1 bis i-1 fallt.
Dann verursacht jede Einfuigung (i-1)/2 Satzbewegungen und (i-1)/2+1 Vergleiche.
Mavg(n) und Cavg(n) sind somit O(n“).

Da die Teilliste, in die das jeweilige Element einzuflgen ist, sortiert ist, kann man ver-
suchen, den obigen Algorithmus zu verbessern. Die Einfligeposition kbnnte durch bi-
nares Suchen ermittelt werden, was den Vergleichsaufwand auf log,i reduziert. Die
Anzahl der Satzbewegungen bleibt jedoch von dieser Malinahme unberthrt.

3.3 Sortieren durch Vertauschen (Bubblesort)

Die Grundoperation beim Bubblesort besteht im Vertauschen jeweils benachbarter
Elemente der Liste. Der Sortiervorgang startet am Listenanfang und bewegt durch suk-
zessives Vertauschen von Satzpaaren, deren Schlissel sich nicht in Sortierreihenfol-
ge befinden, Satze mit héheren Schliisseln zum Listenende hin. Nach dem ersten
Durchgang befindet sich das hochste Element an Position n; im zweiten Durchgang
wird die Position n-1 mit dem zweithdchsten Element belegt usw. Die einzelnen Sor-
tierdurchlaufe lassen sich an unserem Beispiel illustrieren:

’27‘75‘99‘3‘45‘12‘87‘

]27\75\ 3\45\12\87'99\

‘27‘3‘45‘12‘75'87‘99‘

‘3‘27‘12‘45'75‘87‘99‘

‘3‘12‘27'45‘75‘87‘99‘

|3 1227|4575 99 | 87|

Wenn in einem Durchgang keine Vertauschung mehr festgestellt wird, befinden sich
alle Elemente in der richtigen Reihenfolge, d.h., sie sind sortiert.

Folgende Programmskizze charakterisiert den Bubblesort:
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i=n;
sorted := FALSE;
WHILE (i > 0) AND NOT sorted DO
sorted := TRUE;
FORj:=1TOi-1 DO
IF L[j].Key > L[j+1].Key THEN
Swap (L[j], L[j+1]; (+ Vertauschen benachbarter Elemente )
sorted := FALSE
END;

Die Analyse des Aufwandes im besten und im schlechtesten Fall I&f3t sich recht ein-
fach durchfuhren. Ist der Datenbestand bereits sortiert, wird die FOR-Schleife genau
einmal durchlaufen. Dabei werden keine Satzbewegungen ausgefuhrt. Also sind

(n) =n-1 und (n) = 0.

Cmin Mmin
Bei absteigend sortierten Elementen stellt sich fir den Bubblesort der worst case ein.
In diesem Fall riickt das Element mit dem kleinsten Schliisselwert bei jedem Durchlauf
um eine Position nach vorn, und es dauert n Durchlaufe, bis es an der richtigen Posi-
tion angelangt ist. Beim i-ten Durchlauf sind (n-i) Vertauschungen, also 3(n-i) Satzbe-

wegungen erforderlich. Deshalb ergeben sich

n-1

Cray(M) = g(n—l) und Mpax(M = 3 3(n—i) = gn(n—l)
i=1

Auch im durchschnittlichen Fall bleibt der Bubblesort in O(nz). Obwohl der Bubblesort
recht “populdr” zu sein scheint, ist er nach dieser Analyse ein schlechtes elementares
Sortierverfahren. Selbst bei fast sortierten Datenbestanden benotigt er n-1 Durchlaufe,
um das minimale Element von der Position n auf die erste Position der Liste zu schaf-
fen. Diese Schwache hat man in einer Variante namens Shakersort (Bi-directional
Bubblesort), in der die “Blasen” bei jedem Durchgang ihre Laufrichtung wechseln, aus-
zugleichen versucht.
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3.4 Shellsort

Beim Sortieren durch Einfigen muf3te ein Element wiederholt um eine Position nach
rechts verschoben werden, bis es seine endgultige Position erreicht. Diese aufwendi-
ge Vorgehensweise soll dadurch verbessert werden, dal3 durch Verschieben von Ele-
menten - allerdings in grél3eren Abstanden - ein Element schneller seinen richtigen
Platz in der sortierten Liste findet.

D.L. Shell hat folgende Verfeinerung des Sortierens durch direktes Einfligen vorge-
schlagen. Es wird eine Folge positiv ganzzahliger Schrittweiten hy, h,,...,h; gewabhlt,
wobei die h;, i=1, ..., t, abnehmend und hi=1 sein mussen. Alle Elemente, die im Ab-
stand h; voneinander auftreten, werden zusammen als h;-Folge aufgefaf3t und getrennt
mit Hilfe des direkten Einfiigens sortiert. Im ersten Durchgang wird die Schrittweite h
angewendet; als Ergebnis erhalten wir eine Menge sortierter h,-Folgen. Der i-te Durch-
gang erzeugt dann sortierte hi-Folgen und schlief3lich der t-te Durchgang eine sortierte
1-Folge, also eine sortierte Gesamtfolge. Wegen dieser Ablaufcharakteristik wird der
Shellsort auch als Sortieren durch Einfigen mit abnehmenden Schrittweiten bezeich-
net.

Zur Demonstration der Wirkungsweise dieses Algorithmus wéhlen wir die Schrittwei-
ten 4, 2 und 1 und wenden sie auf unser Standardbeispiel an:

27 | 75|99 | 3 | 45| 12 | 87

Sortierte 4-Folgen 27| 12 | 87| 3 |45 | 75 | 99

Sortierte 2-Folgen 27| 3 | 45 | 12 | 87 ] 75 | 99

1 2 1 2 1 2 1

Sortierte 1-Folge 3 |12 27‘45 75 | 87 | 99

Um ein Programmstick fir den Algorithmus Shellsort zu skizzieren, nehmen wir an,
daf die t Schrittweiten in einem Feld

h: ARRAY[1..t] OF CARDINAL
mit h[t] = L und h[i+1] < h[ijfari=1...t-1

vorliegen. Jede h;-Folge wird durch direktes Einfugen sortiert (siehe Abschnitt 3.2).
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FORp:=1TOtDO
FOR i := h[p]+1 TO n DO
j=1
Temp := L[i];
weiter := TRUE;
WHILE (L[j-h[p]].Key > Temp.Key) AND weiter DO

L{] := LG-h{pIl;

j = J-hlp;
weiter := (j > h[p])
END;
L[] := Temp
END;

END;

Die Aufwandsanalyse fuhrt bei diesem Algorithmus auf schwierige mathematische
Probleme, die bisher nicht gel6st sind. Man kann zeigen, daf} die verschiedenen
Durchlaufe zur Erzeugung der h;-sortierten Folgen nicht mehr Aufwand verursachen
als das direkte Einfligen (zur Erzeugung einer 1-sortierten Folge). Es werden hier zwar
mehr Folgen sortiert, jedoch jeweils mit relativ wenigen Elementen oder in einem
schon “fast sortierten” Zustand, so daf3 nur wenige Satzbewegungen erforderlich sind.

Fur die Optimierung des Verfahrens bietet die Wahl der Anzahl und Art der Schrittwei-
ten grol3e Freiheitsgrade, die fur die Leistungsfahigkeit sehr wichtig sind. D.E. Knuth
empfiehlt beispielsweise in [Kn73] eine Schrittweitenfolge von 1, 3, 7, 15, 31 .. . mit
hi_;=2-h+1,h=1undt=Lllog, nJ-1.

|
Fur diese Folge erreicht der Shellsort einen zu O(n'?) proportionalen Aufwand. Wir
kdnnen also durch den Shellsort eine deutliche Verbesserung gegeniber den anderen
elementaren Sortierverfahren erwarten. Spater lernen wir jedoch noch eine Reihe
schnellerer Verfahren in der Klasse O(n log n) kennen, so dal3 wir die Analyse hier
nicht vertiefen massen.

51



4. Allgemeine BAume und Binarbaume

Baumstrukturen sind aus dem téaglichen Leben wohlbekannt. Sie werden bei der Dar-
stellung von Sachverhalten dazu benutzt, einer Menge eine bestimmte Struktur aufzu-
pragen. Ein anschauliches Beispiel ist der Stammbaum der Vorfahren eines Men-
schen. Jeder Mensch hat zwei direkte Vorfahren, die Eltern, und diese haben wieder-
um jeweils zwei Vorfahren. Weitere bekannte Beispiele sind die Vorgesetzten-
Hierarchie in einem Unternehmen, die Struktur eines Programmes aus Prozeduren
und Funktionen usw.

In der Informatik spielen Baume eine gewichtige Rolle und finden als Datenstrukturen
vielfache Anwendung. Dabei dienen sie vor allem der effizienten Unterstlitzung von
Sortier- und Suchvorgangen. Bei Zugriffspfaden zu Datensatzen in externen Dateien
(logische Zugriffsmethoden) werden sie in vielfaltiger Weise eingesetzt. Andersartige
Anwendungen von Baumen ergeben sich beispielsweise in der Entscheidungstheorie
(Spielbaume) oder bei der Darstellung von arithmetischen Ausdriicken wahrend ihrer
Bearbeitung durch einen Ubersetzer.

Baume lassen sich als eine sehr wichtige Klasse von Graphen auffassen (siehe Kapitel
10). Danach ist ein Baum ein azyklischer einfacher, zusammenhangender Graph. Er
enthélt keine Schleifen und Zyklen; zwischen jedem Paar von Knoten besteht htch-
stens eine Kante. In Bild 4.1 sind nur die Graphen a und b Baume.

a) a b) b C) a

d a c d d
Bild 4.2: Verschiedene Graphen

4.1 Orientierte Baume

Wir beschranken unsere Betrachtungen auf sogenannte Wurzelbaume. Ein Baum
hei3t Wurzelbaum, wenn er einen von allen anderen Knoten ausgezeichneten Knoten
besitzt, der als Wurzel bezeichnet wird.

Definition: Sei X eine Basis-Datenstruktur. Eine orientierter Wurzelbaum oder kurz ein
orientierter Baum ist eine endliche Menge B von Objekten aus X, die entweder leer ist,
oder es gilt folgendes:
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I. In B existiert ein ausgezeichnetes Element w - Wurzel von B.

ii. Die Elemente in B - {w} kdnnen disjunkt zerlegt werden in B4, B, ..., B;,, wobei je-
des B; ebenfalls ein orientierter Baum ist.

Die Mengen By, ..., B, heil3en Unterbaume (Teilbaume) der Wurzel w. Die Reihenfolge
der Unterbaume hat keine Bedeutung. Die Orientierung der Baumstruktur ist jeweils
von der Wurzel zu den einzelnen Unterbaumen festgelegt.

Es gibt verschiedene Méglichkeiten, eine Baumstruktur darzustellen. Bei der Mengen-
darstellung wird die Wurzel A mit ihren Unterbdumen B4, B, und B3 wie folgt zusam-
mengefalit:

Dieses Schema wird fir jeden Unterbaum wiederholt angewendet, so dal} sich eine
Darstellung geschachtelter Mengen ergibt.

Bei der Klammer-Darstellung wird der Baum als ungeordnete Menge von Unterbau-
men mit Hilfe von geschachtelten Klammern dargestellt. Dabei ist die Wurzel jeweils
das erste Element innerhalb eines Klammernpaares

{A,B;, B, Bs} .

Auch hier wird das Darstellungsschema rekursiv auf die Unterbaume angewendet. Da
die Reihenfolge der Unterb&ume gleichgultig ist, bezeichnen die folgenden Ausdriicke
den gleichen orientierten Wurzelbaum:

{A, {BL{C}}={A{C}.{B}}

In entsprechender Weise laf3t sich eine Baumstruktur durch rekursives Einrticken der
Unterbaume ausdrucken:

Die drei skizzierten Verfahren sind durch ein ausfuhrliches Beispiel in Bild 4.2 illustriert.
Es wird deutlich, dal3 alle drei Methoden bei komplexeren Strukturen sehr unanschau-
lich werden. Deshalb werden wir ausschliel3lich die Graphen-Darstellung wéhlen. Die
Graphen-Darstellung eines einelementigen Baumes ist ein einziger Knoten. An die
Wurzel eines Baumes werden nach dem folgenden Schema die Unterbdume ange-
hangt.
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a) geschachtelte Mengen-Darstellung

{A{EAFL{G {HL {1} {3, {K}L{M}E {L}} {B,{C,{D}}}}
b) geschachtelte Klammern-Darstellung

A

- X

D

c) Darstellung durch Einrtickung

d) Graphen-Darstellung

Bild 4.3: Verschiedene Darstellungsformen fir Baumstrukturen
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Die Unterbdume werden wiederum solange zerlegt, bis sich einelementige Unterbau-
me ergeben. Folgende Strukturen sind aquivalente orientierte Wurzelbaume:

In Bild 4.2d ist unser ausfuhrliches Beispiel als Graph veranschaulicht. Dabei wurde
jede Verbindung als gerichtete Kante gezeichnet. Wenn wir die in der Informatik tbli-
che Konvention einfiihren, daf? die Wurzel eines Baumes stets oben ist und daf3 die

Kantenorientierung stets von oben nach unten gerichtet ist, konnen wir auf die explizite
Richtungsangabe einer Kante verzichten. Dies wird durch Bild 4.3 verdeutlicht.

Stufe (Ebene)
0

Bild 4.4: Orientierter Wurzelbaum

Die Begriffe, mit denen Baumstrukturen und ihre Elemente beschrieben werden, sind
der Lebenswelt entlehnt und werden in &hnlicher Weise benutzt wie bei Stammb&umen
oder lebenden Baumen. Wenn eine Kante von Knoten A nach Knoten B geht, dann
heil3t A Vater (Vorganger) von B und B Sohn (Kind, Nachfolger) von A. Zwei Knoten
mit demselben Vater heiRen Briider (Geschwister) usw. Die Nachfahren eines Knotens
K sind alle Knoten, die zu Teilbdumen eines Baumes mit K als Wurzel gehéren, d. h.
alle seine Nachfolger und deren Nachfolger usw. Analog ist der Begriff Vorfahre defi-
niert.

Der Grad eines Knotens K ist durch die Anzahl seiner Nachfolger bestimmt. Knoten
vom Grad 0 heif3en Blatter. Innere Knoten besitzen einen Grad > 0. Jeder Knoten bis
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auf die Wurzel hat genau einen Vorganger. Die Wurzel besitzt keinen Vorganger. Der
Grad eines Baumes ergibt sich durch die maximale (maximal mdgliche) Anzahl der
Nachfolger eines Knotens K.

Die Stufe eines Knotens wird durch die Pfadlange | von der Wurzel zum betreffenden
Knoten bestimmt. Sie ergibt sich wie folgt:

Stufe der Wurzel :=0
Stufe eines Knotens K := 1 + Stufe des Vorgangers von K.

Die Hohe h eines Baumes ergibt sich aus der maximalen Stufe seiner Knoten plus eins.
Das Gewicht w eines Baumes ist die Anzahl seiner Blatter.

Beispiel aus Bild 4.3:

Wurzel: A

innere Knoten: AB,C, JEG
Blatter: D,K,L,M, F, H,I
Stufe 0: A

Stufe 1. B,J, E

Stufe 2: C,K,LLM,F, G
Stufe 3: D, H, I

Nachfolgervon E:  F, G
Nachfahrenvon E: F, G, H, |
Vorfahren von G: E, A
h=4

w=7

4.2 Geordnete Baume

Wenn die Reihenfolge seiner Unterbdume relevant ist, bezeichnet man einen Wurzel-
baum auch als geordneten (Wurzel-) Baum.

Definition: Bei einem geordneten Baum bilden die Unterbdume B; jedes Knotens eine
geordnete Menge. (Die Nachfolger eines Knotens lassen sich als erster, zweiter,..., n-
ter Sohn bezeichnen).

Da sich durch die geschachtelte Mengen-Darstellung keine Ordnung ausdriicken laf3t,
ist sie fur geordnete Baume ungeeignet. Die tbrigen Darstellungsformen kénnen je-
doch Ubernommen werden. Die Klammern-Darstellung unseres Beispiels ergibt sich
dann wie folgt, wenn der Baum in Bild 4.3 als geordneter Baum zugrundegelegt wird:

(A, (B, (C, (D)), (3, (K), (L), (M)), (E, (F), (G, (H), (1))
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Bild 4.4: Geordneter Baum zur Darstellung des arithmetischen Ausdrucks
a+tbecT2-d/e

Ein Anwendungsbeispiel fur einen geordneten Baum ist der Syntaxbaum zur Beschrei-
bung der Auswertung eines arithmetischen Ausdrucks (Bild 4.4).

Jeder innere Knoten reprasentiert einen Operator; seine linken und rechten Unterbau-
me enthalten die zugehdrigen Operanden. Die Ordnung im Baum ist deshalb notwen-
dig, weil die Operationen -, T, / nicht kommutativ sind.

Definition: Eine geordnete Menge von geordneten Baumen heil3t Wald.

4.3 Binarbaume: Begriffe und Definitionen

Der wichtigste Sonderfall einer Baumstruktur ist der Binarbaum, bei dem jeder innere
Knoten einen Grad < 2 besitzt.

Definition: Ein Bindrbaum ist eine endliche Menge von Elementen, die entweder leer
ist oder ein ausgezeichnetes Element - die Wurzel des Baumes - besitzt und folgende
Eigenschaften aufweist:

I. Die verbleibenden Elemente sind in zwei disjunkte Untermengen zerlegt.

ii. Jede Untermenge ist selbst wieder ein Binarbaum und heif3t linker bzw. rechter Un-
terbaum des urspriinglichen Baumes.

Bemerkung: Jeder Binarbaum mit Ausnahme des leeren Binarbaums ist ein geordne-
ter Baum. Nicht jeder Baum mit hochstens 2 Nachfolgern pro Knoten ist ein Binarbaum,
da ein Nachfolger eines Knotens nicht rechter/linker Sohn zu sein braucht.

Der Bindrbaum kann als abstrakter Datentyp wie folgt definiert werden. Dabei bezeich-
net by € BINBAUM den leeren Binarbaum.
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a.) ° b.) e c.) e
(8) (8) (B)

a.) und b.) sind zwei verschiedene Bindrbdume; c.) ist kein Bindrbaum
Datentyp ~ BINBAUM
Basistyp ELEM

Operationen:

ERZEUGE: — BINBAUM;
LEER: BINBAUM — {TRUE, FALSE},
BAUEBAUM: BINBAUM x ELEM x BINBAUM — BINBAUM:;
LINKS: BINBAUM - {bo} — BINBAUM;
WURZEL: BINBAUM - {bg} — ELEM;
RECHTS: BINBAUM - {bg} — BINBAUM .
Axiome:

ERZEUGE = bo;

LEER(ERZEUGE) = TRUE;
V|, r, e BINBAUM, V d € ELEM:

LEER(BAUEBAUM(, d, r)) = FALSE;
LINKS(BAUEBAUM(, d, ) = I;
WURZEL(BAUEBAUM(, d, 1)) = d;
RECHTS(BAUEBAUM(l, d, 1) =;

Mit Hilfe dieser Menge von Grundoperationen lassen sich weitere Operationen aufbau-
en. Diese Md@glichkeit soll hier nicht weiter verfolgt werden.

Es ist eine Unterscheidung zwischen Binarbaumen und geordneten Baumen mit hoch-
stens zwei Nachfolgern pro Knoten zu treffen:

Es handelt sich um zwei verschiedene Binarbaume:

BAUEBAUM(BAUEBAUM(0, b, BAUEBAUM(O, d, 0)), a, BAUEBAUM(O, ¢, 0))
BAUEBAUM(BAUEBAUM(BAUEBAUM(O, d, 0), b, 0), a, BAUEBAUM(O, ¢, 0))
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Es handelt sich jedoch in beiden Fallen um den gleichen geordneten Baum:
(a, (b, (d)), (c))
Bild 4.5a zeigt einige Strukturen, die keine Binarbaume sind.

Zwei Binarbaume werden als ahnlich bezeichnet, wenn sie dieselbe Struktur besitzen
(Bild 4.5b). Sie heiRen aquivalent, wenn sie &hnlich sind und dieselbe Information ent-
halten.

Ein vollstandiger Binarbaum enthalt die fir seine Hohe maximal mdgliche Anzahl von
Knoten (Bild 4.5c).

Definition: Ein vollstdndiger Bindrbaum der Stufe n hat folgende Eigenschaften:

I. Jeder Knoten der Stufe n ist ein Blatt (hat Grad 0).

ii. Jeder Knoten auf einer Stufe < n hat Grad 2.

Satz: Die maximale Anzahl von Knoten in einem Binarbaum
i. aufStufeiist2,i>0

ii. der Hohe hist2"-1,h>1

Beweis:

i. Der Beweis erfolgt durch Induktion tber i.

Induktionsanfang: Die Wurzel ist der einzige Knoten auf Stufe 0. Die maximale An-
zahl der Knoten auf Stufe i=0 ist 2'=2°=1.

Induktionsbehauptung: Die maximale Anzahl von Knoten auf Stufe j, 0 <j <1, ist 2l,

Induktionsschritt: Die maximale Anzahl der Knoten auf Stufe i -1 ist nach Indukti-
onsbehauptung 2. Da auf Stufe i -1 jeder Knoten 2 Nachfolger hat, ist auf Stufe
i die maximale Anzahl der Knoten 2. 2'_1 =2,

ii. Die maximale Anzahl von Knoten in einem Binarbaum der Hohe h ist
h-1
N=20+2t+20%+ 421 = y 2= oN_1
i=0

Definition: In einem strikten Bindrbaum hat jeder innere Knoten Grad 2.

Definition: Ein fast vollstandiger Bindrbaum ist ein Bindrbaum (k > 0), so daf gilt:

i. Jedes Blatt im Baum ist auf Stufe k oder k+1.

ii. Falls ein innerer Knoten einen rechten Nachfahren auf Stufe k+1 besitzt, dann ist
sein linker Teilbaum vollstandig mit Blattern auf Stufe k+1.

iii. Jeder Knoten auf Stufe < k hat Grad 2.
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Definition: Bei einem ausgedlichenen Bindrbaum ist jedes Blatt auf Stufe k oder k+1

(k > 0). Jeder Knoten auf Stufe < k hat Grad 2.

b) zwei ahnliche Bindrbdume

(&) ®
(B) (C) (B G
© ®® © oG

® ©

c) vollstandiger Bindarbaum strikter Binarbaum

(A)
® ©
@ ®FE ©
H O @ ®

d) fast vollstandiger Bindrbaum ausgeglichener Binarbaum

Bild 4.5: Strukturen zur Veranschaulichung der Definitionen
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Zur Verdeutlichung sind Beispielstrukturen fir diese Definitionen in Bild 4.5c und d auf-
gezeichnet. Der zweite Binarbaum in Bild 4.5d verletzt die zweite Bedingung der Defi-
nition fur fast vollstandige Binarbdume. Der Knoten A hat rechte Nachfolger auf Stufe
3, hat aber gleichzeitig einen linken Nachfolger, der auf Stufe 2 Blatt ist. Der Bindrbaum
Ist also nicht fast vollstandig. Bei den Baumen in Bild 4.5d handelt es sich um ausge-
glichene Binarbaume.

4.4 Darstellung von Binarbaumen

Verkettete Darstellung

Binarbaume sind dynamische Datenstrukturen. Sie lassen sich in naheliegender Wei-
se durch gekettete Listen darstellen. Jeder Knoten besteht dann aus drei Elementen:
ein Element zur Speicherung der Knoteninformation und zwei Zeiger auf die linken und
rechten Unterbdume des Knotens. Die Knotendefinition kann in MODULA-2 wie folgt
vorgenommen werden:

TYPE Kptr = POINTER TO Knoten;
Knoten = RECORD
Lsohn : Kptr;
Info : InfoTyp;
Rsohn : Kptr
END;

Durch die Verwendung von (dynamischen) Zeigertypen wird die Freispeicherverwal-
tung der Struktur von der Speicherverwaltung des Programmiersystems tibernommen.

Der Binarbaum aus Bild 4.4 ergibt die in Bild 4.6a gezeigte verkettete Darstellung.
Feldbaum-Darstellung

Eine weitere Speicherungsmethode basiert auf der Verwendung eines Feldes mit RE-
CORD-Komponenten. Die daraus resultierende Feldbaum-Darstellung entspricht einer
Simulation der dynamischen Struktur des Binarbaums in einem statischen Datentyp
Feld. Folgende MODULA-Datenstrukturen beschreiben den Feldbaum:

CONST Max = 100;

TYPE Baumknoten = RECORD
Info : InfoTyp;
Lsohn : [0..Max];
Rsohn : [0..Max]
END;
Feld = ARRAY[1..Max] OF Baumknoten;
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VAR Fbaum : Feld;
Wurzel, Frei : [0..Max];

Jeder Baumknoten wird auf einen Eintrag des Feldes abgebildet. Lsohn und Rsohn
enthalten Integer-Werte, die auf die entsprechenden Nachfolger im Feld verweisen.
Ein Nullwert entspricht dem NIL in der geketteten Darstellung. Eine Variable muf3 als
Einstieg in die Baumstruktur auf den Wurzel-Eintrag verweisen. Mit Hilfe einer Varia-
blen Frei laRt sich auf einfache Weise die Freispeicherverwaltung der Struktur durch-
fuhren. Sie dient als Anker fur den ersten freien Eintrag; von dort aus kénnen alle freien
Eintrage Uber eine interne Verkettung erreicht werden. Beim Einfligen eines Knotens
(bis zur Obergrenze von Max Eintragen) wird der erste Eintrag der Freiliste genommen;
Frei zeigt dann auf den Nachfolger. Ein Loschvorgang lauft analog ab. Die Abbildung
eines Binarbaums in eine Feldbaum-Darstellung wurde in Bild 4.6b vorgenommen.

Eine alternative Definition des Feldbaums ergibt sich durch Verwendung von drei Fel-
dern mit einfachen Komponenten:

VAR Info: ARRAY [1..Max] OF InfoTyp;
Lsohn, Rsohn : ARRAY [1..Max] OF [0..Max];

Der gravierende Nachteil beider Feldbaum-Darstellungen liegt darin, daf3 die Felder
statisch, d.h. mit festgelegter Obergrenze zugeordnet werden und daf3 der Benutzer
eine explizite Freispeicherverwaltung durchzufiihren hat.

Vater-Darstellung

Fur spezielle Anwendungen, die nur eingeschréankte Operationen auf der Baumstruktur
durchfuhren, bietet sich eine platzsparende Darstellung an. Fir jeden Knoten wird nur
der Verweis zum Vater gespeichert, was die Bezeichnung dieser Darstellungsform er-
klart. Sie erlaubt deshalb nur die Durchlaufrichtung von den Blattern zur Wurzel. Wei-
terhin geht die Ordnung auf Nachfolgern eines Knotens verloren, da an keiner Stelle
vermerkt ist, ob ein Knoten linker oder rechter Sohn ist. Folgende Datenstruktur laf3t
sich fUr die Realisierung der Vater-Darstellung heranziehen:

TYPE Info = ARRAY [1..Max] OF InfoTyp;
Vater = ARRAY [1..Max] OF [0..Max];

Eine Anwendung der Vater-Darstellung ist in Bild 4.7 gezeigt. In der skizzierten Form
durfte diese Methode nur bei einer geringen Anzahl von Problemen die angemessene
Datenstruktur sein; in [Kn73] wird als Beispiel die algorithmische Behandlung von Aqui-
valenzrelationen genannt. Jedoch ist es denkbar, dal? fur Anwendungen, die ein hau-
figes Auf- und Absteigen in Baumen verlangen, der Vater-Zeiger mit den beiden Sohn-
zeigern aus der Feldbaum-Darstellung kombiniert wird.
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4.5 Sequentielle Darstellung von Binarbaumen

Die folgenden Methoden versuchen bei der Reprasentation eines Bindrbaumes mit ei-
nem geringeren Speicherplatzbedarf auszukommen. Dabei wird versucht, Zeiger auf
Sohnknoten implizit darzustellen. Die sequentielle Anordnung der Knoten in einem
Feld wird dazu benutzt, bestimmte Beziehungen zwischen diesen Knoten ohne expli-
zite Verweise auszudriicken.

Halbsequentielle Darstellung

Bei dieser Methode wird jeweils der Verweis vom Vaterknoten zum linken Sohnknoten
durch physische Nachbarschaft zum Ausdruck gebracht; der linke Sohn wird immer un-
mittelbar nach dem Vater angeordnet. Fur den rechten Sohn wird ein expliziter Zeiger
verwendet. Diese Darstellungskombination erklart auch den Begriff ‘halbsequentiell’.

Folgende Datenstruktur wird benutzt:

TYPE Baumknoten = RECORD
Info : InfoTyp;
Rsohn : [0..Max];
Blatt : BOOLEAN {zeigt an, ob Knoten Blatt ist}
END;
Binbaum = ARRAY[1..Max] OF Baumknoten;

Das Beispiel in Bild 4.8 macht deutlich, dal3 die Knoten des Baumes in Vorordnung
(siehe 4.7) fortlaufend in das Feld eingetragen werden. Daraus resultiert eine Speiche-
rungsform, in der die beiden Unterbdume eines Knotens jeweils in zusammenhangen-
den Folgen unmittelbar hinter dem Vaterknoten auftreten. Die Rsohn-Zeiger kreuzen
sich dabei nie. Die Vorteile dieser Struktur liegen in der Speicherplatzersparnis, der
einfachen Freispeicherverwaltung und dem effizienten Durchlauf des Bindrbaumes in
Vorordnung, da er der sequentiellen Reihenfolge der Eintrédge entspricht. Sehr aufwen-
dig dagegen sind Aktualisierungsoperationen zu handhaben, die Strukturveranderun-
gen des Baumes bewirken. Die dabei notwendigen Verschiebungen von Eintragsfol-
gen implizieren eine erneute Berechnung oder Ermittlung der Rsohn-Zeiger.
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a) verkettete Darstellung eines Binarbaums
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b) Feldbaum-Darstellung

Bild 4.6: Darstellung von Binarbaumen
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Info Lsohn Rsohn
/ 12 13
frei 7
- 4 1
+ 5 6
a 0 0
. 8 9
frei 14
b 0 0
T 10 11
C 0 0
2 0 0
d 0 0
e 0 0
frei 0

Frei = 2; Wurzel =3
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T
frei
10 C
11 2
12 2
13 d
14 e

Vater

QO |IN|O|IN |-

O[O |O|00|00

Wurzel = 1, Frei =4

Bild 4.7: Vater-Darstellung eines Bindrbaumes

Info  Rsohn  Blatt
1 - 9 F
2 + 4 F
3 a 0 T
4 . 6 F
5 b 0 T
6| 1T 8 F
7 C 0 T
8 2 0 T
9 / 11 F
10 d 0 T
11 e 0 T
12 frei
13 frei
14 frei
Speicherung der Knoten in Vorordnung Wurzel = 1, Frei = 12
Y gt oy
-+a*blc2/de
Bild 4.8: Halbsequentielle Darstellung von Binarbaumen
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Sequentielle Darstellung

Diese Methode kommt ohne explizite Verweise zur Darstellung der Baumstruktur aus.
Fur fast vollstandige oder zumindest ausgeglichene Binarbdume bietet sie eine sehr
elegante und effiziente Darstellungsform an. Sie beruht auf einem sequentiellen Nu-
merierungsschema, das allen Knoten des Baumes von Stufe 0 bis Stufe k und inner-
halb jeder Stufe von links nach rechts fortlaufende Nummern zuordnet. Die Knoten las-
sen sich direkt in ein eindimensionales Feld abbilden, wobei die Knotennummer den
Feldindex angibt. Die Bestimmung von Vater- und Sohnknoten kann fir jeden Knoten
des Binarbaumes auf einfache Weise durchgefihrt werden.

Stufe

(1) 0
(2) (3) 1
o) 6 @ -

Satz: Ein fast vollstandiger Baum mit n Knoten sei sequentiell nach obigem Numerie-
rungsschema gespeichert. Fir jeden Knoten mit Index i, 1 <i < n, gilt:

- Vater(i) hat Nummer | i/2 | furi>1
- Lsohn(i) hat Nummer 2i fir 2i < n
- Rsohn(i) hat Nummer 2i+1 fur 2i+1 < n.
Der Beweis laf3t sich durch Induktion tber i fihren.

In Bild 4.9 sind einige Binarbdume mit ihrer sequentiellen Darstellung gezeigt. Dieses
Verfahren ist ideal fur fast vollstandige Baume. Wird es fur beliebige Bindrbaume an-
gewendet, so mussen alle “Locher” mitgespeichert werden. Je starker ein Baum von
der Form des vollstandigen Baumes abweicht, umso grof3er ist die Speicherplatzver-

schwendung. Bei einem zu einer linearen Liste entarteten Baum sind von 2X-1 Spei-
cherplatzen k belegt.
4.6 Darstellung allgemeiner Baume durch Binadrbaume

Bei einem allgemeinen Baum ist die Anzahl der Nachfolger eines Knotens unbestimmt.
Um einen solchen Baum zu implementieren, muf3te entweder fir jeden Knoten eine dy-
namische Speicherplatzzuweisung zur Anordnung einer beliebigen Anzahl von Sohn-
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zeigern moglich sein oder es miufite die Anzahl der S6hne auf m beschréankt werden.
Im zweiten Fall wirde dann jedem Knoten Speicherplatz fir m Sohnzeiger statisch zu-
geordnet werden, unabhangig davon, ob er bendtigt wird oder nicht. Wie leicht einzu-
sehen ist, fuhrt diese Losung auf eine erhebliche Speicherplatzverschwendung. Binar-
baume dagegen sind wesentlich einfacher zu implementieren, da jeder Knoten hoch-
stens zwei SOohne besitzt.

Es gibt jedoch eine einfache Technik, die es gestattet, allgemeine Baume in Binérbau-
me zu transformieren. Fir den transformierten Baum kann dann eine der Darstellungs-
formen fir Binarbaume gewahlt werden. Dem Algorithmus liegt die Beobachtung zu-
grunde, dal3 jeder Knoten héchstens einen Bruder als rechten Nachbarn und héch-
stens einen Sohn als LinksaulRen besitzt. Die Transformation besteht aus zwei
Schritten:

1. Verknupfe alle Brider untereinander von links nach rechts durch jeweils eine Kan-
te und I6sche alle von einem Vater zu seinen S6hnen ausgehenden Kanten bis auf
die zu seinem Linksaul3en-Sohn.

2. Rotiere die waagerechten Kanten (Drehpunkte sind jeweils die LinksauRen-Soh-

ne) im entstandenen Graph um 45°, um besser zwischen linken und rechten Un-
terbaumen unterscheiden zu kénnen.

In Bild 4.10 ist dieser Transformationsalgorithmus an Beispielen veranschaulicht. Es
wurde dabei gezeigt, dal3 mit Hilfe dieses Transformationsalgorithmus ein Wald von
allgemeinen Baumen in einen Bindrbaum umgewandelt werden kann. Die Verknip-
fung der einzelnen Baume geschieht durch die Rsohn-Zeiger in den Wurzeln.

Durch Umkehrung der Transformationsvorschrift 1&/3t sich der urspriingliche allgemei-
ne Baum oder der Wald von allgemeinen Baumen wiedergewinnen.
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c) Abbildung eines entarteten Binarbaumes

Bild 4.9: Sequentielle Darstellung von Binarbaumen
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1. Schritt

a) Schrittweise Transformation eines allgemeinen Baums

Bild 4.10: Darstellung allgemeiner Baume durch Binarbaume
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b) Transformation eines Waldes von allgemeinen Baumen

Bild 4.10: Darstellung allgemeiner Baume durch Binarbaume (Fortsetzung)

4.7 Aufbau von Bindrbaumen

Operationen zum Einfigen und Entfernen von Knoten in einem Binarbaum sind relativ
einfach. Folgende Operationen zum Erzeugen eines Knotens und zum Anhangen ei-
nes Blattes an einen Baum sind beim Aufbau eines Binarbaums recht nuitzlich. Wir un-
terstellen fur den Bindrbaum eine gekettete Reprasentation.

Bauebaum erzeugt die Wurzel eines Bindrbaums mit leeren linken und rechten Unter-
baumen. Die Prozedur Linksanhaengen (Current,X) erzeugt einen neuen Baumknoten
mit Inhalt X und hangt ihn als linken Sohn des Knotens Current an einen Bindrbaum
an. Beide Komponenten sind als Programm 4.1 in MODULA-Notation aufgelistet.
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Eine Prozedur Rechtsanhaengen ergibt sich analog. In @hnlicher Weise kénnen Pro-
zeduren zum Einfligen von inneren Knoten oder zum Léschen von Knoten geschrieben
werden. Das Loschen von Blattern ist dabei sehr einfach. Léschen von inneren Knoten
dagegen bereitet gewisse Schwierigkeiten, da die beiden Unterb&dume des geléschten
Knotens mit dem Baum verbunden werden missen. Wir werden die Behandlung dieser
Operationen ausfuhrlicher bei der Diskussion der binaren Suchbaume aufgreifen.

PROCEDURE Bauebaum (X : InfoTyp) : Kptr;
VAR  Knoten : Kptr;

BEGIN
NEW(Knoten);
Knoten”.Info ;= X;
Knoten”.Lsohn := NIL;
Knoten”.Rsohn := NIL;
RETURN Knoten;
END Bauebaum;

PROCEDURE Linksanhaengen (Current : Kptr; X : InfoTyp);
VAR  Knoten : Kptr;

BEGIN
IF Current = NIL THEN
WriteString (‘leerer Baum’)
ELSIF Current®.Lsohn <> NIL THEN
WriteString (‘ungueltige Einfuegung’)
ELSE
Knoten := Bauebaum(X);
Current”. Lsohn := Knoten;
END
END Linksanhaengen;

Programm 4.1:  Operationen zum Aufbau eines Binarbaumes

4.8 Durchlaufen von Binarbaumen

Baume werden oft benutzt, um strukturierte Datensammlungen zu repréasentieren und
deren Elemente entsprechend der vorgegebenen Strukturierung zu verarbeiten. Dabei
fallt haufig die Aufgabe an, die Knoten des Baumes in systematischer Reihenfolge auf-
zusuchen und die Knoteninhalte zu verarbeiten. Ein solcher Verarbeitungsvorgang, bei
dem jeder Knoten des Baumes genau einmal aufgesucht wird, hei3t Baumdurchlauf
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(tree traversal). Es sind eine Reihe von Methoden zum Durchlaufen von Binarbaumen
bekannt. Jedes Durchlaufverfahren impliziert eine sequentielle, lineare Ordnung auf
den Knoten des Baumes. Es entspricht also der sequentiellen Verarbeitung aller Ele-
mente der Struktur. Die wichtigsten Verfahren erhalt man durch folgende rekursiv an-
zuwendende Verarbeitungsschritte:

Verarbeite die Wurzel: W
Durchlaufe den linken Unterbaum: L
Durchlaufe den rechten Unterbaum: R

Die einzelnen Verfahren unterscheiden sich in der Reihenfolge der drei Verarbeitungs-
schritte. Durch Permutation ergeben sich sechs Durchlauf-Mdglichkeiten:

1 2 3|4 5 6

WL L|WRR
L WR| R WL
R R W| L L W

Mit der Konvention, den linken vor dem rechten Unterbaum zu durchlaufen, verbleiben
gewohnlich die ersten drei Permutationen, aus denen sich die gebréuchlichen rekursi-
ven Durchlauf-Algorithmen ableiten lassen:

Durchlauf in Vorordnung (pre-order)

1. Verarbeite die Wurzel
2. Durchlaufe den linken Unterbaum in Vorordnung

3. Durchlaufe den rechten Unterbaum in Vorordnung

Durchlauf in Zwischenordnung (in-order)

1. Durchlaufe den linken Unterbaum in Zwischenordnung
2. Verarbeite die Wurzel

3. Durchlaufe den rechten Unterbaum in Zwischenordnung

Durchlauf in Nachordnung (post-order, end-order)

1. Durchlaufe den linken Unterbaum in Nachordnung
2. Durchlaufe den rechten Unterbaum in Nachordnung

3. Verarbeite die Wurzel
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Die Knoten unseres Anwendungsbeispiels werden durch diese Algorithmen in folgen-
der Weise durchlaufen:

Vorordnung: -+asbTc2/de
Zwischenordnung: a+becT2-d/e
Nachordnung: abc2 Te+de/-

Dieses Beispiel zeigt eine Reihe von Anwendungen fur die Durchlauf-Algorithmen. Der
Durchlauf in Vorordnung transformiert den durch den Syntaxbaum reprasentierten
arithmetischen Ausdruck in seine Prafix-Form, in der die beiden Operanden dem Ope-
rator folgen. Durch den Durchlauf in Zwischenordnung wurde der arithmetische Aus-
druck in Infix-Form abgeleitet. Darin steht der Operator zwischen seinen Operanden.
Bei Infix- und bei Prafix-Darstellung geht die richtige Operator-Prazedenz verloren,
wenn im ursprunglichen Ausdruck die naturliche Prazedenz durch Klammern aufgeho-
ben war. Die Nachordnung entspricht der Postfix-Form. In ihr bleibt die Operator-Pra-
zedenz erhalten. Sie wird ausschlief3lich durch die Reihenfolge der Operatoren be-
stimmit.

Die Zwischenordnung heif3t auch symmetrische Ordnung; sie wird zur Erzeugung von
Sortierordnungen herangezogen. Bei binaren Suchbaumen lassen sich beispielsweise
mit Hilfe eines Durchlaufs in Zwischenordnung die Inhalte aller Knoten in Sortierreihen-
folge verarbeiten.

Auch die Vorordnung hat weitere wichtige Anwendungen. Beispielsweise werden die
Baumstrukturen nach dem hierarchischen Datenmodell, wie sie im Datenbanksystem
IMS von IBM verwaltet werden, in Vorordnung durchlaufen. Alle Operationen sind dort
im Hinblick auf die Vorordnung (hierarchic sequence order) definiert.
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Rekursives Durchlaufen

Im folgenden werden verschiedene Mdéglichkeiten, die Durchlauf-Algorithmen zu im-
plementieren, diskutiert. Dabei beschranken wir uns jeweils auf die Zwischenordnung.
Fur die Datenstrukturen wéhlen wir ausschlief3lich die verkettete Reprasentation. Eine
Realisierung dieser Algorithmen in MODULA erfolgt am einfachsten mit Hilfe rekursiver
Strukturen.

Der Typ Kptr fur einen Baumknoten wurde bereits definiert. Damit ergibt sich die als
Programm 4.2 dargestellte Prozedur.

Iterativer Durchlauf

Nicht-rekursive Algorithmen, die ihre eigene Stapelverwaltung ausfuhren, laufen oft
wesentlich effizienter ab als rekursive Algorithmen. Auch fir das Durchlaufen von B&u-
men lassen sich solche Algorithmen entwickeln. Bei der iterativen Version des Durch-
laufs in Zwischenordnung wahlt man solange wie mdglich die linke Abzweigung und
speichert den zuriickgelegten Weg auf einem Stapel:

Aktion 1: PUSH(S, Current);
Current := Current”.Lsohn;

Wenn es links oder rechts nicht mehr weitergeht, wird der oberste Knoten des Stapels
ausgegeben und vom Stapel entfernt. Der Durchlauf wird mit dem rechten Unterbaum
des entfernten Knotens fortgesetzt:

Aktion 2:  WriteString(TOP(S)”.Info);
Current := TOP(S)*.Rsohn;
POP(S);

Ein Ausfihrungsplan skizziert den iterativen Durchlauf bei unserem Anwendungsbei-
spiel.

PROCEDURE LWR (Wurzel : Kptr);

BEGIN
IF Wurzel <> NIL THEN
LWR (Wurzel™.Lsohn);
Verarbeite (Wurzel™.Info);
LWR (Wurzel*.Rsohn);
END
END LWR,;

Programm 4.2:  Rekursive Version der Zwischenordnung
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Stapel S Current® Aktion Ausgabe

0 - 1
- + 1

-+ 1

-+a NIL 2 a
-+ NIL 2 +
- . 1

. b 1

-*b NIL 2 b
-e NIL 2 .
- T 1

-7 c 1

Te NIL 2 c
-T NIL 2 T
- 2 1

-2 NIL 2 2
- NIL 2 -
0 / 1
/ d 1

/d NIL 2 d
/ NIL 2 /
0 e 1

e NIL 2 e
0 NIL Stop

Dieser iterative Durchlauf laf3t sich zur als Programm 4.3 dargestellten Prozedur zu-
sammenfassen. Dabei wird angenommen, dal} geeignete Operationen auf einem vor-
definierten Typ Stapel verfiigbar seien.

Gefadelte Binarbaume

Die rekursiven Algorithmen zum Durchlaufen von Binarbaumen verkorpern elegante,
aber teure Losungen. Sie werden unter impliziter Verwendung eines Stapels (durch die
Laufzeitorganisation des Rechensystems) ausgefiihrt. Die iterativen Durchlauf-Algo-
rithmen erfordern mehr Programmieraufwand, da der eingesetzte Stapel explizit ver-
waltet werden mul3; sie erlauben jedoch eine im Vergleich zur rekursiven Version effi-
zientere Ausfiihrung, da die Laufzeitaktionen zur dynamischen Speicherplatzverwal-
tung und zur rekursiven Prozeduraktivierung wegfallen.
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Die Technik der Fadelung zielt auf eine weitere Verbesserung der Durchlauf-Algorith-
men ab. Sie gestattet den Entwurf nicht-rekursiver Algorithmen zum Durchlaufen ge-
ordneter Bindrbaume, ohne auf eine Stapel-Organisation riickgreifen zu missen.

PROCEDURE LWRiterativ (Wurzel : Kptr);
{iterative Ausfiuihrung des Durchlaufs in Zwischenordnung}

VAR S: Stapel;
Current : Kptr,
Stop : BOOLEAN;

BEGIN
Current := Wurzel;
Stop := FALSE;
REPEAT
WHILE Current <> NIL DO
PUSH (S, Current);
Current := Current®.Lsohn
END;
IF EMPTY(S) THEN
Stop := TRUE
ELSE
WriteString (TOP(S)".Info);
Current := TOP(S)*.Rsohn;
POP(S);
END
UNTIL Stop;

END LWRiterativ;
Programm 4.3:  Iterative Version der Zwischenordnung

Dies wird durch einen “Faden” erreicht, der die Baumknoten in der Folge der Durchlauf-
ordnung verknupft. Es lassen sich zwei Typen von Faden unterscheiden: ein Rechts-
faden verbindet jeden Knoten mit seinem Nachfolgerknoten in Durchlaufordnung, wah-
rend ein Linksfaden die Verbindung zum Vorgéangerknoten in Durchlaufordnung her-
stellt.

Durch Hinzufligen von Zeigern zu den Baumknoten kann eine Fadelung in Vor-, Zwi-
schen- oder Nachordnung erreicht werden. Fir jede dieser Ordnungen ist Rechts- und
Linksfadelung méglich. Selbst eine Mehrfachfadelung ist denkbar (allerdings unter Ein-
fuhrung zuséatzlicher Redundanz).

Beispielsweise konnte fur Rechts- und Linksfadelung in einer der Durchlaufordnungen
folgende Knotenstruktur gewahlt werden:
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TYPE Kptr = POINTER TO Fknoten;
Fknoten= RECORD
Lsohn : Kptr;
Info : InfoTyp;
Rsohn : Kptr;
Lfaden : Kptr;
Rfaden : Kptr;
END;

In Bild 4.11 ist fur unsere Beispielanwendung die Fadelung in Vor-, Zwischen- und
Nachordnung veranschaulicht. Der Ubersichtlichkeit halber wurde jeweils nur die
Rechtsfadelung eingezeichnet.

Start
_\

b) Rechtsfadelung der Zwischenordnung

Bild 4.11:  Verschiedene Arten der Fadelung durch zusatzliche Zeiger
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c) Rechtsfadelung der Nachordnung
Bild 4.11:  Verschiedene Arten der Fadelung durch zusétzliche Zeiger (Fortsetzung)

Die Durchlauf-Algorithmen gestalten sich bei Vorliegen einer Fadelung denkbar ein-
fach. FUr die verschiedenen Ordnungen ergibt sich dieselbe Prozedur, die als Pro-
gramm 4.4 aufgelistet ist.

PROCEDURE Baumfaden (Start : Kptr);
{Start zeigt auf ersten Knoten in Zwischenordnung}

VAR  Current : Kptr;

BEGIN
Current := Start;
WHILE Current <> NIL DO
Verarbeite (Current”.Info);
Current := Current®.Rfaden
END
END Baumfaden;

Programm 4.4.  Allgemeiner Durchlauf-Algorithmus bei Fadelung

Es gibt noch eine zweite Art der Fadelung, die ohne zusétzliche Zeiger auskommt und
daher geringeren Speicherplatzaufwand erfordert. Die Wartungs- und Durchlauf-Algo-
rithmen werden lediglich geringfligig komplexer. Dieser Art der Fadelung liegt folgende
Beobachtung zugrunde: Ein Binarbaum mit n Knoten hat 2n Zeiger. Da auf die Wurzel
nicht verwiesen wird und auf die tibrigen n-1 Knoten jeweils genau ein Zeiger verweist,
besitzen n+1 dieser Zeiger den Wert NIL. Diese unbesetzten Zeiger kbnnen ausge-
nutzt werden, um ohne zusatzlichen Speicheraufwand Durchlaufinformationen statisch
zu speichern. Sie bieten die Méglichkeit, einen Faden zu ziehen, der fir eine bestimm-
te Durchlaufordnung fur jeden Knoten seinen Nachfolger ohne Benutzung eines Sta-
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pels zu bestimmen gestattet. So ergeben die regularen Baumzeiger zusammen mit
den Fadenzeigern eine durchgehende Kantenfolge vom ersten bis zum letzten Ele-
ment der Durchlaufordnung.

Aus dem Beispiel in Bild 4.11 wird ersichtlich, daf3 die Fadenzeiger von inneren Knoten
bei der Vor- und Zwischenordnung redundant sind. Bei der Vorordnung verlauft bei ih-
nen der Rechtsfaden (WLR)/Linksfaden (WRL) stets parallel zu den linken/rechten
Baumzeigern. Bei der Zwischenordnung konnen die Fadenzeiger von Rechtsfaden
(LWRY)/Linksfaden (RWL) in inneren Knoten durch von diesen Knoten ausgehende Fol-
gen von Baumzeigern ersetzt werden. In Blattknoten oder Knoten mit einem Nachfol-
ger aber sind unbesetzte Zeiger vorhanden, die zur Darstellung des Fadens herange-
zogen werden konnen. Folglich laf3t sich eine Fadelung ohne Zusatzaufwand fur Zeiger
realisieren.

Ist diese Art der Fadelung auch fur die Nachordnung maglich?

Da jetzt ein Zeiger sowohl als Baum- als auch als Fadenzeiger verwendet wird, muf3
eine Unterscheidung seines Einsatzes moglich sein. Dies a3t sich am einfachsten
durch Boolesche Variablen erreichen:

TYPE Kptr = POINTER TO Fknoten;
Fknoten= RECORD
Lsohn : Kptr;

Lfaden : BOOLEAN; {TRUE, wenn Lsohn
Fadenzeiger}
Info : InfoTyp;
Rsohn : Kptr;
Rfaden : BOOLEAN {TRUE, wenn Rsohn
Fadenzeiger};

END;

Bei einer Feldbaum-Implementierung kénnte ein Baumzeiger durch einen positiven In-
dex und ein Fadenzeiger durch einen negativen Index ausgedriickt werden.

In Bild 4.12a ist die Rechtsfadelung der Zwischenordnung veranschaulicht. Nach Auf-
suchen des Linksauf3en der Struktur geschieht der Durchlauf durch Verfolgen der im
Bild gerichtet dargestellen Zeigerfolge vom LinksaulRen zum Rechtsaul3en. Eine Fade-
lung in einer Richtung benutzt im Beispiel (n+1)/2 Fadenzeiger, wobei ein NIL-Zeiger
zum Erkennen des Endes bendétigt wird. Es zeigt sich, dal in den restlichen unbesetz-
ten Zeigern zusatzlich noch die Linksfadelung untergebracht werden kann. Zu ihrer
Verdeutlichung ist sie in einer separaten Darstellung aufgezeichnet. Die gerichtete Zei-
gerfolge verlauft vom Rechtsaul3en zum Linksaul3en der Struktur.

In Bild 4.12c und d sind Zwischen- und Vorordnung, wie sie sich durch Uberlagerung
von Rechts- und Linksfadelung ergeben, dargestellt.
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b) Linksfadelung der Zwischenordnung

Bild 4.12:  Verschiedene Arten der Fadelung bei Ausnutzung vorhandener Zeiger
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d) Rechts- und Linksfadelung der Vorordnung

Bild 4.12:  Verschiedene Arten der Fadelung bei Ausnutzung vorhandener Zeiger
(Fortsetzung)
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Current zeigt jeweils auf den Knoten, an den
der neue Knoten angehangt wird:

Wurzel := Bauebaum (*-);

Linksanhaengen (Current, '+");

Rechtsanhaengen (Current, '*’)

{Nachfolger des neuen Knotens in Zwischen-
ordnung:

beim Linksfaden der Knoten Current, beim
Rechtsfaden der Knoten, auf den der rechte
Fadenzeiger von Current zeigt}

Linksanhaengen (Current, 'a’);

Rechtsanhaengen (Current, '/’);

Rechtsanhaengen (Current, ’T’);

Linksanhaengen (Current, 'd");

{Nachfolger des neuen Knotens in Zwischen-
ordnung:

beim Rechtsfaden der Knoten Current, beim
Linksfaden der Knoten, auf den der linke Fa-
denzeiger von Current zeigt}

Bild 4.13:  Aufbau eines Bindrbaumes mit Rechts- und Linksfadelung in Zwischen-
ordnung
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Zum Aufbau eines Binarbaumes mit Rechts- und Linksfadelung in Zwischenordnung
geben wir wiederum einige nutzliche Operationen an. Bauebaum erzeugt die Wurzel
des Binadrbaumes und setzt die Endekriterien fir Rechts- und Linksfaden. Die Prozedur
Linksanhaengen hat neben dem Einflgen eines Blattknotens die Fadelung zu aktuali-
sieren. Die Rechtsfadelung ist sehr einfach, da der Nachfolger in Zwischenordnung im-
mer der Knoten ist, an den angehéngt wird. Bei der Linksfadelung wird der Fadenzei-
ger zum Nachfolger in Zwischenordnung von dem Knoten, an den angehangt wird,
tubernommen. Die Aktualisierung der Fadenzeiger durch die Prozedur Rechtsanhaen-
gen hat symmetrisch zu erfolgen. In Bild 4.13 ist die Anwendung dieser Operationen
(Programm 4.5) bei der Konstruktion eines Bindrbaumes skizziert.

PROCEDURE Bauebaum (X : InfoTyp) : Kptr;
VAR  Knoten : Kptr;

BEGIN
NEW (Knoten);
WITH Knoten™ DO

Info := X;

Lsohn := NIL; {Endekriterium ftr}
Lfaden := TRUE; {Linksfaden}
Rsohn := NIL; {Endekriterium ftr}
Rfaden := TRUE {Rechtsfaden}

END;
RETURN Knoten
END Bauebaum:;

PROCEDURE Linksanhaengen (Current : Kptr; X : InfoTyp);
VAR  Knoten : Kptr;

BEGIN
IF Current = NIL THEN
WriteString (‘leerer Baum’)
ELSIF Current®.Lfaden <> TRUE THEN
WriteString (‘ungueltige Einfuegung’)

ELSE

NEW (Knoten);

WITH Knoten™ DO
Info := X;
Rsohn := Current; {Nachfolger beim Rechtsfaden}
Rfaden := TRUE; {in Zwischenordnung}
Lsohn := Current®.Lsohn; {Nachfolger beim Linksfaden}
Lfaden := TRUE {in Zwischenordnung}
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END;
Current”™.Lsohn := Knoten;
Current”.Lfaden := FALSE;
END
END Linksanhaengen;

PROCEDURE Rechtsanhaengen (Current : Kptr; X : InfoTyp);
VAR  Knoten : Kptr;

BEGIN
IF Current = NIL THEN
WriteString (‘leerer Baum’)
ELSIF Current®.Rfaden <> TRUE THEN
WriteString (‘ungueltige Einfuegung’)
ELSE
NEW (Knoten);
WITH Knoten™ DO

Info := X;
Lsohn := Current; {Nachfolger beim Linksfaden}
Lfaden := TRUE; {in Zwischenordnung}
Rsohn := Current*.Rsohn; {Nachfolger beim Rechtsfaden}
Rfaden := TRUE {in Zwischenordnung}

END;

Current™.Rsohn := Knoten;
Current”™.Lfaden := FALSE;
END
END Rechtsanhaengen;

Programm 4.5:  Prozeduren zum Aufbau eines Bindrbaumes mit Rechts- und Links-
fadelung in Zwischenordnung

Beim Durchlaufen eines solchen Bindrbaumes missen Baum- und Fadenzeiger aus-
genutzt werden. Eine Prozedur zum Durchlaufen des Baumes ist deshalb komplexer
als im Fall separater Fadenzeiger. Fur den Durchlauf Gber die Rechtsfadelung in Zwi-
schenordnung ergibt sich die Prozedur LWRfaden, die als Programm 4.6 aufgelistet ist.

PROCEDURE LWRfaden (Wurzel : Kptr);

VAR  Current, Previous : Kptr;
{Der Previous-Zeiger lauft um einen Knoten versetzt hinter dem Current-
Zeiger her}
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BEGIN
IF Wurzel = NIL THEN
WriteString (‘leerer Baum’)
ELSE
Current := Wurzel;
REPEAT
WHILE NOT Current*.Lfaden DO {Verzweige nach links}
Current := Current”*.Lsohn; {solange es geht}
END;
WriteString (Current”®.Info);
Previous := Current;
Current := Current®.Rsohn;
WHILE (Previous”™.Rfaden) AND (Current <> NIL) DO
WriteString (Current”.Info);
Previous := Current;
Current := Current*.Rsohn
END;
UNTIL Current = NIL
END
END LWRfaden;

Programm 4.6:  Prozedur zum Durchlaufen eines Binarbaumes uber die Rechtsfa-
delung

Kostenanalyse des Durchlaufs

Zur Abschéatzung der Kosten der rekursiven Version hilft die Beobachtung, dal3 jeder
Knoten genau einen rekursiven Aufruf mit c; Kosteneinheiten verursacht. Fur jeden
Knoten wird der Verarbeitungsschritt mit c, Kosteneinheiten einmal ausgefuhrt. Den
rekursiven Aufruf bei einer NIL-Verzweigung setzen wir mit c3 Kosteneinheiten an. Da
beim Binarbaum bei n Knoten n+1 NIL-Verzweigungen vorhanden sind (siehe 4.9), er-
halten wir als Gesamtkosten

C =ncy+nc,+(n+1)cy = O(N)

Bei der iterativen Version wird jeder Knoten durch die innere WHILE-Schleife genau
einmal auf den Stapel S geladen (c,). Die IF-Bedingung wird sooft ausgefuhrt, wie

CURRENT” den Wert NIL annimmt, also (n+1)-mal. Daraus resultiert eine n-malige
Ausfuhrung des ELSE-Zweiges mit c, Kosteneinheiten:

C = cytncy+nc, = O(n)

Der Platzbedarf fir den Stapel ist beschrankt durch die H6he h des Baumes; diese ist
begrenzt durch "Iogz(n + 1)" <h<n.
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Beim Durchlauf mit Hilfe von zusatzlichen Zeigern wird jeder Knoten genau einmal auf-
gesucht, was einen Aufwand von O(n) ergibt. Beim Durchlauf tber Baum- und Faden-
zeigern ergibt sich im ungunstigsten Fall ein zweimaliges Aufsuchen jedes Knotens -
einmal Uber einen Baumzeiger und einmal Giber einen Fadenzeiger. Es ist deshalb Klar,
daR3 auch hier die Kosten durch O(n) beschrénkt sind.

4.9 Erweiterte Binarbdume

Es ist manchmal zur Auswertung von Binarbaumen nutzlich, an die Stelle eines jeden
NIL-Zeigers im Baum einen speziellen Knoten anzuhéangen. Wir stellen solche Knoten,
wie in Bild 4.14 gezeigt, als Kastchen dar. Es laf3t sich zeigen, dal3 jeder Binarbaum
mit n Knoten n+1 NIL-Zeiger hat. Folglich haben wir in einem solchen Baum n+1 spe-
zielle Knoten, die wir auch als externe Knoten bezeichnen, weil sie nicht zum urspring-
lichen Baum gehéren. Ein um die externen Knoten erganzter Binarbaum heil3t auch er-
weiterter Bindrbaum. Zum Unterschied zu den externen Knoten bezeichnen wir dann
die urspriinglichen Knoten als interne Knoten. Die Bedeutung der externen Knoten wird
durch verschiedene Anwendungen klar (Abschnitt 5.5).

Beispielsweise endet eine Suche im Baum, die nicht erfolgreich verlauft, in einem ex-
ternen Knoten. Die Pfadlange von der Wurzel zu den externen Knoten kann also zur
Bestimmung der Kosten von erfolglosen Suchvorgangen herangezogen werden.

Bild 4.14:  Beispiele fur erweiterte Binarbaume

Als externe Pfadlange definieren wir die Summe der Langen aller einzelnen Pfade von
der Wurzel zu den externen Knoten S;:

n+1
E = Z Stufe(S;)
i=1
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Die interne Pfadlange entspricht dem eingefuhrten Begriff der Pfadlange (siehe 4.3) zu
allen internen Knoten K;:

n
| = ZStufe(Ki)
i=1
Fur den ersten Baum aus Bild 4.14 erhalten wir
E=2+3+4+5+5+3+3+2=27
und I=0+1+1+2+2+3+4=13.

Man kann allgemein zeigen, daf3 die externe und interne Pfadléange eines Binarbaumes
uber die Beziehung E,, = I, + 2n verknupft sind [Kn73]. Das bedeutet, dal3 ein Binar-
baum mit maximaler/minimaler externer Pfadlange auch maximale/minimale interne
Pfadlange hat. Minimale interne Pfadlange besitzt beispielsweise ein ausgeglichener
Baum. Bei einem vollstandigen Baum der Hohe h betragt sie

h-1
=y (i-2) mith = log,(n+1)
i=1
Maximal dagegen wird sie bei dem zur linearen Liste entarteten Binarbaum:

n-1
_ . _n(n=1)
| = Z = ==
i=1
Oft werden den n+1 externen Knoten positive Gewichte g;, 1 <i < n+1 zugeordnet. Die
gewichtete externe Pfadlange eines solchen Bindrbaumes ergibt sich dann zu

n+1
Eyw = Z Stufe(S;)) - q;
i=1

Ein wichtiges Problem ist die Bestimmung der minimalen gewichteten externen Pfad-
lange. Sie ist die Voraussetzung fur den optimalen Einsatz solcher Baume in verschie-
denen Anwendungsbereichen. Beispielsweise dient sie zur Erstellung von optimalen
Mischbdumen (siehe 6.2), wenn n+1 Strings in einem 2-Wege-Mischen zu verarbeiten
sind. Eine andere Anwendung ist die hier noch einzufihrende Bestimmung optimaler
Codes.

Bei diesem Optimierungsproblem ist den internen Knoten zunachst keine Information
zugeordnet. Durch die Einfihrung der Gewichte gelten die obigen Aussagen beziiglich
der maximalen und minimalen Pfadlange nicht mehr. Ein Beispiel mag das illustrieren.
Es seien n = 3 und die vier Gewichte q; = 25, g, = 15, g3 = 8 und g4 = 3 gegeben. Aus
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diesen Parametern lassen sich eine Vielzahl von erweiterten Bd&umen konstruieren,
beispielsweise auch die folgenden beiden:

25

E,, = 102 E, =88

Anwendungsbeispiel: Optimale Codes

In diesem Beispiel ist der entartete erweiterte Binarbaum ein Baum mit minimaler ge-
wichteter externer Pfadlange.

Erweiterte Binarbdume mit minimaler externer Pfadlange kbnnen zum Entwurf einer
optimalen Menge von Codes fir n+1 Zeichen oder Symbole eines Alphabets herange-
zogen werden [Sa96]. Zur Ubertragung einer Nachricht wiirde dann jedes Zeichen
durch seinen entsprechenden binaren Code ersetzt werden. Die Konkatentation aller
codierten Zeichen der Nachricht wirde als Bitstring tbertragen werden. Nach Empfang
des Bitstrings kann die urspriingliche Nachricht durch Decodierung wiedergewonnen
werden. Das primére Ziel dieser Vorgehensweise ist die kompakte Darstellung der ur-
spriinglichen Nachricht, um eine minimale Ubertragungszeit zu gewahrleisten. Bei der
Speicherung einer codierten Nachricht fallen verminderte Speicherplatzkosten an. Ei-
nen weiteren Vorteil der Codierung, die ja eine Art Chiffrierung ist, stellt die (geringfi-
gige) Erh6hung des Schutzes vor unbefugtem Lesen dar.

Als Beispiel wahlen wir ein Alphabet mit den vier Zeichen A, B, C und D. Mit Hilfe einer
Tabelle kdnnen wir jedem Zeichen einen eindeutigen String von 3 Bits zuordnen. Die
aus 11 Zeichen bestehende Nachricht ABBAABCDADA kann somit in einfacher Weise
durch einen Bitstring der Lange 33 codiert werden. Die Decodierung ist ebenso ein-
fach, da nur vom Anfang des Bitstrings fortlaufend Gruppen von je 3 Bits durch die zu-
gehorigen Zeichen ersetzt werden mussen. Offensichtlich 1af3t sich fur unser Beispiel
ein wesentlich effizienterer 2-Bit-Code finden, der nur noch 22 Bits fur die codierte
Nachricht ben6tigt.

Fuhrt die 2-Bit-Codierung schon auf die Minimierung der Codelange? Bisher wurden
nur Codes fester Lange betrachtet. Bei der Codierung wurden alle Zeichen gleichbe-
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handelt, beispielsweise das Zeichen A, das in der Nachricht finfmal auftrat, und das
Zeichen C, das nur einmal vorkam. Wenn starke Unterschiede in den Haufigkeiten des
Vorkommens der verschiedenen Zeichen auftreten, kann es vorteilhaft sein, den Zei-
chen mit den grol3ten Haufigkeiten kirzere Codes und den Zeichen mit geringeren
Haufigkeiten langere Codes zuzuordnen. Das Problem der optimalen Zuordnung von
Codes variabler Lange 10st der erweiterte Binarbaum mit minimaler gewichteter exter-
ner Pfadlange. Entsprechend den Haufigkeiten ihres Vorkommens vergeben wir die
Gewichte g, = 5 fiir A, q, = 3 fur B, q3 = 2 fir D und g4 =1 fur C. Damit erhalten wir
beispielsweise folgenden Binarbaum mit optimaler externer Pfadlange:

Zeichen Haufigkeit Code

A 5 0

B 3 10
A C 1 111

D 2 110

C

Die Codezuordnung ergibt sich durch den Pfad zum entsprechenden externen Knoten.
Damit laf3t sich unsere Nachricht ABBAABCDADA durch 01010001011111001100 mit
Hilfe von 20 Bits codieren. Bei sehr langen Nachrichten, in denen bestimmte Zeichen
sehr selten auftreten, fallt die Einsparung noch deutlicher aus. Es ist klar, dal’ der Code
fur ein Zeichen nicht Prafix des Codes eines anderen Zeichens sein darf, sonst kbnnte
ein Bitstring nicht mehr decodiert werden. Bei der Decodierung wiif3te man namlich bei
Auftreten eines solchen Préafixes nicht, ob das entsprechende Zeichen ersetzt oder ob
nach einem langeren Code gesucht werden soll. Erweiterte Bindrbaume garantieren
jedoch immer Eindeutigkeit. Die Decodierung laf3t sich mit dem gleichen erweiterten Bi-
narbaum, der zur Bestimmung der Codes gefunden wurde, durchfihren.

Der Bitstring wird von links nach rechts abgearbeitet. Entsprechend dem zu decodie-
renden Bit wird bei 0 nach links und bei 1 nach rechts verzweigt. Wird ein externer Kno-
ten angetroffen, so wird sein Inhalt in die decodierte Nachricht ibernommen. Die De-
codierung wird daraufhin an der Wurzel des erweiterten Bindrbaumes fortgesetzt. Da
die Decodierungszeit eines Zeichens seiner Codelange entspricht, ist sie bei Nachrich-
ten minimaler Codierung minimal. Die minimale Codierung erhéalt man mit Hilfe von er-
weiterten Bindrbdumen minimaler gewichteter externer Pfadlange. Die daraus resultie-
renden Codes bezeichnet man auch als Huffman-Codes.
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D. Huffman entwickelte einen relativ einfachen Algorithmus zur Konstruktion von Bin&r-
baumen mit minimaler gewichteter externer Pfadlange. Folgende Idee liegt diesem Al-
gorithmus zugrunde. Man habe eine Liste von Bdumen, die anfanglich aus n externen
Knoten als Wurzeln besteht. In den Wurzeln der Baume sind die Haufigkeiten g; einge-
tragen. Man suche die beiden Baume mit den geringsten Haufigkeiten und entferne sie
aus der Liste. Die beiden gefundenen Baume werden als linker und rechter Unterbaum
mit Hilfe eines neuen Wurzelknotens zu einem neuen Baum zusammengeflgt und in
die Liste eingetragen. Die Wurzel erhélt die Summe der Haufigkeiten der beiden Un-
terbaume als Gewicht. Dieses Auswahlen und Zusammenfiigen wird solange fortge-
setzt, bis die Liste nur noch einen Baum enthéalt. Dieser Baum stellt die Lésung des
Problems dar.

Bei dieser Konstruktion werden bei n externen Knoten n-1 Baume, die den internen
Knoten entsprechen, erzeugt. Die externen Knoten seien bereits in die Liste L einge-
tragen. Dann |af3t sich folgende Grobformulierung des Algorithmus angeben.

Algorithmus HUFFMAN(L,N)

FORI1:=1TO N-1DO
P1 := "kleinstes Element aus L"
Entferne P1 aus L"
P2 .= "kleinstes Element aus L"
“Entferne P2 aus L"
“Erzeuge Knoten P"
“Hange P1 und P2 als Unterbaume an P an"
"Bestimme das Gewicht von P als Summe der Gewichte P1 und P2”
"Flge P in Liste ein"
END

Der Ablauf dieses Algorithmus ist in Bild 4.15 durch ein Beispiel mit 6 externen Knoten
veranschaulicht. Es ist die Folge der beim Ablauf entstehenden Binarbaumen skizziert.
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Gewichte: q; =3,0,=4,03=6,0,=9, g5 =12, g = 15

Bild 4.15: Konstruktion eines erweiterten Bindrbaumes nach dem Algorithmus
HUFFMAN

Mit den angegebenen Knotengewichten erhalten wir beim Baum, der als Ergebnis ge-
liefert wird, eine gewichtete externe Pfadlange von

Ew=2-9+2-12+3:-6+4-3+4-4+2-15=118

Der beste fast vollstandige Binarbaum hat dagegen eine gewichtete externe Pfadlange
von E; = 120.

Fur eine Implementierung des Algorithmus HUFFMAN als MODULA-Prozedur benut-
zen wir zur Darstellung eines Knotens den Typ RECORD und zur Darstellung der Liste
L einen Vektor vom Typ ARRAY OF Knoten:

TYPE Knoten = RECORD
Gewicht : CARDINAL;
Waurzel : BOOLEAN;
Lsohn : CARDINAL;
Rsohn : CARDINAL;
END;
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Bei n externen Knoten ergeben sich n-1 interne Knoten, so dal3 der Vektor 2n-1 Ein-
trage besitzen mul3. Dabei soll n einen konstanten Wert besitzen.

VAR L :ARRAYJ1..2*N-1] OF Knoten;

Gegenuber der Grobformulierung des Algorithmus HUFFMAN flhren wir einige Ver-
besserungen ein, die vor allem eine effizientere Bestimmung der beiden kleinsten Ge-
wichte betreffen. Dabei muf3 der in Frage kommende Ausschnitt aus L nur einmal
durchsucht werden. Die einzelnen Baume werden alle durch Verzeigerung als Feld-
baum-Darstellung in L reprasentiert. Die als Programm 4.7 aufgelistete MODULA-Pro-
zedur implementiert den Algorithmus HUFFMAN.

Die Speicherplatzkomplexitat der gewahlten Implementierung von Algorithmus HUFF-
MAN betréagt 2n-1. Ihre Zeitkomplexitat ergibt sich aus den Durchlaufen der beiden ge-
schachtelten Schleifen. Die aul3ere Schleife wird (n-1)-mal durchlaufen. Neben einem
konstanten Aufwand c, ist jedes Mal eine innere Schleife zu bearbeiten. Sie erfordert
beim i-ten Durchlauf n+i Schritte, die jeweils mit einem konstanten Kostenanteil von c,
abgeschéatzt werden kdnnen. Also ergeben sich als Kosten

n-1
C<(n-1)c, +cy Z (n+1i)
i=1

(n=1)cy +cy(n —1)(n + g)

o(n) +0(n?) = o(n?).

Durch eine effizientere Implementierung laf3t sich eine glinstigere Kostenschranke er-
zielen. Wenn L als Heap (siehe 6.3) verwaltet wird, lassen sich die kleinsten Gewichte
mit einem Aufwand von O(log,n) bestimmen, so dal3 eine Zeitkomplexitat von
O(nlog,n) erwartet werden kann.
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PROCEDURE HUFFMAN (N: CARDINAL);

{L enthalte als global definierte Liste in den Positionenl bis N die Menge N der
externen Knoten mit den entsprechenden Gewichten. Die Indikatoren Wurzel sei-
en Uberall auf TRUE gesetzt; Lsohn und Rsohn enthalten jeweils 0.}

VAR P, P1, P2 : CARDINAL,;
I, GEW1, GEW2 : CARDINAL,;

BEGIN

FOR P := N+1 TO 2*N-1 DO
{P zeigt auf den nachsten verfigbaren Knoten}
{es werden die beiden Wurzeln mit den geringsten Gewichten
bestimmt}
P1:=0; P2:=0;
Gewl := MAX(CARDINAL);
Gew2 := MAX(CARDINAL);
FOR1:=1TO P-1DO

IF L[I].Wurzel THEN
IF L[I].Gewicht < Gewl THEN

Gew2 = Gewl;
Gewl := L[l].Gewicht;
P2 :=P1;

P1:=1;

ELSIF L[l].Gewicht < Gew2 THEN
Gew?2 = L[l].Gewicht;
P2 :=1,
END;
END;
END;
{P1 wird linker und P2 rechter Unterbaum von P}
WITH L[P] DO
Gewicht := L[P1].Gewicht + L[P2].Gewicht;
Wurzel := TRUE;
Lsohn := P1;
Rsohn := P2;
END;
L[P1].Wurzel := FALSE;
L[P2].Wurzel := FALSE;
END;
END HUFFMAN;

Programm 4.7: ~ HUFFMAN-Algorithmus
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5. Binare Suchbaume

Wir betrachten in diesem Kapitel einen sehr wichtigen Spezialfall des Bindrbaumes.
Die Datenelemente, die in einem sogenannten binaren Suchbaum organisiert sind, be-
sitzen einen Schlussel K, der ihren Platz in der Baumstruktur bestimmt. In einem bina-
ren Suchbaum gilt fir jeden Knoten mit Schlussel K:

KIinks <K< Krechts

Der Schlissel des linken Nachfolgerknotens von K ist, falls er existiert, kleiner als K,
und der Schlissel des rechten Nachfolgerknotens von K ist, falls er existiert, grof3er als
K.

Diese Ordnung erlaubt effiziente Aufsuchoperationen fir beliebige Datenelemente so-
wie die sortierte Verarbeitung der gesamten Datensammlung mit Hilfe eines Durch-
laufs in Zwischenordnung. Bindre Suchbaume eignen sich deshalb besonders gut fur
die Organisation grof3er Datenmengen, auf die direkt Gber einen Schlissel und se-
quentiell nach auf- oder absteigenden Schliisselwerten zugegriffen wird. Die Datenele-
mente kdnnen Satze sein, die neben dem Schlusselfeld noch eine Reihe weiterer Fel-
der besitzen. Da diese restlichen Felder fir die Struktur unerheblich sind, beschranken
wir uns auf das Schlitsselfeld. Seine Inhalte kbnnen Namen, aber auch alphanumeri-
sche oder numerische Werte sein. In jedem Fall mul3 auf den Schlisselwerten eine
Ordnung (z.B. lexikographisch) definiert sein. Wir verlangen weiterhin, daf3 die Schls-
selwerte eindeutig sind. Diese Forderung kann durch Modifikation der Algorithmen auf-
gehoben werden.

5.1 Naturliche bindre Suchbaume

Als erste Struktur diskutieren wir die nattrlichen binéaren oder kurz binaren Suchbau-
me, die keinerlei Reorganisationsoperationen auf der Baumstruktur verlangen und
deshalb zu unausgeglichenen Baumstrukturen fuhren. Im Extremfall kann ein solcher
Baum zur linearen Liste entarten.

Definition: Ein natlrlicher binarer Suchbaum B ist ein Bindrbaum; er ist entweder leer
oder jeder Knoten in B enthélt einen Schlissel und:

i. alle Schlussel im linken Unterbaum von B sind kleiner als der Schlissel in der Wur-
zelvon B

ii. alle Schlissel im rechten Unterbaum von B sind grol3er als der Schliissel in der
Wurzel von B

iii. die linken und rechten Unterbaume von B sind auch bindre Suchbaume.
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Grundoperationen des binaren Suchbaumes

Es gibt vier Grundoperationen auf dem binaren Suchbaum: direkte Suche eines
Schlissels, sequentielle Suche nach allen Schlusseln, Einfliigen und Loschen eines
Knotens.

Der Aufbau eines binaren Suchbaumes geschieht durch sukzessive Einfigungen von
Knoten. Die Folge der Einfligungen von Schlisselwerten bestimmt das Aussehen des
Baumes. Neue Knoten werden immer als Blatter eingefligt. Die Position des Blattes
wird dabei durch den neu einzufiigenden Schlussel festgelegt. Beim Aufbau eines Bau-
mes ergibt der erste Schlussel die Wurzel. Der zweite Schlissel wird linker Nachfolger
der Wurzel, wenn er kleiner als der Schliussel der Wurzel ist. Wenn er groé3er als der
Schlussel der Wurzel ist, wird er rechter Nachfolger. Dieses Verfahren wird fortgesetzt
angewendet, bis die Einflgeposition bestimmt ist. Als allgemeines Einfligeschema er-
halten wir:

Einflge(x)
=

(1) (0)

X<y X>y

In Bild 5.1 sind zwei verschiedene binare Suchbaume dargestellt. Es gibt sehr viel
mehr Mdglichkeiten, aus der vorgegebenen Schlisselmenge einen bindren Suchbaum
zu erzeugen. Bei n Schlisseln ergeben sich durch Permutation n! verschiedene
Schlusselfolgen, von denen bestimmte Folgen jeweils auf denselben Baum fuhren.
Insgesamt lassen sich bei n Schliisseln

1 (Zn)
n+1 \n
verschiedene bindre Suchbdume erzeugen.

Aus den Baumstrukturen in Bild 5.1 wird deutlich, dal3 der bindre Suchbaum zur linea-
ren Liste entartet, wenn die einzufliigende Schlisselfolge sortiert ist. Da keinerlei Aus-
gleichs- oder Reorganisationsoperationen vorgenommen werden, ist das Einfligen
sehr einfach. Ein Algorithmus zum Einfligen eines Knotens in einen bindren Suchbaum
laRt sich auf elegante Weise rekursiv formulieren (Programm 5.1). Dazu definieren wir
sein Knotenformat:
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TYPE Kptr = POINTER TO Knoten;
Knoten = RECORD
Lsohn : Kptr;
Key : Schluesseltyp;
Rsohn : Kptr
END;

LEIBNIZ

CARNAP SOCRATES

PLATON SPINOZA

a) Einfugereihenfolge:
KANT, LEIBNIZ, HEGEL, HUME, LOCKE, SOCRATES, SPINOZA, DESCARTES,
CARNAP, FREGE, PLATON

LEIBNIZ

DESCARTES

SOCRATES

CARNAP SPINOZA

PLATON

N

HEGEL ()

b) Einflgereihenfolge:
LEIBNIZ, DESCARTES, CARNAP, HUME, SOCRATES, FREGE, LOCKE, KANT,
HEGEL, PLATON, SPINOZA

Bild 5.1: Zwei verschiedene bindre Suchbaume
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Bei der direkten Suche nach einem Schlissel wird ahnlich wie beim Einfliigen zur Be-
stimmung der Einfligeposition vorgegangen. Bei der Suche nach dem Schlissel FRE-
GE werden in der Baumstruktur nach Bild 5.1a die Knoten KANT, HEGEL, DESCAR-
TES und FREGE durchlaufen. Eine erfolglose Suche nach HEIDEGGER in Bild 5.1b
verlauft tber LEIBNIZ, DESCARTES, HUME, FREGE und HEGEL. Sowohl als rekur-
siver als auch als iterativer Algorithmus Iaf3t sich die direkte Suche sehr einfach formu-
lieren. Die angegebenen Funktionen liefern einen Zeiger zum gesuchten Knoten oder
den Wert NIL bei nicht erfolgreicher Suche (Programm 5.2).

Sequentielle Suche im bindren Suchbaum wird mit Hilfe eines Durchlauf-Algorithmus
bewerkstelligt. Dabei erreicht man eine Verarbeitung nach aufsteigenden Schlissel-
werten bei einem Durchlauf in Zwischenordnung (LWR-Algorithmus); eine absteigende
Schlusselfolge ergibt sich durch die inverse Zwischenordnung (RWL-Algorithmus). Na-
turlich kann zur Unterstitzung der sequentiellen Suche der bindre Suchbaum zusatz-
lich mit einer entsprechenden Fadelung versehen werden.

PROCEDURE Einfuge (VAR Wurzel : Kptr; Nkey : Schluesseltyp);

BEGIN
IF Wurzel = NIL THEN
NEW (Wurzel);
WITH Wurzel* DO

Key := Nkey;

Lsohn := NIL,;

Rsohn := NIL;
END

ELSE
WITH Wurzel* DO
IF Nkey <Key THEN
Einfuege (Lsohn, Nkey)
ELSIF Nkey > Key THEN
Einfuege (Rsohn, Nkey)
ELSE
WriteString(‘doppelter Schluessel’)
END;
END;
END;
END Einfuge;

Programm 5.1:  Einfigen eines Knotens in einen binaren Suchbaum
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rekursive Version:

PROCEDURE Suche (Wurzel : Kptr; Skey : Schluesseltyp) : Kptr;

BEGIN
IF Wurzel = NIL THEN
RETURN NIL
ELSE
WITH Wurzel* DO
IF  Skey < Key THEN
RETURN Suche (Lsohn, Skey)
ELSIF Skey > Key THEN
RETURN Suche (Rsohn, Skey)
ELSE
RETURN Wurzel
END;
END;
END;
END Suche;

iterative Version:
PROCEDURE Finde (Wurzel : Kptr; Skey : Schluesseltyp) : Kptr;
VAR Gefunden : BOOLEAN;

BEGIN
Gefunden := FALSE;
REPEAT
IF Wurzel = NIL THEN
Gefunden = TRUE
ELSE
WITH Wurzel* DO
IF  Skey < Key THEN
Waurzel := Lsohn
ELSIF Skey > Key THEN
Wurzel := Rsohn
ELSE
Gefunden := TRUE
END;
END;
END;
UNTIL Gefunden;
RETURN Wurzel
END Finde;

Programm 5.2:  Suchen eines Knotens in einem binaren Suchbaum
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Der Loschvorgang in einem binaren Suchbaum ist erheblich komplizierter als der Ein-
fugevorgang. Solange der zu l6schende Knoten ein Blatt ist, ist die Operation sehr ein-
fach; der Knoten wird einfach abgeschnitten. Bei inneren Knoten ist eine Fallunter-
scheidung vorzunehmen. Hat der zu I6schende Knoten nur einen (linken oder rechten)
Unterbaum, wird der Knoten entfernt und durch den Wurzelknoten eines Unterbaums
ersetzt. Sind beide Unterbaume nicht leer, so kann die Ersetzung des Knotens nicht
einfach durch die Wurzel eines der beiden Unterbaume erfolgen, da als Ergebnis ein
Knoten dann drei Unterbdume haben wirde. Vielmehr mul3 in diesem Fall der grof3te
Schlussel im linken Unterbaum (gl) oder der kleinste Schliissel im rechten Unterbaum
(kr) gesucht werden. Dieser Knoten ersetzt den zu Idschenden Knoten und verweist
auf die beiden Unterbaume. In einem der Unterbaume ist dann eine Folgel6schung
vorzunehmen, die jedoch in jedem Fall auf einen einfachen Léschvorgang fihrt (Blatt-
knoten oder innerer Knoten mit einem Unterbaum). In Bild 5.2 sind die Fallunterschei-
dungen beim Loschen durch Graphiken verdeutlicht. Die Durchfihrung einiger Lsch-
vorgange im binaren Suchbaum ist in Bild 5.3 gezeigt.

Der Loschalgorithmus wurde als rekursive Prozedur Entferne in MODULA-2 formuliert
(Programm 5.3). Die Falle a und b nach Bild 5.2 lassen sich relativ leicht handhaben.
Der Fall ¢ wurde durch eine rekursive Prozedur Ersetze implementiert, die im rechten
Unterbaum des zu Idschenden Knotens K; mit Schlussel x den Knoten K, mit dem
kleinsten Schlussel (Linksauf3en) sucht, dessen Inhalt in K, speichert, dann den rech-
ten Unterbaum von K, an dessen Vorganger hangt und schlief3lich K, freigibt.

Ein anderer denkbarer Ansatz fir das Ldoschen besteht darin, jeden zu I6schenden
Knoten speziell zu markieren und ihn daraufhin bei Such- und Einfigevorgadngen ge-
sondert zu behandeln. Damit wird zumindest temporar die Komplexitat des Loschpro-
blems vermieden. Von Zeit zu Zeit ist jedoch eine Reorganisation der Baumstruktur
notwendig, durch die markierte Knoten entfernt werden (garbage collection). Zusatz-
lich werden jedoch die Such- und Einfligealgorithmen wegen der Sonderbehandlung
der markierten Knoten komplexer.

Kosten der Grundoperationen

Fur die Gite und praktische Tauglichkeit einer Baumstruktur sind die Kosten der ein-
zelnen Grundoperationen maf3gebend. Zur genauen Beurteilung der Datenstruktur
mussen wir deshalb versuchen, ihre quantitativen Eigenschaften fir die Wartungsope-
rationen und fur sequentielle und direkte Suche zu bestimmen und durch aussagekréaf-
tige GroRRen auszudricken. Als adaquates Kostenmal3 fur eine Operation gilt in der Re-
gel die Anzahl der aufgesuchten Knoten oder aquivalent dazu die Anzahl der benétig-
ten Suchschritte oder Schlisselvergleiche.
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a) Xist Blatt

=
BI Br
B, B,

b) x hat leeren linken/rechten Unterbaum

aDA0

c) X hat zwei nicht-leere Unterbaume

Bild 5.2: Fallunterscheidung beim Léschvorgang

Wie wir bei der Untersuchung der binaren Baume gesehen haben, betragen die Kosten
fur die sequentielle Suche bei allen Varianten der verschiedenartigen Durchlauf-Algo-
rithmen O(n) Suchschritte. Die Kosten fur eine Einflgung entsprechen im wesentlichen
denen zur Bestimmung der Einfligeposition. Der Suchweg verlauft dabei immer von
der Wurzel bis zu einem Blatt. Die Hohe h ist also ein Malf3 fur die maximalen Einflige-
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kosten. Bei einer Loschoperation mufl3 zwischen verschiedenen Féllen differenziert
werden. Hat der zu l6schende Knoten héchstens einen Nachfolger, so ergeben sich die
Ldschkosten aus seinem Suchpfad. Wird also beispielsweise ein solcher Knoten in der
Nahe der Wurzel geléscht, so fallen nur geringe Loschkosten an. Hat der zu I6schende
Knoten zwei Nachfolger, so ist zusétzlich zum Aufsuchen des Knotens ein Ersatzkno-
ten in einem seiner Unterbaume zu suchen. Auch in diesem Fall sind die Gesamtko-
sten durch die Hohe h der Baumstruktur begrenzt.

DESCARTES SPINOZA

LEIBNIZ PLATON

SOCRATES
Ldsche(LOCKE)
=
PLATON
DESCARTES SPINOZA
CARNAP LEIBNIZ SOCRATES
Lésche(DESCARTES)
=
PLATON
CARNAP SPINOZA
LEIBNIZ SOCRATES

Bild 5.3: Loschen von Elementen im binaren Suchbaum
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Losche(FREGE)

=
PLATON
CARNAP SPINOZA
LEIBNIZ SOCRATES
Bild 5.3: Ldschen von Elementen im binaren Suchbaum (Fortsetzung)
PROCEDURE Entferne (VAR Wurzel : Kptr; X : Schluesseltyp);
VAR Temp : Kptr;
PROCEDURE Ersetze (VAR Aktuell : Kptr);
BEGIN
IF Aktuell*.Lsohn <> NIL THEN
Ersetze (Aktuell®.Lsohn)
ELSE {Knoten wird durch Linksauf3en in}
Temp”.Key := Aktuell*.Key; {seinem rechten Unterbaum ersetzt}
Temp := Aktuell; {Freigabe des Knotens}
Aktuell := Aktuell*.Rsohn
END
END Ersetze;
BEGIN
IF Wurzel = NIL THEN
WriteString(‘Schluessel nicht im Baum’)
ELSIF x < Wurzel*.Key THEN
Entferne (Wurzel”.Lsohn, X)
ELSIF x > Wurzel*.Key THEN
Entferne (Wurzel®.Rsohn, X)
ELSE {Wurzel zeigt auf Knoten mit}
Temp := Wurzel; {Schlussel X}
IF Temp”.Lsohn = NIL THEN {Fall a oder b rechts}
Wurzel := Temp”.Rsohn
ELSIF Temp”~.Rsohn = NIL THEN {Fall a oder b links}
Wurzel := Temp”.Lsohn
ELSE {Fall c: ersetze durch kleinsten}
Ersetze (Temp”.Rsohn); {Schlussel im rechten Unterbaum}

DISPOSE (Temp)
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END;
END
END Entferne;

Programm 5.3:  LOschen eines Knotens aus einem bindren Suchbaum

Die direkte Suche wird oft als die zentrale Operation in einem binaren Suchbaum an-
gesehen. Wir werden deshalb versuchen, die mittleren Zugriffskosten z zum Auffinden
eines Elementes etwas genauer zu bestimmen. Dazu fihren wir eine Fallunterschei-
dung ein. Als mittlere Zugriffskosten verstehen wir die mittlere Anzahl der Vergleiche
oder Suchschritte bei erfolgreicher Suche. Dabei wird eine Gleichverteilung der Zu-
griffswahrscheinlichkeit fir alle Schlissel im binaren Suchbaum unterstellt. Die M6Ag-
lichkeit einer erfolglosen Suche wird nicht betrachtet. Ein Beispiel soll die Vorgehens-
weise verdeutlichen.

Die mittleren Zugriffskosten z eines Baumes B erhalt man am einfachsten, wenn man
seine gesamte Pfadlange PL als Summe der Langen der Pfade von der Wurzel bis zu
jedem Knoten K; berechnet.

n
PL(B) = Z Stufe(K;)
i=1

oder mit n; = Zahl der Knoten auf Stufe i

h-1 h-1
PL(B) = Z i-n, und Z n, = n = gesamte Knotenzahl
i=0 i=0

Die mittlere Pfadlange ergibt sich zu | = PL/n.
Da bei jedem Zugriff noch auf die Wurzel zugegriffen werden muf3, erhalten wir

h-1

: Z(i+1)-ni
i=0

z=l+1= 1
n

Beispiel: Stufe

0 PL=(0-1+1-2+2-4+3.2) = 16

- _PL _25
zZ = n+1_9
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Maximale Zugriffskosten

Die langsten Suchpfade und damit die maximalen Zugriffskosten ergeben sich, wenn
der binare Suchbaum zu einer linearen Liste entartet, d. h., wenn es zu jedem Knoten
hdchstens einen Nachfolger gibt. Beispiele fur solche Strukturen sind in Bild 5.4 skiz-
Ziert.

Bild 5.4: Einige entartete binare Suchbaume

Stufe

o

[EEN

N

w

IN

Als Hohe h erhalten wir: h = |,5+1 = n.

Weiterhin gilt fur alle i : n; = 1. Daraus folgen als maximale mittlere Zugriffskosten

n-1
- 1 . n+1
Zmax:ﬁ' (|+1).1:n.%;
i=0
- n+1
Zmax — > ):O(n)

Bei entarteten bindren Suchbdumen ist also mit linearem Suchaufwand zu rechnen.
Minimale Zugriffskosten

Minimale mittlere Zugriffskosten kénnen in einer fast vollstandigen oder ausgegliche-
nen Baumstruktur erwartet werden. In einer solchen Struktur ist die Anzahl der Knoten

- auf jeder Stufe i < h-1: n; = 21 Knoten
- auf Stufe i = h-1: 1 <n; <2 Knoten.
Damit ergibt sich als Gesamtzahl der Knoten

M1 1cn<oo1
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Die Hohe h als Funktion von n erhalten wir durch
M lencn+1<2”

h-1 h
2 <n<?2

h-1<log,n<h.
Da h immer ganzzahlig ist, folgt
h = \_Iogznj +1

Die mittleren Zugriffskosten einer ausgeglichenen bindren Baumstruktur lassen sich
wie folgt berechnen:

h-2 . h-2 .
Pliin = Zi.2'+(h_1),[n_22|}
[ i=0

i=0

Der erste Term beschreibt die gesamten Pfadlangen zu den Knoten der Stufen 0 bis
h - 2, wahrend im zweiten Term die Pfadlangen der Stufe h -1 zusammengefal3t sind.
Nach [Kn73] gilt

k
yi2 = (k=1)-2"142
i=0
Damit ergibt sich

PL.. = (h=3)-2" 1424 (h=1). (n-2""1+1)

:(h—l)-(n+1)—2h+2 mith:LIogsz+1.
Durch Einsetzen der Hohe h erhalten wir

I 1
Pme = (n+1)L|og2nJ_2L ngnJ+ +

2
~(n+1)-log,n—-2n+2
Far groBe n (n»1) giltdann
PLin=n-(log,n-2).
Daraus folgt

_ PL .

Im gunstigsten Fall ergibt sich also beim bindren Suchbaum ein logarithmischer Zu-
griffsaufwand.
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Durchschnittliche Zugriffskosten

Die beiden betrachteten Grenzfalle liefern die Extremwerte der mittleren Zugriffsko-
sten. Da diese Werte eine sehr weite Spanne beschreiben, sind sie fir den allgemei-
nen Einsatz nicht besonders aussagekraftig. Beispielsweise erhalten wir als Extrem-
werte fur n=10% Elemente

Zmin = 19 und z5x = 500000 .

Es ist klar, dal3 das Entstehen eines entarteten Baumes durch geeignete Restrukturie-
rungsmafl3nahmen vermieden werden sollte, selbst wenn sein Auftreten noch so un-
wahrscheinlich ist. Die Grenzwerte geben jedoch keinen Hinweis darauf, ob die mittle-
ren Zugriffskosten in einem beliebigen binaren Suchbaum eher in der Nahe des unte-
ren Grenzwertes, in der Mitte des Intervalls oder eher in der N&dhe des oberen
Grenzwertes liegen.

Die Differenz der mittleren zu den minimalen Zugriffskosten ist ein Malf3 daftir, wie drin-
gend zusatzliche Balancierungstechniken in die Wartungsalgorithmen tGbernommen
werden mussen, um mdaglichst ausgeglichene Baume garantieren zu kénnen.

Die Ableitung der mittleren Zugriffskosten wird hier in einer gewissen Ausfuhrlichkeit
vorgenommen, weil der gewéhlte Ansatz als charakteristisches Analysebeispiel gelten
kann. Er zeigt die prinzipielle Vorgehensweise bei Baumstrukturen. Wir lehnen uns da-
bei eng an [Wi83] an. Bei den Untersuchungen handelt es sich um die Bestimmung der
Zugriffskosten z,, als Mittelwert Uber alle n Schliissel und uber alle n! Baume, die sich
aus den n! Permutationen der Eingabereihenfolge der Schlissel erzeugen lassen. Die
Zugriffswahrscheinlichkeit fur jeden Schlussel ist dabei gleich grof3.

Ohne Einschrankung der Allgemeingultigkeit nehmen wir an, dal3 n verschiedene
Schlissel mit den Werten 1, 2, ..., nin zufalliger Reihenfolge gegeben sind. Die Wahr-
scheinlichkeit, daf3 der erste Schlussel den Wert i besitzt, ist 1/n. Er wird beim Aufbau
des Baumes zur Wurzel. Sein linker Unterbaum B, wird dann i-1 Knoten und sein rech-
ter Unterbaum B, n-i Knoten enthalten (Bild 5.5).

Zn_j

Bild 5.5: Baumschema zur Bestimmung der mittleren Zugriffskosten
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1 und z, _;seien die mittleren Zugriffskosten in B, und B,. Die Reihenfolge, in der

die Schlussel in die beiden Unterbdume eingefiigt werden, sei wiederum zuféllig, d. h.,
alle moglichen Permutationen der restlichen n-1 Schlussel sind gleich wahrscheinlich.
Die mittleren Zugriffskosten in einem bin&ren Suchbaum mit n Knoten ergeben sich als
Summe der Produkte aus Pfadlange I+1 und Wahrscheinlichkeit des Zugriffs flr jeden
Knoten:

n
Z (I + 1) - WS(Zugriffaufj)
] =
Unter der Annahme, dal} ein Zugriff auf alle Knoten mit gleicher Wahrscheinlichkeit er-
folgt, gilt:

n
7, = % > (+1) . (5.1)

Unter Bezugnahme auf das Baumschema in Bild 5.5 kann (5.1) umformuliert werden.
Fur den Baum mit i als Wurzel erhalten wir

zn(i) = = ((Z|—1+1) (i-1)+1+(zZn_j*+1)-(n=i) . (5.2)

(5.2) setzt sich zusammen aus den mittleren Zugriffskosten z; _4 + 1 fur (i-1) Schlussel
in B, den Zugriffskosten von 1 fuir die Wurzel und den mittleren Zugriffskosten z, _j + 1

fur (n-i) Schlissel in B,. Die gesuchte Grole z,, ergibt sich nun als Mittel der z, (i) mit

i=1, 2, ..., n,d. h. Gber alle Baume mit 1, 2, ..., n als Wurzel.

n
= 12 z((ii_1+1>-(i—1>+1+<£n_i+1>-<n—i>>

n

. iz z (Zi_1-(i-1)+(Zn_i- (N=0)))

n n-—
_ 2 , - _ 2
—1+—2-Z(|—1)-zi_1— =
n" 0 n

1

iz (5.3)
i=0
Die Gleichung (5.3) stellt eine Rekurrenzrelation von der Form z,, = f(z,,.1, ..., Z;) dar.

Sie laldt sich zur leichteren Handhabung auf die folgende Weise in eine Rekurrenz-
relation der Form z,, = g(z,,.1) umformen:

n-2
- 2 - 2 .=
zn:—z-(n—l)-zn_1+—2- Z"Zi (5.4)
n ,
i=0
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Durch Substitution von n-1 fur n in Gleichung (5.3) ergibt sich
n-2
2 . Y.z (5.5)
2 Z ! '
(=" =

Zn_1 = 1+

Eine Umformung und Multiplikation von (5.5) mit ((n - 1)/n)? liefert

n-2
2 .- n-1\2 -
2 oyiz= () @ (5.6)
n .
i=0
Nun kann (5.6) in (5.4) eingesetzt werden:
- 2 - n-1)2 -
Zn:1+;§'(n—1)'zn—l+(( =DV (2y_1-1)
=L ((n®-1)-z,_y+2n-1) . (5.7)
n

Die Rekursionsgleichung nach (5.7) laf3t sich in nicht-rekursiver, geschlossener Form
mit Hilfe der harmonischen Funktion

n
H, = Z :
i=1
darstellen. Es ergibt sich
= n+1
zn:Z-%-Hn—3 . (5.8)

Eine Naherungslosung fir H, finden wir in [Kn68]:

1 1 1

Hn:y+ln(n)+-2———————2+ 28 O<e<

12n~ 120n 256n
wobei y=0.57721... die Eulersche Konstante ist.

H,, eingesetzt in (5.8) liefert
zn, = 2(In(n)+vy)-3 = (2-In(n))—c

Die mittleren Zugriffskosten beim binaren Suchbaum wachsen also mit dem natrli-
chen Logarithmus von n (O(In(n))). Beim ausgeglichenen binaren Suchbaum hatten wir

als Zugriffskosten  zpip = log,(n)—1 . Um etwas Uber die relativen Mehrkosten

gegenuber dem ginstigsten Fall zu erfahren, setzen wir beide Zugriffskosten ins Ver-
haltnis:

Zn _ 2In(n)—c 2In(n)-c

= = = 2In(2) = 1,386...
Zmin  1092(N) =1 log,(n) @
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Wenn wir an die breite Spanne zwischen z,,;, und z,,,, denken, dann ist dieses Ergeb-
nis eine Uberraschung. Es besagt, daR wir bei zufallig entstehenden Baumen im Ver-
gleich zu ausgeglichenen B&aumen nur einen mittleren Mehraufwand von 39% zu er-
warten haben. Oder anders ausgedrickt: Gegenuber zufallig entstehenden Baumen
ist durch Anwendung von Balancierungstechniken im Mittel nur eine Verbesserung von
hdchstens 39% zu erwarten. Diese Aussage konnte leicht zu dem Schlul3 fihren, dal3
sich fur die meisten Anwendungen die Einfihrung von Balancierungs- oder Restruktu-
rierungstechniken, die ja zu komplexeren Wartungsalgorithmen fiihren, nicht lohnen.
Da diese Aussage jedoch nur im Mittel gilt und keineswegs gesagt ist, dal? eine Entar-
tung der Baumstruktur nicht auftritt, missen in den meisten Anwendungen Mafl3nah-
men vorgesehen sein, die bei einem binaren Suchbaum einen gewissen Grad an Aus-
geglichenheit garantieren.

5.2 Hohenbalancierte bindre Suchbaume

Es ist klar, dal3 der ausgeglichene bindre Suchbaum die winschenswerte Struktur dar-
stellt, die fur alle Grundoperationen die geringsten Kosten verursacht. Da diese Struk-
tur bei jeder Aktualisierungsoperation von ihrem Optimum abweichen kann, stellt sich
die Frage, ob in einem solchen Fall sofort die Wiederherstellung der Ausgeglichenheit
erzwungen werden soll oder ob gewisse Abweichungen toleriert werden kénnen. In
Bild 5.6 ist das Problem der Wartung ausgeglichener binarer Suchbdume skizziert.

ROM

BERN

ATHEN ROM

Bild 5.6: Beispiel fur die Wartung ausgeglichener binarer Suchbdume
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In den ersten Baum konnte der Schliissel WIEN ohne Zusatzaufwand eingefluigt wer-
den, da der Baum ausgeglichen bleibt. Nach Einfigen von ATHEN ist der Baum nicht
mehr ausgeglichen. Zur Wiederherstellung der Ausgeglichenheit missen im Beispiel
alle Schlissel verschoben werden, d. h., ein Transformationsalgorithmus, der standige
Ausgeglichenheit garantiert, erfordert einen Aufwand von O(n). Wegen der hohen Re-
organisationskosten und wegen der Schwierigkeit der Baumtransformation erscheint
der erste Weg als prohibitiv. Die Reduktion der Zugriffskosten, die ja bei den unterstell-
ten kleinen Abweichungen nur gering ausfallen wirde, kénnte das starke Ansteigen
der Reorganisationskosten nicht aufwiegen. Ohne eine drastische Verschlechterung
des Suchverhaltens beflrchten zu missen, kdnnen gewisse Abweichungen des Bau-
mes von seiner Ausgeglichenheit erlaubt werden. Es ist also ein Kompromif3 zwischen
ausgeglichenen Suchbdumen und natirlichen Suchbaumen zu finden. Dadurch, daf3
die Baume nur “fast ausgeglichen” gehalten werden missen, sollten sich die Reorga-
nisationskosten auf ein notwendiges Minimum beschranken lassen.

Diese Forderung bedeutet, dal’ keine globalen, d. h. den ganzen Baum betreffende
Reorganisationsalgorithmen eingesetzt werden durfen. Es muf3 vielmehr mdglich sein,
den Baum durch lokale, nur den Pfad von der Wurzel zur Position der Anderung betref-
fende Transformationen fast ausgeglichen oder balanciert zu halten. Der balancierte

binare Suchbaum soll den schnellen direkten Zugriff mit =z, 54 ~ O(log,n) und auch

Einflige- und Loschoperationen mit logarithmischen Aufwand (O(log,n)) gestatten.

Den verschiedenen Lésungen dieses Balancierungsproblems liegt die Heuristik zu-
grunde, nach der fur jeden Knoten im Baum versucht wird, die Anzahl der Knoten in
jedem seiner beiden Unterbaume maoglichst gleich zu halten. Zur Erreichung dieses
Zieles gibt es zwei unterschiedliche Vorgehensweisen:

- die zulassige Hohendifferenz der beiden Unterbdume ist beschrankt

- das Verhaltnis der Knotengewichte der beiden Unterbaume erfiillt gewisse Bedin-
gungen.

Das erste Balancierungskriterium fiihrt auf die Klasse der héhenbalancierten binéren
Suchbaume. Vertreter dieser Klasse sind der AVL-Baum, der H-Baum, der HS-Baum
und der HB-Baum. Die gewichtsbalancierten bindren Suchbdume ergeben sich durch
Anwendung des zweiten Balancierungskriteriums. Der bekannteste Vertreter dieser
Klasse ist der BB(a)-Baum (bounded-balanced).

Wir wollen zunachst das Prinzip der Héhenbalancierung darlegen und dann den AVL-
Baum als wichtigste hohenbalancierte Baumstruktur einfihren.
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Definition: Seien B(x) und B(x) die linken und rechten Unterbdume eines Knotens x.

Weiterhin sei h(B) die Hohe eines Baumes B. Ein k-balancierter bindrer Suchbaum ist
entweder leer oder es ist ein Suchbaum, bei dem fur jeden Knoten x gilt:

n(B,(x)) —h(B,(x))| <k

Bei einem k-balancierten bindren Suchbaum erfillt jeder Knoten das Balancierungskri-
terium. Es ist also gewéhrleistet, dal’ fir jeden Knoten der Absolutbetrag der Differenz
der H6hen seiner beiden Unterbdume nicht groRer als k ist. Man kann k als Mal3 fur die
zulassige Entartung im Vergleich zur ausgeglichenen Baumstruktur auffassen. Es muf3
mindestens k =1 gewahlt werden, damit sich Baume fur jedes n aufbauen lassen. Eine
Wahl von k > 1 bedeutet eine Reduktion des Anderungsaufwandes, da mit steigendem
k die Haufigkeit der notwendigen Reorganisationen abnimmt. Andererseits hat ein
k > 1 eine Erhéhung der Suchzeit zur Folge, die umso deutlicher ausféllt, je groRer die
zulassigen Hohendifferenzen sein dirfen. Das Prinzip des k-balancierten binaren
Suchbaumes wird durch ein Beispiel in Bild 5.7 illustriert.

LONDON

DUBLIN

WIEN
|h(B|(SOFIA))—h(Br(SOFIA))‘ =1
(B|(ROM)) —h(B,(ROM))| =1
‘h(Bl(PARIS))—h(Br(PARIS))‘ =3
‘h(Bl(LONDON))—h(Br(LONDON))‘ =2
Bild 5.7: 3-balancierter binadrer Suchbbaum

Der gezeigte Baum erfullt das Balancierungskriterium fur k > 3. Durch Einfligen eines
zusatzlichen Schlissels OSLO wiirde der resultierende Baum auch das Balancie-
rungskriterium k=2 erftllen.
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AVL-Baume

Die sogenannten AVL-Baume gehen auf einen Balancierungsalgorithmus zweier rus-
sischer Mathematiker Adelson-Velskii und Landis zurtick, der bereits 1962 publiziert
wurde.

Definition: Ein 1-balancierter bindarer Suchbaum hei3t AVL-Baum.
Das Balancierungskriterium des AVL-Baumes lautet also
Ih(B|(x)) —h(B,(x))| <1

Es besagt, dal3 die linken und rechten Unterbaume eines Knotens AVL-Baume sein
missen und daf der Absolutbetrag ihrer Hohendifferenz hochstens 1 betragen darf.
Es ergeben sich also fur den Aufbau von AVL-Baumen folgende Konstruktionsprinzipi-
en. Wenn B, und B, AVL-Baume der Hohe m oder m +1 sind, dann ist der resultierende
Baum auch ein AVL-Baum:

m m+1 m+l m

Da der AVL-Baum ein binarer Suchbaum ist, kdnnen die eingefihrten Suchalgorith-
men unverédndert ibernommen werden. Dagegen mussen die Wartungsoperationen
so modifiziert werden, dal’ das AVL-Kriterium zu jeder Zeit eingehalten wird. Beim Ein-
fugen werden neue Knoten als Blatter angehangt. Dabei wird ein bestimmter Suchpfad
zur Bestimmung der Einfigeposition von der Wurzel her beschritten. Als Folge davon
kann die Hohe eines Unterbaumes so verandert werden, daf} das AVL-Kriterium ver-
letzt wird. Wie lal3t sich nun die Balancierung des AVL-Baumes in einem solchen Fall
aufrechterhalten? Eine zentrale Uberlegung zur Lésung dieses Problems ist folgende:
Es kann sich nur die H6he von solchen Unterbdaumen verandert haben, deren Wurzeln
auf dem Suchpfad von der Wurzel des Baumes zum neu eingefligten Blatt liegen. Also
kann nur fir solche Knoten das AVL-Kriterium verletzt sein. Aus dieser Uberlegung
folgt sofort, daf® Reorganisationsoperationen lokal begrenzt werden kdnnen und daf3
hochstens h Knoten betroffen sind.
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Einfigen in AVL-B&dumen

Wir werden den Einflgevorgang beim AVL-Baum zunachst anhand eines ausfuhrli-
chen Beispiels genau studieren, bevor wir fur verschiedene Rotationstypen als Reor-
ganisationsoperationen allgemeine Lésungen angeben. Die Reihenfolge der Einfligun-
gen und die Art der Rebalancierung wird durch die Darstellung in Bild 5.8 deutlich. Die
Ziffern in jedem Knoten reprasentieren den Balancierungsfaktor, der sich aus der Ho-
hendifferenz zwischen den linken und rechten Unterbaumen des betreffenden Knotens
ergibt und der lokal den Balancierungszustand des Knotens beschreibt. Er ist folgen-
dermal3en definiert:

Definition: Der Balancierungsfaktor BF(x) eines Knotens x ergibt sich zu
BF(x) = h(B/(x)) - h(B(x)).

Fur jeden Knoten x in einem AVL-Baum ist BF(x) = -1, 0 oder +1, was aus der Definition
des AVL-Kriteriums folgt. Damit Iaf3t sich jetzt das Knotenformat des AVL-Baumes ein-
fuhren:

TYPE Kptr = POINTER TO Knoten;
Knoten = RECORD
BF : [-1..+1];
Key : Schluesseltyp;
Lsohn : Kptr;
Rsohn : Kptr
END;

Die ersten beiden Einfligungen mit den Schliisseln BONN und BERN in Bild 5.8 erzeu-
gen zulassige AVL-Baume. Durch das Einfiugen von ATHEN bekommt der linke Unter-
baum von BONN die Hohe 2, wahrend sein rechter Unterbaum leer ist, d. h., das Ba-
lancierungskriterium ist fir BONN verletzt. Durch eine Drehung im Uhrzeigersinn - eine
Rechtsrotation (LL) - wird der Baum wieder rebalanciert. Nach Einfigung von SOFIA
und WIEN ist der Baum wieder auf3er Balance. Dieses Mal wird die Balance durch eine
Drehung gegen den Uhrzeigersinn - eine Linksrotation (RR) - hergestellt. Ausgangs-
punkt der Rotation war in beiden Fallen der ndheste Vater des neu eingefugten Kno-
tens mit BF = 2. Dieser Knoten dient zur Bestimmung des Rotationstyps. Er wird
durch die von diesem Knoten ausgehende Kantenfolge auf dem Pfad zum neu einge-
fugten Knoten festgelegt. Diese Kantenfolge ist in Bild 5.8 jeweils hervorgehoben.

Die Einflgung von PARIS erzwingt eine andere Art der Rebalancierung - die Doppel-
rotation (RL). Ausgangspunkt ist wieder der naheste Vater von PARIS mit BF = F2.
Es sind jetzt jedoch komplexere MalRnahmen zu treffen. BONN wird Wurzel und ver-
schiebt BERN in ihren linken Unterbaum. Der rechte Unterbaum von BONN wird zum
linken Unterbaum von SOFIA. Das Einfigen von OSLO und ROM erhalt die AVL-
Baumstruktur. Erst PRAG |6st wieder eine Rebalancierung aus. Der ndheste Vater zu
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PRAG mit BF = ¥2 ist SOFIA. Dadurch ergibt sich wieder eine Doppelrotation vom
Typ LR, gekennzeichnet durch die Kantenfolge von SOFIA in Richtung PRAG. Durch
die Rebalancierung tritt ROM an die Stelle von SOFIA und verschiebt SOFIA in seinen
rechten Unterbaum. Der linke Unterbaum von ROM wird rechter Unterbaum von
PRAG. Weitere Einfigungen fuhren auf keine andersartigen Rotationstypen.

Die vier verschiedenen Rotationstypen seien hier noch einmal zusammengefal3t. Der
neu einzufiigende Knoten sei X. Y sei der beztiglich der Rotation kritische Knoten - der
naheste Vater von X mit BF = 2. Dann bedeutet:

RR: X wird im rechten Unterbaum des rechten Unterbaums von Y eingeftigt (Linksro-
tation).

LL: Xwird im linken Unterbaum des linken Unterbaums von Y eingefligt (Rechtsrota-
tion).

RL: X wird im linken Unterbaum des rechten Unterbaums von Y eingeftigt (Doppelro-
tation).

LR: X wird im rechten Unterbaum des linken Unterbaums von Y eingefligt (Doppelro-
tation).

Die Typen LL und RR sowie LR und RL sind symmetrisch zueinander.
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neuer Schlissel nach Einfligung nach Rebalancierung

BONN

Rechtsrotation

oo
o
BERN %
0N
N
2 N
(SBONN
N

ATHEN ? %
0 0
| \SBERN \ATHEN  \._BONN_“/
0N
\.ATHEN
/1N
SOFIA
\_BERN
0 -1
\.ATHEN_/ BONN
/0 N
\_SOFIA_/
n Linksrotation A
WIEN \_BERN %? \_BERN_
0 2 70N 0N
\.ATHEN / BONN__ \ATHEN./  \_SOFIA /
N 0 0
\_SOFIA_~ \BONN_/ N\ WIEN /

Bild 5.8: Aufbau eines AVL-Baums
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neuer Schlissel nach Einfligung nach Rebalancierung

y

PARIS 2 N Doppelrotation
R

0 +1 +1 0

ATHEN SOFIA BERN SOFIA
L
-1 0 0

0 0
BONN NWIEN / NATHEN./  \.PARIS /  \ WIEN /

ROM

0N
\_PARIS_/
OSLO %

PRAG a Doppelrotation
S BONN_~ =
LR
+1 +2
BERN
0
\ATHEN PARIS 7\ WIEN
0 +1

\._osLo ROM
=
\_PRAG

Bild 5.8: Aufbau eines AVL-Baumes (Fortsetzung)
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Bild 5.8: Aufbau eines AVL-Baumes (Fortsetzung)

In den Bildern 5.9 und 5.10 ist die Wirkungsweise der einzelnen Rotationstypen noch
einmal anhand abstrakter Baumdarstellungen zusammengefal3t. Die Wurzeln dieser
Baume reprasentieren jeweils den kritischen Knoten. Vor der die Rebalancierung aus-
l6senden Einfligung muf3 ein solcher Knoten in BF = F1 besitzen, sonst kénnte der
Balancierungsfaktor nicht den Wert 2 erreichen. Der kritische Knoten ist der ndheste
Vater des neu eingefuigten Knotens mit dieser Eigenschatft. Alle ndheren Knoten besit-
zen ein BF = 0. Wie sich aus den Schemadarstellungen ergibt, hat der rebalancierte
Unterbaum die gleiche Hohe wie vor der Einfligung, d. h., die durch die Einfigung ent-
standene Hohenzunahme wurde absorbiert. Damit ist gewdahrleistet, dal? der restliche
Baum konstant bleibt und nicht Gberprift werden mul3. Nach erfolgter Rotation ist der
Baum wieder ein AVL-Baum, d. h., er ist ein balancierter Suchbaum; ein Durchlauf in
Zwischenordnung liefert eine sortierte Folge der Schlissel.
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wnegJaiun Jaualoueeqay

Bunbnyuig yoeu

wnegJaiun Jausloueeg

Wirkungsweise der Rotationstypen LL und RR

Bild 5.9:
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wnegJajun Jauslueegay

Bunbnjuig yoeu

wnegJaiun Jalsidueeyg

Wirkungsweise des Rotationstyps LR (RL ist symmetrisch)

Bild 5.10:
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Loschen in AVL-Baumen

Der Loschvorgang in AVL-Baumen ist erheblich aufwendiger als das Einfligen. Beim
Einfligen wurde erst ein neues Blatt angehéngt und, falls dadurch die AVL-Eigenschaft
verletzt wurde, anschlielend eine Rotation durchgefiihrt. Es war stets héchstens eine
Rotation erforderlich, da diese die entstandene Hohenvergrolerung absorbierte. Wie
bei den naturlichen bindren Suchb&umen kann das Léschen auf das Umorganisieren
von Randknoten, d. h. Knoten mit héchstens einem Nachfolger zurtickgefuhrt werden.
Dabei kénnen Ausgleichsvorgange rekursiv langs des Pfades vom entsprechenden
Randknoten ggf. bis zur Wurzel notwendig werden. Jeder dieser Knoten muf3 auf das
AVL-Kriterium hin Gberpriuft werden, um dann ggf. den zugehérigen Unterbaum neu
auszubalancieren. Der Loschvorgang endet, wenn, ausgehend vom Vater des umge-
hangten Knotens, entweder die Wurzel erreicht ist oder aber ein Knoten angetroffen
wird, der vor der Loschung BF=0 hatte.

Man kann alle Loschvorgange auf das Streichen von Randknoten reduzieren. Der Va-
ter eines solchen Randknotens ist dann immer Ausgangspunkt eines mdglichen Reba-
lancierens. Das gilt offensichtlich dann, wenn der zu lI6schende Knoten ein Blatt ist
oder nur einen Unterbaum besitzt. Falls der zu I6schende Knoten mit Schltissel x kein
Randknoten ist, wird der Schlissel x in diesem Knoten durch den kleinsten Schltssel
im rechten Unterbaum oder durch den gré3ten Schlissel im linken Unterbaum ersetzt.
Der Knoten, dessen Schlussel y zur Ersetzung diente, wird dann gestrichen.

Bei dem gestrichenen Knoten handelt es sich entweder um ein Blatt oder um einen
Randknoten (wie in der Skizze y). Wegen der AVL-Eigenschaft kann y dann nur einen
rechten Sohn besitzen.

Da sich die Hohe des linken Unterbaums von v geandert hat, ist das AVL-Kriterium fur
v und ggf. fur seine Vorganger zu Uberprifen und, wenn nétig, durch Rebalancierung
einzuhalten. Dabei lassen sich folgende Falle unterscheiden. Die restlichen Félle erge-
ben sich aus Symmetrietberlegungen:
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Loschen in B,
h+1

In diesem Fall pflanzt sich die H6henerniedrigung nicht fort, da in der Wurzel das AVL-
Kriterium erflllt bleibt. Es ist deshalb kein Rebalancieren erforderlich.

2.

Loschen in B,

ﬁl h+1
N

Die Hohenerniedrigung von B, pflanzt sich hier zur Wurzel hin fort. Sie kann auf diesem
Pfad eine Rebalancierung auslosen.

3.

Loschen in B,

(1N het
\_ !

Far die Behandlung dieser Situation ist der linke Unterbaum B, in grof3erem Detail zu
betrachten. Dabei ergeben sich die folgenden 3 Falle:

121



In diesem Fall wird eine Rechtsrotation erzwungen, um das AVL-Kriterium wieder zu
erfillen. Der Unterbaum behalt dabei seine urspringliche Héhe, d. h., die H6henab-
nahme von Bs wurde durch die Transformation absorbiert. Deshalb sind keine weiteren
Rebalancierungen mehr erforderlich.

b)

h-1

Die Rechtsrotation fuhrt zu einer Héhenerniedrigung des gesamten Unterbaums von
h+1 nach h. Diese Reduktion der Hohe pflanzt sich auf dem Pfad zur Wurzel hin fort
und kann zu weiteren Rebalancierungen fiihren.
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Durch eine Doppelrotation wird das AVL-Kriterium wieder hergestellt. Die auftretende
Hohenerniedrigung pflanzt sich zur Wurzel hin fort und kann noch weitere Rebalancie-
rungen auslosen.

Wie an den letzten drei Rebalancierungsfallen (und ihren symmetrischen Entsprechun-
gen) zu sehen ist, kommen beim Loschen wieder die bekannten vier Rotationstypen
zum Einsatz. Dabei wird eine Rotation wieder durch den ndhesten Vater des gestriche-
nen Knotens mit BF = F2 ausgeldst. Sie geschieht jedoch im Unterschied zum Einfu-
gen in dem Unterbaum des kritischen Knotens, der dem Unterbaum, in dem die L6-
schung stattfand, gegeniberliegt. Der Rebalancierungsalgorithmus beim L&schvor-
gang hat also folgende wesentliche Schritte:

1. Suche im Léschpfad nahesten Vater mit BF = ¥2.

2. Fuhre Rotation im gegenuberliegenden Unterbaum dieses Vaters aus.

123



Im Gegensatz um Einfligevorgang kann hier eine Rotation wiederum eine Rebalancie-
rung auf dem Pfad zur Wurzel auslésen, da sie in gewissen Fallen auf eine H6hener-
niedrigung des transformierten Unterbaums fiihrt. Die Anzahl der Rebalancierungs-
schritte ist jedoch durch die H6he h des Baums begrenzt.

In Bild 5.11 ist der Loéschvorgang in einem AVL-Baum (Fibonacci-Baum) fur den
Schlissel WIEN gezeigt. Das Loschen des Rechtsaul3en in einem Fibonacci-Baum
fuhrt auf den schlechtesten Fall. Im Beispiel sind zwei aufeinanderfolgende Rotationen
notig, bis das AVL-Kriterium wieder erfillt ist. Solche Falle sind jedoch sehr unwahr-
scheinlich. Empirische Tests zeigen, dald Rotationen jeweils nur bei jeder 5. Loschung
zu erwarten sind.

+1 +1 0
PARIS SOFIA WIEN
0 0
BERN KAIRO OSLO \_ROM_“/

[0 ™
\ATHEN

Losche(Wien)

+1 +1
PARIS SOFIA
0 0

BERN ~ \.KAIRO/ \.0SLO / \_ROM_“/

Bild 5.11: Ldschvorgang im AVL-Baum
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0 0
BERN / \.KAIRO / \ 0SsLO “/

Bild 5.11: Loschvorgang im AVL-Baum (Fortsetzung)
Hbhe von AVL-Baumen

Balancierte bindre Suchb&ume wurden als Kompromif3 zwischen ausgeglichenen und
natirlichen Suchbdumen eingefuhrt, wobei logarithmischer Suchaufwand im schlech-
testen Fall gefordert wurde. Ob dieses Ziel bei AVL-Baumen erreicht wurde, muf3 eine
Hohenbestimmung zeigen.

Satz: Fur die HOhe hy eines AVL-Baumes mit n Knoten gilt:
Llogz(n)J +1<h,<144-log,(n+1)

Die beiden Schranken sollen abgeleitet werden. Die untere Schranke ergibt sich, wie
bereits gezeigt, als H6he h eines ausgeglichenen bindren Suchbaums. Es ist klar, daf3
die Hohe eines AVL-Baumes nicht kleiner sein kann:

Llogz(n)J +1=h<hy
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Zur Herleitung der oberen Schranke bendtigen wir sogenannte Fibonacci-Bdume, die
eine Unterklasse der AVL-Baume darstellen.

Definition: Fibonacci-Baume ergeben sich als Unterklasse der AVL-Baume nach fol-
gender Konstruktionsvorschrift:

i. Derleere Baum ist ein Fibonacci-Baum der Hohe 0.
ii. Ein einzelner Knoten ist ein Fibonacci-Baum der H6he 1.
iii.  Sind By_; und By,_, Fibonacci-Baume der Hohe h -1 und h - 2, so ist

B, = (B,_1: % By _») ein Fibonacci-Baum der Hhe h.

iv. Keine anderen Baume sind Fibonacci-Baume.

Mit Hilfe dieser Konstruktionsvorschrift laf3t sich fur ein vorgegebenes n ein AVL-Baum
maximaler Hohe erzeugen, d. h., es gibt keinen AVL-Baum gleicher Hohe, der weniger
Knoten besitzt. In Bild 5.12 ist eine Folge B}, von so konstruierten AVL-Baumen der
Hohe h aufgefihrt.

BO no =0
By ° n; =1
BZ / N2 =2
B3 v/./\ ’ A
| /<> -
Bs /9\ ’ N

Bild 5.12: Folge von Fibonacci-Baumen
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Aus jeweils minimalen Baumen der Hohe h-1 und h-2 wird ein Baum B}, der Hohe h
erzeugt, der ebenfalls minimal ist. Aus dem Bildungsgesetz folgt

N = Np_1+Nh_p+1.
Die Folge der Knotenzahlen ny, weist groRe Ahnlichkeit mit den Fibonacci-Zahlen auf,
die sich durch folgendes Bildungsgesetz beschreiben lassen:
Fo=0
Fi=1
F, = Fh_1+Fp_2, (h2=2)
Es lalt sich zeigen, dal3

Ny = Fpao—1firh>0 (5.9)

gilt. Die Abschatzung der Hohe von Fibonacci-Baumen flihren wir analog zu [CLR96]
durch. Von den Fibonacci-Zahlen ist bekannt, daf3 die Ungleichung

Fr20" "% h>2 (5.10)

1+./5

5 ISt.

gilt, wobei ¢ =

n sei nun die Anzahl der Knoten eines AVL-Baumes der Hohe h. Da der Fibonacci-
Baum der H6he h eine in Bezug auf die Hohe minimale Knotenzahl besitzt, gilt folgen-
de Ungleichung:

nxn,
(5.9) und anschlief3end (5.10) eingesetzt, liefert
nzkF,,,-1
n+1= q)h
log,(n+1)>h-log,(d)
Da log,(¢) ~ 0,694 ist, gilt
h, = h<144-log,(n+1)

Dieses Ergebnis besagt, dal3 der Suchpfad in einem AVL-Baum im schlechtesten Fall
um 44% langer ist als im schlechtesten Fall im ausgeglichenen Suchbaum. Die zu er-
wartende Hohe eines AVL-Baumes, der durch eine zufallig verteilte Schliisselfolge er-
zeugt wird, sollte wesentlich niedriger sein. Ihre mathematische Berechnung ist immer
noch ein offenes Problem. Empirische Untersuchungen haben jedoch ergeben, dal3
seine durchschnittliche Hohe
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h = log,(n) +c, (c~0,25)

betragt. Dieses Ergebnis zeigt, dafld der AVL-Baum praktisch ebenso effiziente Such-
operationen zulaf3t wie der ausgeglichene Suchbaum, obwohl seine Struktur wesent-
lich einfacher zu warten ist. Da der Aufwand sowohl fir Einfigen als auch fur Loschen
durch die Anzahl der Knoten im Suchpfad (< h) begrenzt ist, lassen sich beide Opera-
tionen auch im schlechtesten Fall in logarithmischer Zeit (O(log,n)) abwickeln.

5.3 Gewichtsbalancierte binare Suchbaume

Wie schon erwahnt, gibt es eine weitere Klasse von “fast ausgeglichenen” binaren
Suchbaumen. Sie werden als gewichtsbalancierte oder BB-Baume (bounded balance)
bezeichnet. Nachdem wir die AVL-Baume sehr grtindlich behandelt haben, werden wir
uns hier mit einer kurzen Skizzierung der Grundideen begnigen.

Ebenso wie bei den AVL-Baumen wird bei den BB-Baumen eine Beschrankung vorge-
geben, die die zuldssige Abweichung der Struktur vom ausgeglichenen binéren Such-
baum beschreibt. Jedoch wird die Beschrankung nicht als Hoéhendifferenz, sondern als
Differenz zwischen der Anzahl der Knoten im rechten und linken Unterbaum festgelegt.
Trotz dieses Unterschiedes sind gewichtsbalancierte Suchbdume in ihren Eigenschaf-
ten den hohenbalancierten Suchbdumen sehr ahnlich.

Definition: Sei B ein binarer Suchbaum mit linkem Unterbaum B, und sei n (l) die An-
zahl der Knoten in B (B)).

. p(B) = (I+1)/(n +1) heil3t die Wurzelbalance von B.

ii. Ein Baum B heil3t gewichtsbalanciert (BB(c:)) oder von beschrénkter Balance «,

wenn fir jeden Unterbaum B’ von B gilt: o <p(B')<1-0 .

Nach dieser Definition besitzt der Baum den Parameter o als Freiheitsgrad. Seine
Wahl legt die zulassige Abweichung vom vollstandigen bindren Suchbaum fest. Wenn
o = 1/2 gewahlt wird, erlaubt das Balancierungskriterium nur vollstandige binéare
Suchbaume, d. h., die Knotenzahlen der zulassigen Baume sind n,, = 2h -1, h>0.
Mit kleiner werdendem o wird die Strukturbeschrankung zunehmend gelockert. Reba-
lancierungen sind seltener durchzufiihren, dafiir werden aber die Suchpfade langer.
Man kann also durch die Wahl von o abwégen zwischen kurzer Suchzeit und geringer
Anzahl von Rebalancierungen.

Bild 5.13 ist ein Baum zur lllustrierung der Gewichtsbalancierung dargestellt. Die Un-
terbaume mit den Wurzeln JUPITER, MARS, PLUTO, MERKUR und URANUS besit-
zen die Wurzelbalancen 2/3, 3/10, 3/7, 1/3 und 1/2. Damit ist der Baum in BB(o) fur
o = 3/10.
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ERDE MERKUR URANUS

NEPTUN

SATURN  VENUS

Bild 5.13: Gewichtsbalancierter binarer Suchbaum in BB(o) fur oo <3/10

Durch eine Wahl von o.<1—./2 /2 ist gewéhrleistet, daR der Baum bei Einfiige- und
Ldschoperationen stets wieder so rebalanciert werden kann, dal3 er von beschrankter
Balance a ist. Zur Rebalancierung werden dieselben Typen von Rotationen eingesetzt,
wie wir sie beim AVL-Baum kennengelernt haben.

Die durchschnittliche Lange eines Suchpfades in einem BB-Baum kann mit O(log,(n))
abgeschéatzt werden. Da in dieser Struktur ebenso wie beim hohenbalancierten Baum
Transformationen bei der Rebalancierung nur langs des Pfades von der Position der
Aktualisierung zur Wurzel vorkommen konnen, ist der Aufwand an Knotenverschiebun-
gen wiederum durch O(log,(n)) beschréankt.

5.4 Positionssuche mit balancierten binaren Suchbaumen

Wie wir gesehen haben, gestatten balancierte bindre Suchbaume die sequentielle Su-
che in linearer Zeit und die Durchfiihrung der restlichen Grundoperationen in logarith-
mischer Zeit. Damit sind sie linearen Listen in sequentieller oder verketteter Reprasen-
tation bei der sequentiellen Suche gleichwertig und bei der direkten Suche, beim sor-
tierten Einfigen oder beim Loéschen eines Elementes deutlich tGberlegen. Lediglich
beim Zugriff auf das k-te Element einer Struktur ist die sequentielle lineare Liste nicht
zu Ubertreffen, da die Suchposition direkt berechnet werden kann. Will man diese Ope-
ration auf einem balancierten Suchbaum ausfuhren, so muf3 die Positionssuche se-
guentiell erfolgen, was einen Aufwand von O(k) erfordert.

Eine Verbesserung der Positionssuche |af3t sich bei balancierten binaren Suchbaumen
erzielen, wenn man in jedem Knoten seinen Rang als Hilfsgro3e mitfihrt.

Definition: Der Rang eines Knotens ist die um 1 erhohte Anzahl der Knoten seines lin-
ken Unterbaums.
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Als Knotendefinition eines so modifizierten AVL-Baumes erhalten wir:

TYPE Kptr = POINTER TO Knoten;
Knoten = RECORD

Key : Schluesseltyp;
Rang : CARDINAL;
BF : [-1..+1];

Lsohn : Kptr;

Rsohn : Kptr

END;

Als Beispiel ist ein AVL-Baum mit Rang in Bild 5.14 veranschaulicht. Diese Repréasen-
tation kann als Darstellung einer linearen Liste durch einen balancierten bindren Such-
baum aufgefal3t werden.

CHLOR

FLUOR NEON

o/ N0/

ARGON BLEI

Bild 5.14: Darstellung eines AVL-Baumes mit Rang

Die sequentielle Anordnung der Knoten wird durch die Reihenfolge reflektiert, die sich
bei einem Durchlauf in Zwischenordnung ergibt. Die Positionssuche nach dem k-ten
Element braucht nicht nach dieser Reihenfolge vorgehen, sondern kann mit Hilfe der
Rangzahlen einen direkten Suchpfad durch den Baum bestimmen. Wenn der Rang ei-
nes Knotens grol3er als die Position ist, wird in seinem linken Unterbaum weiterge-
sucht. Ist die Position grof3er als der Rang, wird von der Positionszahl der Rang abge-
zogen; die Suche wird im rechten Unterbaum fortgesetzt. Die Suche endet, sobald der
momentane Wert der Position mit der Rangzahl eines Knotens tbereinstimmit.

Die Funktion Hole realisiert die Positionssuche auf einem balancierten Baum. Sie lie-
fert den Wert NIL bei einem leeren Baum und fiir k < 0 oder k > n; in allen anderen Fal-
len wird ein Zeiger auf den Knoten mit dem k-ten Element zurtickgegeben.
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PROCEDURE Hole (Wurzel : Kptr; K : CARDINAL) : Kptr;

VAR  Current : Kptr;
Position : CARDINAL;

BEGIN
Current := Wurzel;
Position := K;

IF Wurzel <> NIL THEN
WHILE (Position <> Current*.Rang)
AND (Current <> NIL) DO {Baum ist nicht leer}
IF Position < Current®.Rang THEN
Current := Current”.Lsohn
ELSE
Position := Position - Current*.Rang;
Current := Current®.Rsohn;
END;
END;
END;
RETURN Current;
END Hole;

Programm 5.4:  Positionssuche auf einem balancierten Baum

Das Mitfihren der Rangzahl eines Knotens macht den Einflige- und Ldschalgorithmus
etwas komplexer. Sobald in einem linken Unterbaum aktualisiert wird, missen die
Rangzahlen aller betroffenen Vater bis zur Wurzel angepalit werden. Sonst entspre-
chen diese Operationen denen bei balancierten Baumen.

Zusammenfassend wird in Tabelle 5.1 noch einmal der “worst-case”-Aufwand fir ver-
schiedene Operationen auf sortierten sequentiellen Listen, sortierten geketteten Listen
und balancierten Suchbdumen mit Rang verglichen. Es handelt sich dabei um Opera-
tionen fir einen vorgegebenen Schlissel K; und um positionale Operationen (k-tes Ele-
ment).
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Operation sequent. Liste gekettete Liste bal. Baum mit Rang
Suche von K; O(logyn) O(n) O(logsn)

Suche nach

k-tem Element | O(1) O(k) O(log,n)

Einfigen von K; | O(log,n)+O(n) Oo(n)* O(logsn)

Léschen von K; | O(log,n)+O(n) O(n)** O(logyn)

Loschen von

k-tem Element | O(n-k) O(k) O(logyn)

sequent. Suche | O(n) O(n) O(n)

* 0O(1), wenn Einfugeposition bekannt

** O(1), wenn Position von K; bekannt und doppelt verkettete Liste

Tabelle 5.6: Vergleich von Listenoperationen auf verschiedenen Strukturen

5.5 Optimale bindre Suchbaume

Bei allen bisher betrachteten Suchbaumen wurde stillschweigend angenommen, daf3
alle Schlussel in einem Baum mit der gleichen Haufigkeit aufgesucht werden. Diese
Annahme der Gleichverteilung der Zugriffswahrscheinlichkeit ist Gberall dort ange-
bracht, wo keine Kenntnisse uber die Zugriffsverteilung vorliegen oder wo sich die
Schlisselmenge durch Einfiigungen und Léschungen standig andert. In bestimmten
Anwendungen liegt jedoch eine statische Schliisselmenge vor, fur die durch statische
Messungen oder Schéatzungen Zugriffswahrscheinlichkeiten fur die einzelnen Schlis-
sel ermittelt werden kénnen. Solche Anwendungen sind beispielsweise das Inhaltsver-
zeichnis (Directory) fur ein statisches Worterbuch oder eine statische Datei oder ein
Suchbaum fiur die Schlusselwdrter einer Programmiersprache fur einen bestimmten
Compiler.

In solchen Fallen gilt es, einen bezuglich der vorgegebenen Zugriffswahrscheinlichkei-
ten optimalen binaren Suchbaum zu konstruieren. Wir nehmen an, dal3 fir die n
Schlussel Kj mit K; <K, ... < K, die zugehdrigen Zugriffswahrscheinlichkeiten p; mit

n
2 Pi=1

gegeben sind. Ein optimaler bindrer Suchbaum ist ein Suchbaum fir die Schlussel-
menge K, bei dem die gesamten gewichteten Zugriffskosten
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n
Cy = Z p; - (Stufe(K;) +1)
i=1
minimal werden. Dabei werden zunachst nur erfolgreiche Zugriffe betrachtet.
Als Beispiel, das den Unterschied zu balancierten Suchbaumen aufzeigen soll, be-
trachten wir die Schlisselmenge K; = 1,K, = 2 und K5 = 3 mit den Zugriffswahr-

scheinlichkeiten p; = 1/7,p, = 2/7 und p5 = 4/7. Die funf mdglichen binaren
Suchbaume sind in Bild 5.15 angegeben.

2,

Bild 5.15:  Alle méglichen binaren Suchbdume mit 3 Schlisseln

Fir den Baum a erhalten wir mit

_1:-3+2.2+44-1_1

C

w 7 7

die gunstigsten gewichteten Zugriffskosten; als balancierter Suchbaum dagegen ware
Baum c vorzuziehen.

In jedem Suchbaum fallen auch erfolglose Suchvorgénge an; in manchen Anwendun-
gen dominieren diese geradezu, wenn namlich als haufigste Operation die Abwesen-
heit eines Schlissels in einer Menge vorgegebener Schlissel festzustellen ist. Um bei
der Optimierung ein realistisches Problem zu I6sen, missen deshalb auch die Kosten
erfolgloser Zugriffe in unserem Kostenmal} berticksichtigt werden.

Ein erfolgloser Zugriff im bindren Suchbaum wird durch den Algorithmus SUCHE (sie-
he 5.1) an einem NIL-Zeiger erkannt. Um solchen NIL-Zeigern wie den anderen Knoten
Zugriffswahrscheinlichkeiten zuordnen zu kénnen, gehen wir wiederum zur Darstel-
lung des erweiterten Bindrbaumes Uber (siehe 4.9) bei dem an jeden NIL-Zeiger ein
spezieller Knoten S; - als Késtchen gekennzeichnet - angehangt wird. Die Schlussel,
die sich nicht im bindren Suchbaum befinden, werden in n+1 Klassen zerlegt, wobei
jede Klasse durch ein S;, 0<i<n reprasentiert wird. Folgende Partitionierung wird er-
reicht. Alle Schlissel | e K werden zerlegt, so daf3 sich

- I<Kl inSO
- Ki<I<K;, ,1<i<n inS;
- 1>K, in Sy
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befinden. Den einzelnen Klassen und den S; werden Zugriffswahrscheinlichkeiten g;
zugeordnet. g; beschreibt die Wahrscheinlichkeit, daf? nach einem Schlissel aus der
Klasse von S; gesucht wird oder dal3 im erweiterten Binarbaum die Suche in einem
Knoten S; endet. Das Kostenmal? ist deshalb entsprechend zu erweitern:
n n
Cy = Z p,- (Stufe(K;) +1) + Z g; - Stufe(S)) (5.11)
i=1 i=0

n n
mit Zpi+2qi:1.
i=1 i=0
Bei einem optimalen bindren Suchbaum wird der Ausdruck (5.11) fur die vorgegebene
Schlisselmenge K und die zugehérigen Zugriffswahrscheinlichkeiten minimal. Ein Bei-
spiel mag die bisher eingefuihrten Gré3en verdeutlichen. Es sei wiederum n=3 mit

4 2 1 1 1

Kp =1 Ky=2, Kg=3, P1=15 P2 35 Ps~ 150 9~ 150 %1~ 15

g, = %) dz = %) . Alle moglichen erweiterten bindren Suchb&ume sind in Bild 5.16

aufgefihrt. Ihren Anzahl ist wie bei den natirlichen Suchbaumen durch
_ 1 (Zn)

N =777 Un
bestimmt. Die Anordnung der Knoten S; wird durch die K| festgelegt. In alle Baumen

erzeugt ein Durchlauf in Zwischenordnung die Folge SyK;S;K,S,K;S5.

a) 3 b) 3 c)
2 S3 1 S3
1 S, So 2 Sol |S1]1S,]||Ss
So S S; S2
d) 1 e) 1
So 3 So 2
2 S3 S, 3
S, S, S, S;

Bild 5.16:  Alle méglichen erweiterten binaren Suchbdume mit 3 Schliisseln
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Als gewichtete Zugriffskosten ergeben sich:

Cy (@ =245
Cy(b) =21
Cy(c) =18
Cy (d) =1.85
Cy(e) =17

Auch in diesem Beispiel ist der optimale Suchbaum nicht balanciert.

Wie erzeugt man nun einen optimalen Suchbaum? Die sukzessive Konstruktion aller
mdoglichen Suchbaume und die Bestimmung ihrer gewichten Zugriffskosten scheidet
wegen der aul3erst schnell wachsenden Anzahl N(n) der verschiedenen Suchbaume
fur n Schlissel aus. Selbst wenn fur jeden einzelnen Baum nur ein Aufwand von O(n)
erforderlich ist, resultieren daraus Kosten von O(nN(n)). Auf den ersten Blick erscheint
der HUFFMAN-AIlgorithmus (siehe 4.7) als ein geeigneter Kandidat fur unsere Optimie-
rungsaufgabe; er erlaubt die Konstruktion eines erweiterten Bindrbaums mit minmaler
gewichteter externer Pfadlange mit dem Aufwand von O(nlog,n). Der HUFFMAN-AIgo-
rithmus praktiziert einen “bottom-up”-Ansatz, wobei in jedem Schritt die beiden Teil-
baume mit den geringsten Gewichten zu einem neuen Baum verknipft werden. Dabei
konnen die Gewichte (und Knoten) in beliebiger Weise permutiert werden, was bei bi-
naren Suchb&aumen nicht zulassig ist. Bei unserer jetzigen Aufgabe muf3 vielmehr die
Reihenfolge zwischen den Knoten eingehalten werden, damit sich eine Sortierung der
Schliussel in Zwischenordnung ableiten Iaft.

Bei unserer Suche nach einem geeigneten Algorithmus hilft uns eine wesentliche Ei-
genschatft von optimalen Baumen: jeder ihrer Unterbaume ist auch optimal. Das legt es
nahe, den optimalen Baum von den Blattern zur Wurzel hin zu konstruieren, wobei
schrittweise durch systematische Suche grol3ere Baume erzeugt werden. dabei sind
jedoch jedes Mal sehr viele Moglichkeiten auszuprobieren; fur jede der Moglichkeiten
sind wiederum optimale linke und rechte Unterbaume aufzubauen.

Fur die Menge der Schlussel gilt: K; <K, <... <K .

Da durch den Algorithmus schrittweise tber Schlisselintervalle optimale Baume auf-
gebaut werden, fuhren wir folgende Notation ein:

Bjj = optimaler binarer Suchbaum fur K, 1,...,K;, i<j
Cj = gewichtete Zugriffskosten flr B;;
fi = Index der Wurzel von Bij

j
wij =0g;+ Y (g +py,) = Gewicht von B
k=i+1
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Bjj bezeichnet einen leeren Baum fir 0 <i < n. Aus der Definition folgt c; = O, r;j = 0, w;;
=Qj 0<i<n

Die gewichteten Zugriffskosten flr einen optimalen Baum Bj; lassen sich in rekursiver
Form angeben. B;; habe die Wurzel mit Index r;; = k, i <k <j und zwei Unterbaume B,
und B:

Bij:

B, B,

Da in einem optimalen Baum beide Unterbaume optimal sind, missen B als B _; und
B, als By j optimal sein. Die gewichteten Zugriffskosten von By und B, sind also ¢; .1 und
Ckj- In Bj; wird die Wurzel Ky mit dem Gewicht py aufgesucht und mit den Gewichten
Wi k-1 und wy ; bei den Zugriffen auf die Unterbaume durchlaufen. Deshalb erhalten wir
fur B; die folgenden gewichteten Zugriffskosten:

Cij = Cik—1 T O j Pkt W 1t Wyj

=G k-1 0t W (5.12)
Da Bjj optimal ist, muf3 r;; = k so bestimmt worden sein, daf3
Ciok—1+CijtWij = MINTC; |_q+Cj+w i
i<l<j
oder
Cip_1+tC. . = MIN{c, ,_,+¢ i}
k=17 %K, j i<l<i i, 1=1 " *~lj (5.13)
Weiterhin ergibt sich aus der Definition von w;;
Wij = Wi j—11Pj T (5.14)

Mit Hilfe der rekursiven Gleichungen (5.12) bis (5.14) lassen sich nun beginnend mit
Bii = 0 und c;; = O schrittweise By, und cg,, ableiten. Aus diesen Informationen kann
dann der optimale Baum konstruiert werden. Zum besseren Verstandnis wird dieser
Prozel3 an einem Beispiel, das trotz seiner Einfachheit recht untibersichtlich wird, ge-
zeigt.

Gegeben sein =4 mit (K;, Ky, K, Ky) .

Als p; und g; werden zur Vereinfachung der Berechnung natirliche Zahlen angenom-
men.
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|l 1 2 4 4
9|2 1 1 3 3

Als Startwerte sind damit festgelegt:
Wi =@, ¢; =0,r; =0,0<i<4

Im ersten Schritt werden fur alle Baume mit einem Knoten K; die Zugriffskosten c; ;1
und die Wurzel r; 4 berechnet:

Wop = Pp+Wgo+Wyg = Pp+d;+Woy = 4
Cor = W01+MIN{COO+C11} =4

fog = 1

Wip = Pyt Wypg + Wy =4

Cip = W12+MIN{011+022} =4

ro = 2

Wp3 = P3+ Wy + Wz = 8

Cyz = Wog + MIN{C,, +C33} = 8

Wag = PgtWag+ Wy, = 10

Cgy = Wz + MIN{Cgz+Cy,} = 10

g = 4

Im nachsten Schritt werden alle optimalen Baume mit zwei benachbarten Knoten K;
und K4 flr 1<i<3 ermittelt. Dazu benutzen wir die bekannten Werte fur w; ;1 und
Cij+1, 0<i<4, um sie mit Hilfe der Gleichungen zu berechnen. Fir By, erhalten wir:
Wop = PptWop #Wpp = Pptdy+Woy =7

Cop = Wop ¥ MIN{Cqg+Cyp Cop + Cpp

In entsprechender Weise werden die Kenngrdf3en fir B3 und B,, ermittelt, bevor im
nachsten Durchgang alle optimalen Baume B;;,3, 0<i<2 erhalten werden. Der Pro-
zel3d endet, sobald die Kenngrofen fur Bg,, berechnet sind. Fiir unser Beispiel sind alle
Grol3en nochmals in der nachfolgenden Tabelle zusammengefal3t.
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Wp1 = 4 Wio = 4 Wog = 8 Wzq = 10
Cor = 4 Cip = 4 Coz = C3y = 10
ror =1 o = 3 = r3g =
Wpo = 7 W3 = 11 Woyu = 15

Co2 = 11 Ciz3 = 15 Coy = 23

o2 =1 g = fq =

Wp3 = 14 Wig = 18

Coz = 25 Cig = 32

fog =3 4 =

W04 =21

Cos = 42

foa =

Der optimale Baum Bg, flr unser Beispiel hat die gewichteten Zugriffskosten 42 und
die Wurzel K3. Das bedeutet, daf3 seine beiden optimalen Unterbaume By, und B3,
sind. Aus der Tabelle konnen wir ihre Wurzeln K, und K4 entnehmen. Die Unterb&aume
von By, sind somit By und B1, und K, als Wurzel. Auf diese Weise a3t sich mit Hilfe
der Tabelle der optimale Baum By, rekonstruieren:

S Sy

Fur die Bestimmung der Kennwerte des optimalen bindren Suchbaums erhalten wir
den nachfolgend dargestellten Algorithmus OPT in einer Grobformulierung. Die innere
Schleife berechnet jeweils ein c;. Wenn j-i = m ist, wird sie n-m+1 Mal ausgefuhrt. Da-
bei mul} als Kernsttck das Minimum von m Ausdriicken bestimmt werden, was einen
Aufwand von O(m) erfordert. Die Gesamtkosten lassen sich abschétzen zu

n n
Z (n=-m+1)-m = Z (nm—m2+m) = O(ns)

m=1 m=1
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Wie an unserer Auswertungstabelle zu erkennen ist, benétigt der Algorithmus einen
Platzbedarf proportional zu O(n?).

Algorithmus OPT

FOR m:=1TOnDO
FOR i:=0TO n-m DO
j = i+m;
“Berechne w;";

“Bestimme k als den Wert von |, i < | <,
das den Ausdruck {c; .1 + ¢;;} minimiert;
“Berechne ¢;";
rj .= k;
END;
END,;

Diese Leistungswerte beschranken den Einsatz des Algorithmus auf sehr kleine n.
Knuth [Kn71] verbesserte diesen Algorithmus auf O(n?) durch die Beobachtung, daR
die Wurzel eines optimalen Baumes uber K, ..., K niemals auBerhalb des Intervalls
liegt, das durch die Wurzeln der optimalen Baume tber K, ..., K _; und K;,...,K, ge-
bildet wird.

Dadurch kann die Minimumsuche in der inneren Schleife auf das Intervall

i j—1=<1<ri,q j beschrankt werden.
Intervall fur die Wurzel
des optimalen Baums
uber Ky, ..., K,
(
Kl K2 K3 Kn—l Kn

Die Formulierung des Algorithmus OPT unter Berucksichtigung dieser Verbesserung
als MODULA-2-Programm sei dem Leser empfohlen.

Far den Spezialfall, daf3 alle internen Knotengewichte Null sind (p; = 0), haben Hu und
Tucker [Hu71] einen Algorithmus zur Konstruktion eines optimalen binaren Such-
baums in O(n-log,n) mit einem Platzbedarf O(n) vorgeschlagen. Die Annahme aber,
dafR nur erfolglose Zugriffe vorkommen, durfte die Brauchbarkeit dieses Algorithmus in
den meisten Anwendungen in Frage stellen.
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6. Nichtlineare Sortierverfahren

Die bisher kennengelernten Sortierverfahren hatten meist eine Zeitkomplexitat von
O(n?) wie etwa der Bubble-Sort. Deutlich besser schnitt der Shell-Sort mit O(n'2) ab.
Fur grofRe n steigt der Aufwand aber auch bei diesem Verfahren noch so stark an, daf3
es fur praktische Anwendungen wenig tauglich erscheint. Da das Sortieren von Daten
in der Praxis eine wichtige und haufig anfallende Aufgabe ist, miissen brauchbare Sor-
tieralgorithmen eine wesentlich bessere Zeitkomplexitat besitzen.

6.1 Sortieren mit binaren Suchbaumen

Durch Einsatz von Bindrbaumen beim Sortieren laf3t sich dieses Ziel erreichen. Einen
ersten einfachen Sortieralgorithmus liefert folgende Beobachtung. Bei bindren Such-
baumen erhalt man durch einen Durchlauf in Zwischenordnung die sortierte Folge aller
Elemente als Ausgabe. Folglich lait sich ein Sortieralgorithmus formulieren, der

- zunéchst schrittweise aus der Eingabefolge einen binaren Suchbaum durch suk-
zessives Einfuigen aller Elemente aufbaut und

- anschlie3end durch einen Durchlauf in Zwischenordnung alle Elemente sortiert
ausgibt.

Die Effizienz dieses Algorithmus hangt von der Folge der Eingabedaten ab. Sind diese
bereits sortiert, so wird eine lineare Liste als entarteter binarer Suchbaum erzeugt. Der
Vergleichsaufwand zum Erstellen dieses Baumes betragt bekanntlich O(n2), so daf3
keine Verbesserung erzielt wird. Durch Einhaltung eines Balancierungskriteriums -
etwa des AVL-Kriteriums - bei der Konstruktion des Baumes kann eine deutliche Ver-
besserung garantiert werden. Es wurde im vorigen Kapitel gezeigt, dal3 der Aufwand
zum Einfluigen eines Elementes in einen AVL-Baum durch O(log,n) beschrankt ist. Die
Kosten zum Aufbau des Baumes lassen sich also mit O(nlog,n) abschatzen. Fir den
Baumdurchlauf kann ein Verfahren angewendet werden, das mit einem Kostenanteil
von O(n) arbeitet. Folglich hat dieses einfache Verfahren des Baumsortierens eine
Komplexitat von O(nlog,n).

6.2 Auswahl-Sortierung

Ein weiteres wichtiges Sortierverfahren mit Baumen ist die Auswahl- oder Turnier-Sor-
tierung (tree-selection sort, tournament sort). Es geht auf E.H. Friend zuriick. Ihm liegt
das sogenannte KO-Prinzip zugrunde, nach dem haufig Ausscheidungswettbewerbe
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in vielen Sportarten (Ful3ball, Tennis, etc.) organisiert sind. Die paarweisen Wettkdmp-
fe zwischen Spielern/Mannschaften werden solange weitergefiihrt, bis der Sieger des
Turniers ermittelt ist. Die dabei entstehende Auswahlstruktur ist ein binarer Baum.

Nach diesem Prinzip &Rt sich also das kleinste/gréf3te Element der Sortierung bestim-
men. Das zweite Element der Sortierung - der zweite Sieger - ist allerdings nicht auto-
matisch der Verlierer im Finale. Es mussen vielmehr die Wettkampfe auf dem Pfad des
Siegers (ohne seine Beteiligung) neu ausgetragen werden usw. Dieser sich wiederho-
lende Vorgang lafdt sich als Algorithmus formulieren. Der Einfachheit halber sei n=2K,
Fur andere Werte von n ist eine kleine Modifikation der Ausscheidung (Freilose) erfor-
derlich. Mit 2X Elementen als Eingabe liefert der Algorithmus eine aufsteigend sortierte
Folge von 2K Elementen als Ausgabe.

Algorithmus TOURNAMENT SORT:
0. “Spiele ein KO-Turnier und erstelle dabei einen bindren Baum”
1. FORI1:=1TOnDO

“Gib Element an der Wurzel aus”

“Steige Pfad des Elementes an der Wurzel hinab und I6sche es”

“Steige Pfad zurtick an die Wurzel und spiele ihn dabei neu aus”
END

Mit n=8 und den Elementen 98 13 4 17 57 39 12 77 wird im Schritt O der in Bild 6.1a
gezeigte Baum erzeugt. In Bild 6.1b-d ist der Auswahlbaum jeweils nach Ende der er-
sten drei Schleifendurchlaufe (Schritt 1) gezeigt. Dabei wurde der jeweilige Sieger aus
dem Baum entfernt und als Loch markiert. Diese entstehenden Locher nahmen nicht
mehr am Turnier teil. Nach n Schleifendurchlaufen erhalt man die sortierte Ausgabe-
folge 4 12 13 17 39 57 77 98.

Die Ubertragung des obigen Algorithmus in ein MODULA-Programm wird dem Leser
als Ubung empfohlen.

Es sollen nun zur Beurteilung des Algorithmus Platz- und Zeitbedarf abgeschéatzt wer-
den. Zur Darstellung der Elemente auf den verschiedenen Baumebenen mussen

Knoten gespeichert werden.
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4 12
13 4 39 12
N T e R e
98 13 4 17 57 39 12 77
a) Schritt0
12 ‘
13 12
13 17 39 12
O
98 13 17 57 39 12 77
b) Schritt 1: [=1
Ausgabe : 4
N
13 39
13 17 39 77
A S A A
98 13 17 57 39 77
c) Schritt 1: =2
Ausgabe : 4,12
17 ‘
17 39
98 17 39 77
O e
98 17 57 39 77
d) Schritt 1: 1=3
Ausgabe : 4,12,13
Bild 6.1: Durchfuihrung der Auswahl beim TOURNAMENT SORT
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Zur Bestimmung der Anzahl der Vergleiche missen die einzelnen Schritte des Algo-
rithmus getrennt analysiert werden. Im Schritt 0 benétigen wir

k-1
K=lyok=2, 41 - 2= K_1=n-1

i=0
Vergleiche. Bei jedem Schleifendurchlauf erstreckt sich das Absteigen und Aufsteigen

uber k Stufen. Jede Aktion soll dabei als ein Vergleich gewertet werden. Es ergeben
sich also dann pro Schleifendurchlauf

2k = 2log,n
Vergleiche. Insgesamt erhalten wir demnach
n -1+ 2nlog,n = O(nlog,n) (6.1)

Vergleiche, was flr einen Sortieralgorithmus ein gutes Verhalten ist. Sein Platzbedarf,
der die doppelte Grél3e der Eingabefolge ausmacht, ist jedoch nicht optimal.

Auswahl und Ersetzen

Bisher wurde immer angenommen, dal3 fur alle Elemente der Eingabefolge ein Platz
im Auswahlbaum vorhanden ist. Oft ist der zum Sortieren zur Verfiigung stehende
Speicherbereich beschrankt, so dal3 nicht alle Elemente auf einmal sortiert werden
konnen. Der Sortiervorgang mufl3 dann mehrmals wiederholt werden. Bei jedem Sor-
tiervorgang wird eine sortierte Teilfolge (sog. Run oder Lauf) erzeugt, die auf einem Ex-
ternspeicher zwischenzuspeichern ist. Als Folge dieser Vorgehensweise erhalt man
am Ende der Sortierung p unabhangige Runs, die durch ein sogenanntes externes Mi-
schen zu einer sortierten Gesamtfolge zusammengesetzt werden mussen. Die ver-
schiedenartigen Techniken des externen Mischens sollen hier nicht diskutiert werden;
es soll lediglich das Prinzip des Mischens erklart werden. Beim 2-Wege-Mischen wer-
den jeweils 2 Runs eingelesen. Im Hauptspeicher werden sie zu einem (doppelt so lan-
gen) Run zusammengemischt und dabei schrittweise wieder auf den Externspeicher
ausgegeben. Nachdem nach dem ersten Mischdurchgang p/2 Paare gemischt sind,
hat man p/2 Runs der doppelten Lange. In einem weiteren Mischdurchgang werden
diese p/2 Runs paarweise gemischt, bis schlie3lich p/4 Run der vierfachen Lange er-
zeugt sind. Der Vorgang endet, sobald nur noch ein Run Ubrig ist.

Es ist offensichtlich, daf3 die Anzahl der in der Sortierphase erzeugten Runs die Kosten
des Mischens erheblich beeinflussen. Es kommt also darauf an, bei vorgegebenem in-
ternen Speicherplatz beim Sortieren mdglichst lange und damit mdglichst wenige Runs
zu erzeugen. Durch eine Modifikation des TOURNAMENT SORT laf3t sich im Mittel
eine Run-Lange S;> m mitm = 2K erreichen. Sobald im Auswahlbaum ein Spieler aus-
geschieden ist (ein Loch erzeugt wurde), nimmt ein neuer Spieler seinen Platz ein, der
sich sofort an den nachfolgenden Ausscheidungen beteiligt. Das daraus resultierende
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Sortierverfahren wird deshalb mit “Auswahl und Ersetzen” bezeichnet (tree replace-
ment-selection sort).

Die Durchfuhrung des Verfahrens ist fur m = 4 mit Hilfe unserer erweiterten Beispiels-
folge 98 134 17 57 3912 77 49 87 2 18 (n = 12) in Bild 6.2 skizziert. In Bild 6.2b kann
57 direkt den Platz von 4 einnehmen und beim Turnier mitspielen. Ein Problem ent-
steht, wenn der Wert des neuen Elementes kleiner als der Wert des Elementes ist, das
es ersetzt (Bild 6.2d). Wenn in diesem Fall das Element mitspielen wurde, wirde die
Sortierreihenfolge der Ausgabe unterbrochen. Ein solches Element wird deshalb vom
Spielbetrieb ausgeschlossen und mit einem Sternchen markiert. Es erhalt jedoch einen
Platz im Auswahlbaum. Wenn alle Elemente im Baum mit einem Sternchen versehen
sind, wird der momentane Sortiervorgang und der Ausgabe-Run abgeschlossen. Die
Markierungen werden entfernt und es wird ein neuer Sortiervorgang gestartet. Unsere
Beispielanwendung liefert demnach die Runs R, = (4, 13, 17, 39, 57, 77, 87, 98) und
R, = (2, 12, 18, 49).

Durch empirische Untersuchungen wurde gezeigt [Kn73], dal3 im Mittel eine Run-L&an-
ge von R; ~ 2m zu erwarten ist. Falls die Eingabefolge bei aufsteigender Sortierung
schon aufsteigend sortiert ist, liefert das Verfahren einen sortierten Gesamt-Run der
Lange n. Liegt der Eingabe-Run absteigend sortiert vor, so erhalt man als ungunstig-
sten Fall jeweils eine Run-Lange von m.

Analog zu (6.1) erhalten wir als Sortierkosten

Cs=m-1+2nlogo,m.
Zur Ermittlung der Mischkosten wird angenommen, daf3 p = n/(2 m) Runs erzeugt wer-
den. Bei einem 2-Wege-Mischen sind log,(p) Mischdurchgange erforderlich, wobei in

jedem Durchgang n Vergleiche anfallen. Da Ein/Ausgabe-Kosten vernachlassigt wer-
den sollen, erhalten wir als Mischkosten

Cnm = nlog,(n/(2 m)).
Die Gesamtkosten (gesamte Anzahl der Vergleiche) ergeben sich aus
Cg=Cg+Cpy=m-1+2nlogom + nlog,(n/(2 m)).

Fur n»m, was in vielen praktischen Anwendungen gegeben ist, lassen sich die Ko-
sten durch O(nlog,n) abschatzen.

144



Eingabefolge: 98 134 17 57 3912 77 4987 2 18

a)
2
13 4
98 13 4 17
c)4 13
17 ‘
39 17
98 39 57 17
e)4 1317 39
57 ‘
77 57
98 77 57 12*

9)4 13 17 39 57 77

N

b)4
13 ‘
13 17
98 13 57 17
d)4 13 17
39 ‘
39 57
98 39 57 12*

f)4 13 17 39 57

77‘

77 *

]

98 77 49* 12*

h)4 1317 39 57 77 87

98‘

87 * 08 *
98 87 49* 12* 98 2% 49* 12*
Bild 6.2: Durchfihrung des Sortierverfahren “Auswahl und Ersetzen”
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6.3 HEAPSORT

Der Platzbedarf der Auswahl-Sortierung war ihr hauptsachlicher Kritikpunkt. Ein Ent-
wurfsziel flr einen guten Sortieralgorithmus sollte es sein, ohne zusatzlichen Speicher-
platzbedarf auszukommen und auch im ungunstigsten Fall einen Zeitbedarf von
O(n log,n) zu gewahrleisten. Der HEAPSORT, der 1964 von J.W.J. William entwickelt
wurde, erfillt beide Eigenschaften. Er beruht auf einer speziellen binaren Baumstruktur
- dem Heap - und lauft in zwei Phasen ab:

- Erstellung des Heap
- Verarbeitung des Heap

In der ersten Phase wird die Folge der unsortierten Schliissel in einem Binarbaum der-
art abgelegt, dal3 er die Heap-Eigenschatft erfullt.

Definition: Ein Bindrbaum mit n Knoten ist ein Heap der GroRRe n, wenn er folgende
Eigenschaften besitzt:

I.  Erist fast vollstandig.

ii. Die Schlussel in den Knoten sind so angeordnet, dai? fur jeden Knoten i K; < K; gilt,
wobei der Knoten j der Vater von Knoten i ist.
Falls eine Knotennumerierung wie bei der sequentiellen Reprasentation eines Binar-

baumes (Abschnitt 4.5) vorgenommen wurde, 1af3t sich die Heap-Eigenschaft wie folgt
ausdriicken:

KLi/ZJZKi fur 1<[i/2|<i<n

In Bild 6.3a sind einige Bindrbaume mit Heap-Eigenschaft dargestellt. Die Strukturen
in Bild 6.3b dagegen sind keine Heaps. Die ersten beiden sind keine fast vollstadndige
Binarbaume; bei der zweiten und dritten Struktur ist die Schltisselbedingung verletzt.
Man beachte, daf3 alle Strukturen Bindrbaume, jedoch nicht unbedingt binare Such-
baume sind.

Die Grobstruktur des Sortieralgorithmus, der n Elemente aufsteigend sortiert, kann wie
folgt skizziert werden. Es wird dabei das Numerierungsschema der sequentiellen Re-
prasentation unterstellt.

Algorithmus HEAPSORT:

0. “Erstelle einen Binarbaum der Héhe h = |_IoanJ + 1 mit Heap-Eigenschaft

1. FORI1:=N-1TO1BY-1DO
“Vertausche Knoten K; und K"

“Rekonstruiere fur die Elemente K4, ..., K| einen Baum mit Heap-Eigenschaft”
END
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a) Heap-Strukturen

b) keine Heap-Strukturen

Bild 6.3: Beispiele zur Heap-Definition

Der Ablauf dieses Algorithmus soll an einem Beispiel fir n=10 untersucht werden. Das
Erstellen des anfanglichen Heaps ist in Bild 6.4 veranschaulicht. Zu Beginn ist fur die
Elemente Kg - K1 die Heap-Eigenschaft bereits automatisch erfiillt. Der Heap wird nun
von “unten” her so aufgebaut, dal3 zunachst die Heap-Eigenschatt fur jeden Unter-
baum mit K; als Wurzel erfullt wird. Dazu sinkt der Schlissel von K; so tief in den Un-
terbaum ein, bis ein Heap entstanden ist. Das geschieht derart, daf3 der Schliissel von
K; mit dem grof3ten Schlissel seiner Nachfolger-Knoten ausgetauscht wird. Dadurch
kann die Heap-Eigenschaft des entsprechenden Unterbaumes verletzt werden, so daf3
der Austauschprozel3 rekursiv wiederholt wird, bis der Baum mit K; als Wurzel ein Heap
ist. Der Weg des Einsinkens ist in Bild 6.4 gestrichelt gezeichnet. Im Beispiel wird zu-
nachst der Heap flr Kg hergestellt. K, besitzt bereits die geforderte Eigenschaft, so
daf} dann der Reihe nach nur bei K3, K, und K; ein Austausch stattfindet.

Durch Schritt 1 des Algorithmus wird der Heap in einer Schleife verarbeitet. Die Heap-
Eigenschaft garantiert, daf3 das jeweils grofl3te Element des Heaps an der Wurzel steht.
Dieses wird in seine endglltige Position in der Sortierordnung abgelegt; anschliel3end
wird der Heap mit den verbleibenden Elementen neu aufgebaut. Am einfachsten laf3t
sich dieser Vorgang wieder graphisch demonstrieren. Deshalb ist in Bild 6.5 der Sor-
tiervorgang schrittweise veranschaulicht. Da bei jedem Schritt nur die Wurzel neu be-
setzt wird, behalten alle anderen Knoten mit ihrem Unterbaum die Heap-Eigenschatft.
Fur die Wurzel wird die Heap-Eigenschaft rekonstruiert, in dem ggf. der zugehorige
Schlissel wie oben beschrieben in den Baum einsinkt. In Bild 6.5 ist der Weg des Ein-
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sinkens wieder durch Strichelung hervorgehoben. Die bereits sortierten Elemente, die
nicht mehr am Heap teilnehmen, sind durch Kastchen eingerahmt.

Eingabefolge: 2 956 77 12 13 96 17 56 44

(2)
(9) (56)

17) (s6) (a4) 1) (6) (22)

anfangliche Struktur Austausch von Kg

Austausch von K3 Austausch von K,

.
e T
e

Austausch von Kq

Bild 6.4: Erstellen des anfanglichen Heaps

Wird fur den Baum eine sequentielle Reprasentation mit Hilfe einer sequentiellen Liste
gewabhlt, so steht nach Abschlul3 des Algorithmus die Folge der Elemente aufsteigend
sortiert in der sequentiellen Liste. Um eine absteigende Sortierung zu erreichen, ge-
nigt es, die Heap-Definition umzudrehen:

KLi/ZJSKi fur 1<]i/2]<i<n

Das Kernsttick fur die Erstellung eines Baumes mit Heap-Eigenschaft und fir seine
Rekonstruktion ist der ProzelR des Einsinkens. Er &Rt sich durch das als MODULA-
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Prozedur dargestellte Programm 6.1 formulieren. Dabei sei K eine Liste, die global mit
ARRAY [1..N] OF CARDINAL deklariert ist und die den Baum enthélt. Mit Hilfe der Pro-
zedur Lasse_Einsinken lait sich der Algorithmus HEAPSORT in einfacher Weise im-
plementieren (Programm 6.1). Die Liste K sei wiederum global definiert.

Abschlie3end sollen die Kosten des Algorithmus HEAPSORT noch kurz analysiert
werden. Die Kosten der Prozedur Lasse Einsinken werden bestimmt von der Anzahl
der Durchlaufe der REPEAT-Schleife. Wenn die Hohe des Baumes mit der Wurzel K;
h ist, dann wird die Schleife héchstens h-1 mal ausgefihrt, da bei jedem Austausch die
neue Wurzel eine Stufe tiefer sinkt. Die anfallenden Vergleichs- und Austauschopera-

tionen kénnen als konstante Grol3e angesetzt werden, so dal3 der Zeitbedarf O(h) ist.

Wir nehmen an, daf3 2k_1 <n< 2k gilt, so dal3 der Baum die HOohe h=k besitzt. Die

Anzahl der Knoten auf Stufe i (0<i<k-1) ist 2'. Zur Erstellung des anfanglichen
Heaps missen nur Knoten mit nicht-leeren Unterbdaumen bearbeitet werden - also
hochstens alle Knoten von der Stufe k-2 bis zur Stufe 0. Die Kosten fiir einen Knoten
auf der Stufe k-2 betragen hochstens 1 ¢ Einheiten, die Kosten fur die Wurzel K; (k-1)
- ¢ Einheiten. Also ergeben sich fur die Bearbeitung der ersten FOR-Schleife in HEAP-
SORT

k-1
c <21 e+ P2 e+’ (k-1c= Yo 2T
i=1
k-1 k-1
Kol o o o
=c-2 Zl-z < c-n-Z|-2
i=1 i=1
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PROCEDURE Lasse Einsinken (I, M : CARDINAL);

VAR Key, J: CARDINAL,
Heap : BOOLEAN,;

BEGIN
Heap := FALSE;
J = 2%,
REPEAT
{Bestimme die Position J von MAX[K,,, Ko . 11}
IF J<MTHEN
IF  K[J] <K[J+1] THEN
J=J+1
END;
END;
IF J>MTHEN
Heap .= TRUE
ELSIF K[I] => K[J] THEN
Heap := TRUE
ELSE {Vertausche K; und K}
Key = K]I]; K[I] := K[J]; K[J] := Key;
1:=J;J:=2;
END
UNTIL Heap;

END Lasse_Einsinken;

PROCEDURE Heapsort (N : CARDINAL);
{Sortiert eine Liste K mit n Elementen}

VAR |, Key : CARDINAL,;

BEGIN
FORI1:=NDIV2TO1BY -1DO
Lasse_Einsinken(l, N);
END;
FOR1:=N-1TO1BY -1DO
{Vertausche K1 mit Ki+1}
Key := K[1]; K[1] := K[I+1]; K[I+1] := Key;
Lasse_Einsinken(1,l);
END;
END Heapsort;

Programm 6.1:  Prozeduren zur Durchfiihrung des HEAPSORTSs
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k-1
Mit Z i . 27 <2 lassen sich die Kosten abschatzen zu
i=1
C,<2c-n = O(n)

In der zweiten FOR-Schleife fallen n-1 Aufrufe von Lasse_Einsinken an, die jeweils Ko-
sten von hochstens (k-1) ¢ Einheiten verursachen:

C,is(h-1H(k-1c<(n-1c-log,n = O(nlog,n)

Die Gesamtkosten von HEAPSORT sind also beschrankt durch
O(n) + O(n log,n) = O(n log,n).

6.4 QUICKSORT

Ein weiteres wichtiges nichtlineares Sortierverfahren ist der QUICKSORT. Es ist wie
der BUBBLESORT ein Verfahren, das auf dem Prinzip des Austausches beruht. Je-
doch geschieht dieses Austauschen wesentlich effizienter. Durch Austausch von Ele-
menten wird bei jedem Vergleichsdurchgang die zu sortierende Liste in zwei Teillisten
zerlegt, wobei die Schlissel in der einen Teilliste - zwar noch ungeordnet - alle kleiner
als ein bestimmter Schlissel - das Pivot-Element - und alle Schltssel in der anderen
Teilliste - auch noch ungeordnet - alle gré3er oder gleich dem Pivot sind. Beim néch-
sten Vergleichsdurchgang kdonnen die entstandenen Teillisten unabhéangig voneinan-
der behandelt und wiederum zerlegt werden. Durch diese rekursive Zerlegung werden
die Listen kleiner und kleiner, bis sie schlief3lich sortiert sind. Die Sortierung der Ge-
samtliste ergibt sich durch einfache Konkatenation der sortierten Teillisten. Diese Sor-
tiermethode wird auch als Austausch-Zerlegungs-Sortierung (partition-exchange sort)
bezeichnet; sie wurde 1962 von C.A.R. Hoare entwickelt.

Bei der Darstellung von QUICKSORT lehnen wir uns eng an [AU96] an. Das Sortier-
verfahren laf3t sich am besten mit Hilfe eines Beispiels erklaren. Seine einzelnen
Durchgénge sind in Bild 6.6 illustriert. Zunachst ist aus der Liste das Pivotelement p zu
bestimmen. Dazu kann ein beliebiges Verfahren angewendet werden. Sein Wert sollte
nach Méglichkeit nahe beim Median - dem mittleren Schliisselwert der sortierten Liste
- liegen. Eine ideale Wahl wurde getroffen, wenn das Pivot-Element die Liste in zwei
gleichlange Teillisten zerlegt. Der Einfachheit halber wéhlen wir hier als Pivot den gro-
Reren Wert von den beiden ersten Listenplatzen. Der Austauschvorgang wird folgen-
dermalRen durchgefuhrt. Von links beginnend wird ein Schlissel, der gréRer oder
gleich dem Pivot ist, gesucht. Der erste Schlissel werde auf Position i gefunden. Eben-
so wird von rechts beginnend ein Schlussel, der kleiner als der Pivot ist, gesucht. Er
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werde auf Position j lokalisiert. Falls i <j ist, werden die entsprechenden Schlissel aus-
getauscht. AnschlieBend werden auf dieselbe Weise die nachsten Tauschpartner ge-
sucht. Wenn die “linke” Suchposition i gré3er als die “rechte” Suchposition j ist, stoppt
der Austausch und die Liste ist nach dem Pivotelement zerlegt. Die Teillisten kénnen
dann, wie in Bild 6.6 gezeigt, unabhangig voneinander weiter zerlegt werden.

QUICKSORT sortiert eine Liste von n Schlisseln, ohne zusatzlichen Speicherplatz zu
bendtigen. Wir nehmen wieder an, dal eine global definierte Liste K mit ARRAY[1..N]
OF CARDINAL die zu sortierenden Schlussel enthélt. Die zu sortierenden (Teil-) Listen
werden jeweils durch die Indizes L (links) und R (rechts) eingegrenzt. Beim Entwurf des
Algorithmus ist noch zu beachten, dal3 eine zu sortierende Liste aus gleichen Schlus-
seln bereits sortiert ist. Als erster Ansatz kann folgende Grobstruktur fur den rekursiven
Algorithmus gewahlt werden.

Algorithmus QUICKSORT (L,R)

1. IF “inK, ..., Kg befinden sich wenigstens 2 verschiedene Schlissel” THEN

2. “finde das Pivot-Element P”
3. “tausche in K, ..., Kr so aus, da3 furein ImitL+1 <1 <R
alle Schlussel in K, ..., K|.; kleiner als P und
alle Schlussel in K|, ..., Kg gréRer oder gleich P sind”
4, QUICKSORT(L,I-1)
5. QUICKSORT(I,R)
END
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Eingabefolge: 17396 1394 77 2 49 87 52

Durchgang 1 p=39
17 2 6 13 94 77 39 49 87 52
/17 2 6 13 / \ 94 77 39 49 87 52\
Durchgang 2 p=17 p=94
13 2 6 52 77 39 49 87
/13 2 6 / \ femg\ /52 77 39 49 87 / \ fertlg\
Durchgang 3 p=13 p=77

6 2 ‘ 13 52 49 39 77 87
fo 2/ \ g \ Amw/\mx

Durchgang 4

p=6 p =52 p =87
2 ‘ 6 39 49
o/ \ g/ /\\/ /\\\
/ fertig fert|g\ 39 49 fertig fertig fertig
Durchgang 5 p =49

39 ‘ 49
/fertig / \ fertig\

Bild 6.6: Durchfiihrung des QUICKSORT-Algorithmus

Zur Bestimmung des Pivot-Elementes nehmen wir eine Funktion, die den gréf3ten von
den ersten beiden verschiedenen Schlusseln der Liste auswahlt. Falls alle Schlissel
der Liste gleich sind, liefert sie den Wert 0 zurick. Damit kdnnen wir neben der Aktion
2 auch den Test in Aktion 1 durchfihren. lhre Implementierung wurde durch die MO-
DULA-Prozedur Finde_Pivot vorgenommen (Programm 6.2).

Als néachstes ist die Aktion 3 zu implementieren. Dazu werden ein Cursor | von L an
nach rechts und ein Cursor J von R an nach links verschoben. | stoppt, sobald ein Ele-
ment grof3er oder gleich dem Pivot gefunden wurde. Ebenso stoppt J, sobald ein Ele-
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ment kleiner als das Pivot-Element angetroffen wird. Die Auswahlbedingung fir das
Pivot-Element sorgt dafir, daf3 fur | ein Element > P und fur J ein Element < P gefunden
wird, bevor sie den zuléassigen Bereich verlassen wiirden. Beim Austauschprozel3 wird
standig garantiert, dal3 alle Schlissel links von Position | kleiner als P und alle Schlis-
sel rechts von J grof3er oder gleich P sind. Diese Situation kann wie folgt skizziert wer-
den:

Schlissel <P Schllissel >P
L | J R

Nachdem durch | und J zwei Austauschkandidaten gefunden wurden, ist zu prifen, ob
der Austausch durchzufihren ist:

- wenn | < J gilt, werden die beiden Elemente ausgetauscht

- wenn | > J gilt (d.h. 1=J+1), ist die Liste partitioniert und der Austauschprozel}
stoppt.

Die Bedingung 1=J kann nicht auftreten, da ein Element nicht kleiner und gleichzeitig
grolRer oder gleich P sein kann.

Die MODULA-Prozedur Zerlege implementiert den Austauschprozel3. Beim ersten
Durchlauf der REPEAT-Schleife wird einmal ggf. unndtig ausgetauscht, um umstand-
liche Prifungen einzusparen. Der Austausch ist unerheblich (kann sogar richtig sein),
da keine Annahmen Uber die anfangliche Verteilung der Schltssel getroffen wurden.

Mit Hilfe der beiden Funktionen I&R3t sich nun ohne Schwierigkeiten die MODULA-Pro-
zedur Quicksort angeben, die einen global definierten Vektor mit den n Eingabe-
elementen in der beschriebenen Weise sortiert (Programm 6.2).

PROCEDURE Finde_Pivot(L, R : CARDINAL) : CARDINAL;
{liefert 0, wenn alle Schlissel gleich sind, liefert - von links ausgehend - den Index
des grof3eren der ersten beiden verschiedenen Schlussel}

VAR |, Key : CARDINAL,

BEGIN
Key := K]L]; {erster Schlussel}
FORI1:=L+1 TOR DO
IF  K[I] > Key THEN
RETURN |
ELSIF K[I] < Key THEN
RETURN L
END;
END;
RETURN O; {kein unterschiedlicher Schlissel gefunden}
END Finde_Pivot;
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PROCEDURE Zerlege(L, R, Pivot : CARDINAL) : CARDINAL;
{zerlegt K| ,...Kg so, dal} alle Schliissel < Pivot links und alle Schlissel > Pivot

rechts sind. Es wird die Startposition der rechten Gruppe zurtickgeliefert}

VAR 1, J, Key : CARDINAL;

BEGIN
l:=L; {setze Startposition der Cursor}
J=R;
REPEAT
{Austausch der Elemente: beim ersten Durchlauf unerheblich}
Key := K]l]; K[I] := K[J]; K[J] := Key;
{Suchen der Austauschpartner}
WHILE K]l] < Pivot DO
I :=1+1;
END;
WHILE K]I] >= Pivot DO
J=J-1;
END;
UNTIL | > J;
RETURN |
END Zerlege;

PROCEDURE Quicksort(L,R : CARDINAL);
{sortiert K ,...Kr eines externen Arrays K}

VAR |, Pivot, Pindex : CARDINAL;

BEGIN
Pindex := Finde_Pivot(L, R);
IF Pindex <> 0 THEN
Pivot := K[Pindex];
| := Zerlege(L, R, Pivot);
Quicksort(L, 1-1);
Quicksort(l, R);
END;
END Quicksort;

Programm 6.2:  Programmkomponenten zur Durchfihrung von QUICKSORT
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Analyse von QUICKSORT

Der HEAPSORT garantierte in jedem Fall eine Beschréankung des Aufwandes durch
O(n log,n). Beim QUICKSORT kann dies nichtimmer gewahrleistet werden, da der ge-
samte Sortieraufwand stark von der Eingabefolge und von der Wahl des Pivot-Elemen-
tes abhangt. Im ungunstigsten Fall ergibt sich jedes Mal eine Zerlegung, bei der eine
Gruppe aus einem Element und die zweite Gruppe aus n;-1 Elementen besteht. Bei-
spielsweise wirde dies mit der oben angegebenen Funktion zur Bestimmung des
Pivot-Elementes und einer bereits aufsteigend sortierten Eingabefolge der Fall sein.
Dabei ergabe sich jedes Mal mit der obigen Funktion ein konstanter Aufwand fir die
Bestimmung des Pivot-Elementes. Im allgemeinen Fall kann er nicht gré3er als ¢4 - n;
werden, wobei c, die Zeitanteile, die einem Element der zu zerlegenden Gruppe zuge-
rechnet werden kénnen, zusammenfal3t. Der Aufwand fur ZERLEGE la3t sich mit
C, - nj abschatzen, wobei ¢, die Kosten der einzelnen Operationen der REPEAT-
Schleife ausdriickt. Als weitere Kosten fallen bei jedem Aufruf des QUICKSORT-AIgo-
rithmus der Test der IF-Bedingung, die Zuweisung des Pivot-Elementes und der zwei-
malige rekursive QUICKSORT-Aufruf an. Nach obiger Zerlegungsannahme betrifft ein
QUICKSORT-Aufruf eine Gruppe mit einem Element, so daf? auch hier konstanter Auf-
wand resultiert. Diese drei Anteile seien durch c5 beschrieben. Fir den unglnstigsten
Fall erhalten wir also folgende Abschatzung der Sortierkosten:

C(n) = cyn+c,n+cy+C(n—-1)

Cn-1) = cq(h=1)+cy(n—-1)+cy+C(N-2)

Durch Substitution ergibt sich
C(n) = (cp+cy)(n+n—1+n-2+..+2)+(n-1)cg+C(1)

= (c +C)((N+1)(n/2)—=1) +(N—1)cg = O(n%)

Falls gleiche Wahrscheinlichkeiten fir alle méglichen Eingabefolgen einer Schliissel-
menge angenommen werden, ist das Auftreten des ungunstigsten Falles sehr unwahr-
scheinlich. Eine genaue Analyse des zu erwartenden mittleren Aufwandes ist mathe-
matisch recht komplex [AU96]. Zur Vereinfachung der Analyse soll deshalb hier ange-
nommen werden, daR sich durch Aufteilen der noch verbleibenden Restliste bei n=2¥
jedes Mal zwei gleich gro3e Teillisten ergeben. Die Zuordnung der Konstanten zur Be-
schreibung der einzelnen Zeitanteile kann beibehalten werden. Als Abschétzung erhal-
ten wir folglich:

C(n)
C(n/2)

cn+con+cy+C(n/2)+C(n/2)

c,(n/2)+cy(n/2) +Ccq+2C(N/4)
Durch Substitution erhélt man

C(n) = (Cy*+cy)(n+n)+cy(l+2)+4C(n/4)
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Weitere Substitution fuhrt zu

log,n log,n—-1
log,n

C(n) (ci+c) ¥ n+cy Y 2+2 00 C(1)

log,n
(cqy +cy)n(log,n) +c4(2

_1)

= (cq +cy)n(log,n) +cy(n—1) = O(nlog,n)

Das Ergebnis besagt, dal3 bei etwa gleichmaRiger Aufteilung der Teillisten in jeder Par-
titionierung ein Zeitaufwand von O(n log,n) Einheiten erwartet werden kann. Es ist so-
gar so, daf’ QUICKSORT im Mittel allen anderen nichtlinearen Sortierverfahren in der
Laufzeit Uberlegen ist. Naturlich wird diese Laufzeitverbesserung durch einen konstan-
ten Faktor bestimmt, jedoch kommt es beim Einsatz von Algorithmen in praktischen
Anwendungen meist auf diese Konstanten an.

Bei unserer Analyse des durchschnittlichen Falls haben wir fur die Zerlegung Idealan-
nahmen getroffen, so dal sich eine durchschnittliche Zerlegungstiefe von log,n fir je-
des Element ergab. Empirische Untersuchungen unseres Algorithmus QUICKSORT
zeigten jedoch, daf die durchschnittliche Tiefe eines Elementes bei 1.4 log,n liegt.
Durch eine sorgfaltigere Wahl des Pivot-Elementes sollte es moglich sein, die Laufzeit
von QUICKSORT um 30% zu verbessern.

Eingangs wurde gesagt, dal? jede beliebige Funktion zur Pivot-Bestimmung herange-
zogen werden kann. Oft werden drei Elemente - etwa das erste, das mittlere und das
letzte oder drei beliebige Elemente der Liste - Gberpruft. Das wertmafiig mittlere Ele-
ment wird dann als Pivot benutzt. Diese Technik laf3t sich nattrlich verallgemeinern.
Man kann k beliebige Elemente auswéhlen, diese durch QUICKSORT oder durch ein
anderes Sortierverfahren sortieren und dann das Element an der Position (k+1)/2 als
Pivot einsetzen. Es ist offensichtlich, dafd bei der Wahl von k ein Kompromif3 zu schlie-
Ben ist, da sonst entweder zuviel Zeit zur Pivot-Bestimmung verbraucht wird oder der
Pivot im Mittel zu unglnstig ausgewahlt wird.

Eine weitere Verbesserung betrifft die Behandlung von kleinen Teillisten. Fir eine klei-
ne Anzahl von Elementen sind einfache O(n2)-Methoden besser als nichtlineare Sor-
tierverfahren. Ab einer bestimmten Listengrof3e sollte man deshalb das Verfahren
wechseln. Der Zeitpunkt des Umwechselns bleibt natirlich der kritische Parameter.
Knuth [Kn73] schlagt vor, dal QUICKSORT bei einer Lange der Teilliste von 9 einen
einfacheren Sortieralgorithmus aufruft.

In unserem Algorithmus haben wir der Einfachheit halber unterstellt, dafd nur eine Liste
von Schlusseln zu sortieren ist. Gewohnlich sind jedoch ganze Satze nach ihren
Schlisseln zu sortieren. Falls gentigend Platz zur Verfligung steht, a3t sich durch eine
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“indirekte Sortierung” Zeit einsparen. Es wird zusatzlich eine Tabelle von Zeigern auf
die zu sortierenden Satze angelegt. Anstelle eines Austauschs der Satze erfolgt stets
der Austausch der zugehoérigen Zeiger, so dal3 am Ende die Folge der Zeiger auf die
Satze in Sortierreihenfolge zeigt. Die Satze brauchen dann in einem linearen Durch-
gang nur einmal umgeordnet zu werden (O(n)). Das Umordnen wahrend der Sortie-
rung (O(nlog,n)) betraf nur Zeiger; der resultierende Unterschied ist besonders grof3,
wenn es sich dabei um lange Satze handelt.

159



7. Mehrwegbaume

Binéare Suchbaume eignen sich vor allem zur Darstellung von Suchstrukturen oder Zu-
griffspfaden fir Datenelemente in einstufigen Speichern (Hauptspeicher). Selbst bei ei-
nem Datenbestand von 10® Elementen bietet ein AVL-Baum fiir die direkte Suche mit
etwa 20 Vergleichs- und Verzweigungsoperationen noch einen extrem schnellen
Suchweg, da fur solche interne Operationen nur Hauptspeicherzugriffe (etwa 60 ns) er-
forderlich sind..

Bei der Organisation von Daten in mehrstufigen Speichern muf3 ein Baumknoten erst
in den Hauptspeicher gebracht werden, bevor eine Vergleichs- und Verzweigungsope-
ration abgewikkelt und damit die Adresse des Nachfolgerknotens im Suchbaum be-
stimmt werden kann (Bild 7.1). Da der Datentransport gewdhnlich in Einheiten fester
Lange (Blocke, Seiten) erfolgt, ist es gunstig, die Suchbaume auf Externspeichern so
auf die Seiten abzubilden, dal3 mit einem physischen Zugriff (Seitentransport) mog-
lichst viel “Suchinformation” zum Hauptspeicher Ubertragen wird.

Typische Seitenlangen liegen heute zwischen 2 K und 8 K Bytes. Fur das wabhlfreie
Aufsuchen und den nachfolgenden Transport einer Seite zum Hauptspeicher werden
bei Magnetplatten heute durchschnittlich etwa 12 ms bendétigt. Wegen der Zugriffszeit-
charakteristika der verschiedenartigen Speicher einer zweistufigen Speicherhierarchie
tut sich eine “Zugriffsliicke” zwischen Hauptspeicher (elektronischer Speicher) und Ex-
ternspeicher (magnetischer Speicher) auf, die momentan etwa einen Faktor von 2*10°
ausmacht und wegen der Geschwindigkeitssteigerung der elektronischen Speicher
tendenziell noch groRer wird. Ein Zugriff auf eine Datenseite, die sich bereits im Haupt-
speicher befindet, ist also um den Faktor 2*10° schneller als ein externer Zugriff auf die
Magnetplatte, um die referenzierte Seite zu holen. Mif3te im obigen Beispiel jeder Kno-
ten im Suchpfad des AVL-Baumes getrennt in den Hauptspeicher Ubertragen werden,
so kostet eine direkte Suche schon mehrere hundert Millisekunden - eine Gro3enord-
nung, die in zeitkritischen Aufgaben der Datei- oder Datenbankverwaltung nicht zu to-
lerieren ist.

Es werden deshalb fiir die Datenverwaltung auf mehrstufigen Speichern Baumstruktu-
ren entwickelt, bei denen ein Knoten mehr als zwei Nachfolger hat. Ziel dabei ist es,
maoglichst viele Nachfolger pro Knoten (ein moglichst grof3es fan-out) zuzulassen. So
entstehen “buschigere” oder breitere Baume mit einer geringeren Hohe. Aul3erdem
wird, wie in Bild 7.1 skizziert, versucht, bei der Verarbeitung Lokalitéatseigenschaften,
die sich bei wiederholter Baumsuche ergeben, auszunutzen. So werden die Wurzelsei-
te und die Seiten der héheren Baumebenen haufiger traversiert als Seiten auf tieferen
Baumebenen. Durch spezielle MalZnahmen im E/A-Puffer (Seitenersetzungsalgorith-
men) |aRt es sich oft erreichen, dalR beispielsweise die Wurzelseite und manchmal
auch Seiten anderer Baumebenen schon im Hauptspeicher sind, wenn der entspre-
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chende Baum traversiert werden soll. In praktischen Anwendungen werden also durch
Suchbaume, die an die Speichercharakteristika angepasst sind, Leistungsgewinne da-
durch erzielt, daf3 die Ein-/Ausgabe beim Baumzugriff minimiert wird, und zwar durch
grol3e Zugriffsgranulate und damit “breite Baume” sowie durch Nutzung von Referenz-
lokalitat.

— Betriebssystem
Py
E/A-Puffer Py
P
— P2 P‘s ‘ Py
[ ] P5
T Kanal
~_
P P Steuer-
2 5 einheit
— Benutzer
Magnetplattenspeicher Zugriffslicke Hauptspeicher
12 ms 2*10° 60 ns
Bild 7.1: Zugriffswege bei einer zweistufigen Speicherhierarchie

Bei der Abbildung von Baumknoten (Eintrage) liegt es nahe, einen grof3en bindren
Suchbaum in der in Bild 7.2 skizzierten Weise in Seiten zu unterteilen und jede Seite
als Knoten aufzufassen, wobei bis zu m-1 urspriingliche Knoten als Eintrage im neuen
Knoten (Seite) untergebracht werden. Eindeutiges Optimierungsziel ist die Minimie-
rung der Hohe, da die Hohe die Anzahl der Externspeicherzugriffe im schlechtesten
Fall angibt. Bei einem Kostenmal} flr solche Baume kdnnen die internen Operationen
auf einem Knoten gegentiber den E/A-Operationen in erster Naherung vernachlassigt
werden.

Bild 7.2: Unterteilung eines grof3en bindren Suchbaumes in Seiten
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7.1 m-Wege-Suchbaume

Die einfachste Abbildung, die sich nach dem in Bild 7.2 skizzierten Schema durch Zu-
sammenfassung von bis zu m-1 Schlisseln und m Zeigern ergibt, fihrt auf den (nattr-
lichen) m-Wege-Suchbaum, der eine Analogie zum natirlichen bindren Suchbaum
darstellt. Ein m-Wege-Suchbaum verkdrpert eine Sortierordnung auf der Menge der
gespeicherten Schlissel und erlaubt ahnliche Suchverfahren wie der binare Such-
baum; er kann als seine Verallgemeinerung aufgefal3t werden. Von seiner Topologie
her ist der m-Wege-Suchbaum jedoch ein allgemeiner Baum.

Definition: Ein m-Wege-Suchbaum oder ein m-arer Suchbaum B ist ein Baum, in dem
alle Knoten einen Grad < m besitzen. Entweder ist B leer oder er hat folgende Eigen-
schaften:

I. Jeder Knoten des Baums hat folgende Struktur:

Ki|Dy| % [Ko|Dy| ¢ |*oe|Ky|Dp

l $
Po Py P2 Pp
Die P;, 0<i<b, sind Zeiger auf die Unterbaume des Knotens und die K; und D;,

1<i<b sind Schlilsselwerte und Daten.

ii. Die SchlUsselwerte im Knoten sind aufsteigend geordnet: K, <K, , ;, 1<i<b.

ii. Alle Schlisselwerte im Unterbaum von P; sind kleiner als der Schlisselwert
K 0<i<b.

i+1

iv. Alle Schlusselwerte im Unterbaum von P; sind gro3er als der Schlisselwert K;
1<i<b.

v. Die Unterbdume von P;, 0<i<b sind auch m-Wege-Suchbaume.

Offensichtlich lassen sich durch das eingefuhrte Knotenformat die nachfolgend ge-
zeigten drei Ebenen eines binaren Suchbaums (mit b = 7) effizient als ein Knoten eines
m-Wege-Suchbaums abbilden.
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Die D; kdnnen Daten oder Zeiger auf die Daten reprasentieren. Oft sind die Daten auf
einem separaten Speicherplatz abgelegt. Dann stellt die Baumstruktur einen Index zu
den Daten dar. Zur Vereinfachung werden wir die D; weglassen.

In Bild 7.3 ist der Aufbau eines m-Wege-Suchbaumes fiir m=4 gezeigt. Seine Knoten-
inhalte lassen sich wie folgt interpretieren: S(P;) sei die Seite, auf die P; zeigt, und K(P;)
sei die Menge aller Schltssel, die im Unterbaum mit Wurzel S(P;) gespeichert werden
kénnen.

Einflugereihenfolge:

30, 50, 80
10, 15, 60, 90
le10e15¢ | e60e | [e90e |
20, 35, 5, 95, 1, 25, 85
[e100150200e| o356 | [e60e | [eg0eo5e |

s ] fme ]

Bild 7.3: Aufbau eines m-Wege-Suchbaumes (m=4)
Dann gelten folgende Ungleichungen:

. xe K(Py:(x<Kjy)
i, xe K(P):u(K<x<K;,q) furi=12..,b-1
iii.  xe K(Pp):(Ky<x)

Aus der Betrachtung der Baumstruktur wird deutlich, dal3 die Schltssel in den inneren
Knoten zwei Funktionen haben. Sie identifizieren Daten(satze), und sie dienen als
Wegweiser in der Baumstruktur.

Fur den m-Wege-Suchbaum wird nur direkte und sequentielle Suche skizziert. Einfu-
ge- und Loschoperationen erklaren sich analog zum binaren Suchbaum intuitiv. Da fur
den m-Wege-Suchbaum kein Balancierungsmechanismus definiert ist, kann oftmals
“Wildwuchs” entstehen, der praktische Anwendungen solcher Baume in Frage stellt.
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Definition des Knotenformats:

CONST Emax =M - 1; {maximale Anzahl von Eintragen/Knoten}

TYPE Sptr=POINTER TO Seite;
Index = [1..Emax];
Eintrag = RECORD
Key : Schluesseltyp;
Info : Infotyp;
Ptr . Sptr
END;
Seite = RECORD
B :Index; {aktuelle Anzahl von Eintragen}
Po : Sptr;
Evektor : ARRAY Index OF Eintrag
END;

PROCEDURE Msuche (X : Schluesseltyp; P : Sptr; VAR Element : Eintrag);
VAR |:Index;

BEGIN
IF P=NIL THEN
WriteString(‘Schluessel X ist nicht im Baum’)

ELSIF X < P".Evektor[1].Key THEN X <Ky}
Msuche(X, P~.Po, Element)
ELSE
=1,
WHILE (I < P~.B) AND (X > P".Evektor[l].Key) DO
l:=1+1;
END;

IF P~.Evektor[l].Key = X THEN {Ki=X, 1<i<b}
Element := P~.Evektor([l]

ELSE {Ki<X<Kjs1, 1<i<b oder X>Kp}
Msuche(X, P”*.Evektor[l].Ptr, Element)
END;
END;
END Msuche;

Programm 7.1:  Rekursive Prozedur zum Aufsuchen eines Schliissels in einem m-
Wege-Suchbaum

Der Suchvorgang nach einem Schlussel X in einem m-Wege-Suchbaum ist eine Erwei-
terung der direkten Suche in einem binaren Suchbaum. Er &3t sich in analoger Weise
als rekursive Prozedur Msuche formulieren. Dazu wird ein geeignetes Knotenformat
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durch die im Programm 7.1 gegebene MODULA-Definition eingefiihrt. Der
Suchschlissel ist in der Variablen X enthalten. Der Zeiger P zeigt anfanglich auf die
Wurzel des Baumes. Falls die Suche erfolgreich ist, enthalt Element den gesuchten
Baumeintrag.

Im Suchalgorithmus wurde in jedem Knoten sequentiell gesucht. Wenn die Menge der
Schlissel pro Knoten sehr grof3 ist, kbnnte zur Beschleunigung eine binére Suche ein-
gesetzt werden.

Die sequentielle Suche kann durch Verallgemeinerung des Durchlaufs in Zwischenord-
nung bewerkstelligt werden. Der Durchlauf in symmetrischer Ordnung erzeugt die sor-
tierte Folge aller Schlussel (Programm 7.2).

PROCEDURE Symord(P : Sptr);
VAR |:Index;

BEGIN
IF P <>NIL THEN

Symord(P”.Po);

FORI:=1to P".B DO
WriteString(P~.Evektor[l].Key);
Symord(P”.Evektor[l].Ptr)

END

END;
END Symord;

Programm 7.2:  Prozedur zum Durchlauf eines m-Wege-Suchbaums in symmetri-
scher Ordnung

Wie aus Bild 7.3 deutlich wird, ist der m-Wege-Suchbaum im allgemeinen nicht ausge-
glichen. Es ist fur Aktualisierungsoperationen kein Balancierungsmechanismus vorge-
sehen. Das fuhrt dazu, daR Bléatter auf verschiedenen Baumebenen auftreten kénnen
und dafd der vorhandene Speicherplatz sehr schlecht ausgenutzt wird. Im Extremfall
entartet der Baum zu einer geketteten Liste. Seine HOhe kann deshalb betrachtlich
schwanken.

Die Anzahl der Knoten in einem vollstandigen Baum der H6he h,h > 1 ist

h-1
mh—l

_ i_
N—Zm—m_l.
i=0

Da jeder Knoten bis zu m-1 Schlissel besitzen kann, ergibt sich als maximale Anzahl
von Schlusseln
= N 1)=m"-1
Npax = N-(M=1) =m -1.

Im ungunstigsten Fall ist der Baum vollig entartet:
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Daraus ergeben sich folgende Schranken fur die Hohe eines m-Wege-Suchbaums:
log,,(n+1)<h<n

Um das Entstehen ungunstiger Baume zu verhindern, fand ebenso wie beim binaren
Suchbaum eine Weiterentwicklung statt, die auf die Einfihrung eines geeigneten Ba-
lancierungsverfahrens abzielte. Die Einhaltung des striktest mdglichen Balancierungs-
kriteriums - Ausgeglichenheit des Baumes bei minimal mdglicher Héhe - hatte jedoch
wiederum auf einen Wartungsaufwand von O(n) geftihrt und ware damit viel zu teuer
gewesen. Deshalb wurde ein Balancierungsmechanismus entwickelt, der mit Hilfe von
lokalen Baumtransformationen den Mehrwegbaum fast ausgeglichen hélt.

7.2 B-Baume

B-Baume sind fast ausgeglichene Mehrwegbaume. In Bezug auf ihre Knotenstruktur
(Seiten) sind sie sogar vollstéandig ausgeglichen. Durch ihre lokalen Reorganisations-
mafinahmen garantieren sie jedoch nicht immer eine minimale Hoéhe, d. h., die Bele-
gung der einzelnen Knoten kann in gewissen Grenzen schwanken.

Die B-Baumstruktur wurde 1970 von R. Bayer und E. McCreight entwickelt [BMc72].
Sie und einige ihrer Varianten werden bei einem breiten Spektrum von Anwendungen
eingesetzt. Der Titel eines Aufsatzes “The Ubiquitous B-Tree” von D. Comer charakte-
risiert diesen Sachverhalt sehr treffend [Co79]. In Datei- und Datenbanksystemen die-
nen sie zur Organisation von Zugriffspfadstrukturen. Ihr Zugriffsverhalten ist weitge-
hend unabhangig von der Menge der verwalteten Elemente, so dal? sie als Indexstruk-

tur fir 10 als auch fir 107 Elemente oder mehr herangezogen werden. Da sie sehr
breite Baume von geringer HOhe garantiert, bietet sie eine effiziente Durchfiihrung ihrer
Grundoperationen - direkte und sequentielle Suche, Einfligen und L&éschen von
Schlusseln.

Definition: Seien k, h ganze Zahlen, h >0, k > 0. Ein B-Baum B der Klasse t(k, h) ist
ein leerer Baum oder ein geordneter Suchbaum mit folgenden Eigenschatften:

I. Jeder Pfad von der Wurzel zu einem Blatt hat die gleiche Lange.

ii. Jeder Knoten aul3er der Wurzel und den Blattern hat mindestens k+1 S6hne. Die
Wurzel ist ein Blatt oder hat mindestens 2 S6hne.

iii. Jeder Knoten hat hdchstens 2k+1 Sohne.

iv. Jedes Blatt mit der Ausnahme der Wurzel als Blatt hat mindestens k und héchstens
2k Eintrage.
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Fur einen B-Baum ergibt sich folgendes Knotenformat:

- L >
b |¢|Ky|Dy| v |KyDa| 9 |***|Kyp|Dy| ¢ | freier Platz
v v v v

Po Py P, Pp

Die Eintrage fur b, Schlissel, Daten und Zeiger haben die festen Langen |y, Iy, Ip und
lp- Als KnotengrofBe wird die Gro3e der Transporteinheit zwischen Haupt- und Extern-
speicher gewahlt. Diese Knoten- oder Seitengrof3e sei L. Als maximale Anzahl von Ein-
trdgen pro Knoten erhalten wir dann

L—1_—I
b =|__b b |=2k.
max

{IK+ID+IJ

Damit lassen sich die Bedingungen der Definition nun so formulieren:

iv. und iii. Eine Seite darf hochstens voll sein.

iv. und ii. Jede Seite (aul3er der Wurzel) mufd mindestens halb voll sein. Die Wurzel
enthalt mindestens einen Schlussel.

I. Der Baum ist, was die Knotenstruktur angeht, vollstandig ausgeglichen.

Fur den B-Baum gibt es eine geringfugig unterschiedliche Definition, bei der minimal
'm/27 und maximal m Nachfolger pro Knoten zugelassen sind. Der einfacheren
Schreibweise wegen bleiben wir bei unserer Definition, bei der 2k+1 dem m entspricht.
In Bild 7.4 ist ein B-Baum der Klasse 1(2,3) veranschaulicht. In jedem Knoten stehen
die Schlussel in aufsteigender Ordnung mit K; <K, < ... <K . Bei b Schlusseln hat er
b+1 Sohne. Seine Knoteninhalte lassen sich in gleicher Weise wie beim m-Wege-
Suchbaum interpretieren. Auch die Such- und Durchlauf-Algorithmen bleiben gleich.
Jeder Schlussel hat wieder die Doppelrolle als Identifikator eines Datensatzes und als
Wegweiser in der Baumstruktur. Sie erschwert gewisse Optimierungen, auf die spéater
eingegangen wird.

Bemerkung: Die Klassen 1t(k,h) sind nicht alle disjunkt. Es ist leicht einzusehen, daf}
beispielsweise ein maximaler Baum aus t(2,3) ebenso in t(3,3) und t(4,3) ist.

2122 |
04090 0160190
e1e2e3e [le5epe7 080 [e100110 | [+13e14015¢ | [e170186 | [+200210220230
Bild 7.4: B-Baum der Klasse 1(2,3)
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7.2.1 HOohe des B-Baumes

Die Effizienz der direkten Suche wird wesentlich von der Hohe des B-Baums bestimmt.

Satz: Fur die Hohe h eines Baums der Klasse t(k,h) mit n Schlisseln gilt:
logy, 4+ (N+1)<h<logy, ((N+1)/2)+1 firn>1
und h =0 firn =0

Fur den Beweis der oberen und unteren Grenzen leiten wir die minimale und maximale
Anzahl von Knoten in t(k,h) ab. Einen minimalen Baum erhalt man, wenn jeder Knoten
die kleinstmogliche Anzahl von S6hnen hat. Das ergibt nach Definition

1+2+2-(k+1)+2-(k+1)2+...+2(k+1)h_2

h-2
1+2. % (k + 1)
i=0

(k, h)

I\Imin

1+E-((k+1)h_1—1) (7.1)

Offensichtlich erhalt man einen maximalen Baum, wenn jeder Knoten die gro3tmogli-
che Anzahl von Séhnen hat.

1+2k+1+(2k+1)2+...+(2k+1)h_1

h-1 .
> (2k +1)'

i=0

(k, h)

Nmax

_k+1)"-1
oK

(7.2)
Damit ergibt sich als obere und untere Grenze fur die Knotenzahl N(B) eines beliebigen
B-Baumes B € t(k, h)
h
2 h-1 2k+1) -1
142 (k)" T eNB) < ST 22 s (7.3)
und N(B) =0 fuirh=0

Aus Npin(k,h) und Nyax(k,h) erhalt man die minimale und maximale Anzahl von
Schlisseln, die im Baum gespeichert sind. Fur h > 1 gilt:

nxn_. = 2(k+1)h_1—

1 (7.4)

und n<n = (2k+1)"—1 (7.5)

- ‘max

Nach h aufgeldst erhalten wir die oben angegebenen Grenzen.
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In einem B-Baum der Klasse t(k,h) kann also die Anzahl der Schltissel in den abgelei-
teten Grenzen schwanken:

ok+ )M o1<n<k+ 1) -1 (7.6)

Fur t(2,3) (Bild 7.4) bedeutet dies 17<n<124. Eingangs bezeichneten wir den B-
Baum als fast ausgeglichenen Mehrwegbaum. In Bezug auf seine Knotenstruktur ist er
zwar ausgeglichen, erreicht aber nicht immer die minimale mdgliche Héhe. Der quan-
titative Unterschied zum (optimalen) ausgeglichenen m-Wege-Suchbaum soll kurz
skizziert werden. In Analogie zum ausgeglichenen binaren Suchbaum sei er wie folgt
definiert:

- h-1 Stufen von der Wurzel her sind voll belegt: b = 2k
- die Belegung der Stufe h (h > 1) erfullt das B-Baum-Kriterium: k <b < 2k
- fur h=1 gilt Ungleichung (7.6).

h-1
(k. h) = (2k+12)k —1 k)

Mit 1

Nmax

gilt fir die optimale Belegung immer

Nopr(k ) 2 (2k+ D e kek+ )"l

(k+1)-2k+ )" "1o1 fiir n > 1.

Mit nphax @ls oberer Grenze ergibt sich

h=1_1<n S(2k+1)h—1

(k+1)-(2k + 1) <Nyt

Als Schwankungsbereich fiir t(2,3) erhalten wir damit 74 < Nopt < 124 . Da sich die
Bereiche der nqy flr verschiedene n nicht tiberdecken, kdnnen solche ausgeglichene

m-Wege-Suchb&ume nur fur bestimmte Schliisselmengen aufgebaut werden.

7.2.2 Einfigen in B-Badumen

Wahrend die bisher betrachteten Baume alle von der Wurzel zu den Blattern hin ge-
wachsen sind, ist bei B-Baumen das Wachstum von den Blattern zur Wurzel hin ge-
richtet. Man beginnt mit einer leeren Seite als Wurzel. Die ersten 2k Schlissel werden
in die Wurzel unter Beachtung der Ordnungsrelation eingeftigt. Durch den nachsten
Schlussel lauft die Wurzel tber.

* Ky e Kye o oKy | Kok
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Das Schaffen von neuem Speicherplatz wird durch eine fiir den B-Baum fundamentale
Operation - dem Split-Vorgang - erreicht. Uber die Freispeicherverwaltung wird eine
neue Seite angefordert. Die Schliisselmenge wird aufgespalten und nach dem folgen-
den Prinzip neu aufgeteilt.

l

Ki Ko oo Kl Kirr o | Kisz o Ko

Die ersten k-Schlissel verbleiben in der urspriinglichen Seite. Der in der Sortierreihen-
folge mittlere Schlussel - der Median - wird zum Vaterknoten gereicht, wahrend die
restlichen k Schlissel in die neue Seite kommen. Da in der obigen Situation kein Va-
terknoten vorhanden ist, wird eine weitere neue Seite zugeordnet, so dal3 der B-Baum
folgendes Aussehen erhalt:

-K1-K2-...-Kk- *Kpe2® - ‘K2k+1‘

Der Schlussel K1 in der neuen Wurzel dient nun als Wegweiser, ob ein beliebiger
Schlissel K im linken oder im rechten Unterbaum steht oder dort einzufiigen ist. Wei-
tere Schlussel werden in den Bléattern in Sortierreihenfolge eingefiigt. Sobald ein Blatt
Uberlauft, wird ein Split-Vorgang ausgefuhrt, wodurch ein weiterer Schlissel in die
Wurzel aufgenommen wird. Nach einer Reihe von Split-Vorgangen wird schlief3lich die
Wurzel selbst Uberlaufen. Dieses Ereignis erzwingt die Aufteilung des Schlissels in der
Wurzel auf zwei Knoten und einer neuen Wurzel (wie oben gezeigt). Dadurch vergro-
Bert sich die HOhe des Baumes um 1. Dieser Split-Vorgang als allgemeines Wartungs-
prinzip des B-Baumes laf3t sich also solange rekursiv fortsetzen, bis gentigend Spei-
cherplatz auf allen Baumebenen geschaffen worden ist. Folgendes allgemeine Sche-
ma wird dabei angewendet:

K2k+1i i . Kkl Z TKk+2$ o ® K2k+1l %

Pok+1 Po P1 Pk  Prsr Pia2 Pok+1
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Im Einflgealgorithmus werden also folgende Schritte ggf. rekursiv ausgefihrt:
- Suche Einfugeposition

- Wenn Platz vorhanden ist, speichere Element, sonst schaffe Platz durch Split-
Vorgang und flge ein.

Fur eine Folge von Schlisseln ist der Einfugealgorithmus bei einem B-Baum aus t(2,h)
in Bild 7.5 gezeigt. Bei Einfligen der Schlissel 33 und 50 verandert der B-Baum seine
Hohe h jeweils um 1; dabei fallen jeweils h Split-Vorgange an (H6he vor Einfigen).

Einflgereihenfolge:

77 12 48 69 120480690770
3389 97 v28e |
o
e120336 | [e690770890974]
91 37 45 83 e489e80e
/ ) \
[e120330370450¢] [e60077e830 e01e970
25579095 e33948e89e
— \\.
e2e50120 | [0370450 | [e57e69e77083¢| [e90e01e950070
99 +339489899+95¢

4///\\,

[e2e5012¢ | [e37e450 [e57069077083e [e90e01e | |s97e90e
S0 2692 |
/ \»
[2332482 ¢899 050
[e2e50e12e | |e370450 | [s50057¢ | [+77983¢ | [s90e01e | [s97099¢

Bild 7.5: Aufbau eines B-Baumes der Klasse 1(2, h)
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7.2.3 Kostenanalyse fur Einfiigen und Suchen

Wir hatten bereits festgestellt, dal3 bei B-Baum-Operationen die Anzahl der Extern-
speicher-Zugriffe als relevante Gréf3e zu beriicksichtigen ist. Wir nehmen dabei an,
dal jede Seite, die flir eine Operation bendtigt wird, genau einmal vom Externspeicher
geholt werden muf3. Bei Veranderung der Seite muf3 sie dann auch genau einmal zu-
rickgeschrieben werden. Wir bezeichnen die Anzahl der zu holenden Seiten mit f
(fetch) und der zu schreibenden Seiten mit w (write).

Fur die sequentielle Suche - beispielsweise durch einen Durchlauf in symmetrischer
Ordnung - fallen N Lesezugriffe an. Da dabei jeder interne Knoten sehr oft aufgesucht
wird, muf3 gewahrleistet sein, dald er wahrend dieses Referenzzeitraums im Haupt-
speicher gehalten werden kann. Spater werden wir eine Variante des B-Baum kennen-
lernen, die eine effizientere Durchfihrung dieser Operation gestattet.

Bei der direkten Suche erhalten wir:

fmin =1  :der Schllussel befindet sich in der Wurzel
fmax =h :der Schlissel ist in einem Blatt

Um eine Aussage Uber die mittleren Suchkosten f,,4 zu bekommen, berechnen wir sie
fur den Fall der maximalen Belegung eines B-Baumes. Wir werden sie dann weiterhin
fur seine minimale Belegung ableiten und haben so die Grenzen des Intervalls, in dem
die mittleren Suchkosten zu erwarten sind.

Mit Hilfe von Gleichung (7.2) erhalten wir als gesamte Zugriffskosten bei maximaler Be-
legung eines B-Baumes, wenn auf jeden Schlissel genau einmal zugegriffen wird,
h-1
; = 2k 3 (i+1)-(2k+1)

max

h-1 _ h-1 _
(m—l)-[z m' + Z i-m'J

_ (m—1).[mh—1+(h‘1)'mh_ mh‘m]
m-1 (m-1) (m—1)2
mh—m

h-mh—l—

mitm = 2k+1

Die mittleren Zugriffskosten ergeben sich unter Bertcksichtigung von (7.5) durch

z
_ “max
favg(max) ==

max

hm"-D+h-1 m"-1-m+1

m' -1 (m=1)-(m"=1)
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h 1

i h+mh—1_m_1
1 h
= h_ﬁ<+—h (7.7)
(2k+1) -1

Bei minimaler Belegung eines B-Baumes erhalten wir die gesamten Zugriffskosten bei
einmaligem Aufsuchen jedes Schlissels mit Hilfe von Gleichung (7.1)

h-2
1+2k- 3 (i+2)- (k+1)

N
I

h-2 h-2 _
1+2(m—1)-[z 2m' + Zi-m'J

h-1
1 m —m

1+2h-m""tog-2 mitm = Kk +1.
m-1

Unter Bertcksichtigung von (7.4) lassen sich die mittleren Zugriffskosten bestimmen:

Z .
. _ ~min
favg(mln) ==

min
om" 1 -2m+1

h-1
hm" " t—1)+h—-3— ——

1
=0
+

om"~t_g m-1 o=ty

em" -1 . m-1

hoi,__h-1 1 (7.8)

K ok+1" 121 kek+1)" 1o

In den Gleichungen (7.7) und (7.8) lassen sich fur h > 1 die 3. und 4. Terme vernach-
l&assigen, da der Parameter k in B-Baumen typischerweise sehr grol3 ist

(k =100—-200) . Wir erhalten also als Grenzen fur den mittleren Zugriffsaufwand

favg =h furh=1
1 1 .
und h_ESfangh_j( furh > 1.

Diese Intervallgrenzen sind sehr eng und kaum von h unterschieden.

Bei einer typischen Baumhohe von h=3 und einem k=100 ergibt sich 2.99 < f,,4 <
2.995, d. h., beim B-Baum sind die maximalen Zugriffskosten h eine gute Abschéatzung
der mittleren Zugriffskosten.
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Bei der Analyse der Einfligekosten missen wir ebenso eine Fallunterscheidung ma-
chen. Im ginstigsten Fall ist kein Split-Vorgang erforderlich. Da immer in einem Blatt
eingefiigt wird, ergibt sich:

f . =h;w

min =1

min
Der ungunstigste Fall tritt dann ein, wenn der Baum seine Hohe andert. Dabei werden
alle Seiten langs des Suchpfades gespalten und aul3erdem wird eine neue Wurzel zu-

geordnet. Wenn h die Hohe des B-Baumes vor der Einfigung war, dann gilt:

f =h;w

max

= 2h+1;

max

Dieser Fall verdeutlicht sehr schdn, wie der B-Baum von den Blattern zur Wurzel hin
wéchst. Wegen seiner hohen Kosten tritt er gliicklicherweise nur selten auf. Wenn ein
B-Baum der Hohe h durch sukzessive Einfligungen aufgebaut wird, ereignet sich die-
ser Fall nur h-1 mal.

Um die durchschnittlichen Einflgekosten bestimmen zu kénnen, bendtigen wir eine
Abschatzung der Wahrscheinlichkeit fir das Auftreten eines Split-Vorgangs. Unter der
Annahme, daf’ im betrachteten B-Baum nur gesucht und eingeftigt wird, erhalten wir
eine obere Schranke flr seine durchschnittlichen Einfligekosten. Hat der Baum mit n
Elementen N(n) Knoten, so gab es bei seinem Aufbau hochstens N(n)-1 Split-Vorgan-
ge. N(n) kann durch Vorgabe einer minimalen Belegung abgeschatzt werden:
N <=t
k

Die Wahrscheinlichkeit dafir, dal’ eine Einfligung eine Spaltung auslost, ergibt sich
aus der Menge der Spaltungen und den gegebenen n Einfliigungen héchstens zu

k _nh-1 1

n nK k-

Bei jeder Einflgung muld eine Seite geschrieben werden. Bei einem Split-Vorgang
missen zusatzlich zwei Schreibvorgange - fur die neu zugeordnete Seite und die Va-
terseite - abgewickelt werden.

Der durchschnittliche Mehraufwand bei einer Einfigung resultiert aus der Wahrschein-
lichkeit einer Spaltung und ihren zuséatzlichen Kosten.

<1+§;

f = h;wavg ”

avg
Wenn wir ein k=100 unterstellen, kostet eine Einfligung im Mittel w,,q < 1 + 2/100
Schreibvorgédnge, d. h., es entsteht eine Belastung von 2% fiir den Split-Vorgang. Bei
den in praktischen Fallen tblichen Werten von k werden also Einfigungen durch den
Mehraufwand fir das Spalten nur unwesentlich belastet.
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7.2.4 Loschen in B-Baumen

Das Ldschen eines Schlissels aus einem B-Baum ist nur geringfiigig komplizierter als
das Einfigen. Die Hauptschwierigkeit besteht darin, die B-Baum-Eigenschaft wieder-
herzustellen, wenn die Anzahl der Elemente in einem Knoten kleiner als k wird. Durch
Ausgleich mit Elementen aus einer Nachbarseite oder durch Mischen (Konkatenation)
mit einer Nachbarseite wird dieses Problem geldst. Beim Ausgleichsvorgang sind in
der Seite P k-1 Elemente und in P’ mehr als k Elemente. Er l&uft nach folgendem Sche-
ma ab:

Ausgleich ,
o Kng 0 Kp #Kneg - — o Kng 9Ky # Ky o
/ P’ / P \
TKl’T | TKlT . K"'lT TKl’T °Kb_1’T TK”TKlT 'Kk-lf
Po' Py’ Py’ Po P1 Pi-1 Po' Py’ Pp1’ Py’ Po Py Pi-1

Ein Ausgleichsvorgang setzt sich im Baum nicht fort. Es wird immer mindestens ein
Element zum Nachbarknoten hin verschoben (Uber den Vaterknoten rotiert). Es ist
aber auch eine Implementierung denkbar, bei der ein Ausgleich derart geschieht, daf3
in jedem Knoten etwa die Halfte der Elemente ((b+k-1)/2) abgelegt werden. Nachfol-
gende Ldschungen im gleichen Knoten wirden nicht sofort wieder einen Ausgleichs-
vorgang nach sich ziehen.

Ein Mischen geschieht dann, wenn in der Seite P, in der gel6scht wurde, k-1 Elemente
und in der Nachbarseite P’ genau k Elemente sind. Das allgemeine Léschschema sieht
folgendermalien aus:

Mischen
'Kn+l :> Kn-l T Kn+1
o / \ o o
-lKl’T...-Kk’T °K1| '".Kk‘lT TKl,T"'.Kk’TK”TKlT" °Kk_1T
Po" Py’ Py Po P1 P Po' Py’ P Po Pq P

Dieser Mischvorgang kann sich im Baum fortsetzen. Er kann im Vaterknoten einen
Ausgleich oder wieder ein Mischen mit einem Nachbarknoten anstol3en.

Mit diesen Operationen |aR3t sich jetzt der Loschalgorithmus folgendermalf3en erklaren.
Dabei bedeutet b Anzahl der Elemente:
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1. Loschen in Blattseite
- Suche x in Seite P
- Entferne x in P und wenn
a) b=>kin P: tue nichts
b) b=k-1inPundb>kin P’ gleiche Unterlauf tber P’ aus
c) b=k-1linPundb=KkinP’: mische PundP".
2. Ldschen ininnerer Seite
- Suche x
- Ersetze x = Kj durch kleinsten Schlussel y in B(P;) oder grofdten Schlissel y in
B(Pj.1) (nachstgroRerer oder nachstkleinerer Schltissel im Baum)
- Entferne y im Blatt P
- Behandle P wie unter 1.

In Bild 7.6 ist der Loschalgorithmus an einem Beispiel flr das Loschen in einer Blatt-
seite und in einer inneren Seite gezeigt.

le11019e
el1e3e09e [e150170180 [e210250
Ldsche 21: -11 18
e150176 [e190250
Losche 11: -15 18e
0170 019'25’
Mische: o150 |
| [s17e18e10025.] | |

Bild 7.6: L6schen in einem B-Baum (1(2,2))
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Kostenanalyse fur das Loschen

Der gunstigste Fall liegt dann vor, wenn in einem Blatt geléscht wird, aber kein Mischen
oder Ausgleich erfolgt.

f . =h;w

min min 1;

Beim Ausgleich eines Unterlaufes, der sich nicht fortpflanzt, sind 3 Seiten betroffen, die
geschrieben werden miussen. Beim Mischvorgang mussen nur die “Uberlebende” Seite
und ihre Vaterseite geschrieben werden. Der schlimmste Fall tritt nun in der pathologi-
schen Situation auf, in der vom betroffenen Blatt her alle Seiten bis auf die ersten zwei
in einem Loschpfad gemischt werden; beim Nachfolger der Wurzel tritt ein Unterlauf
ein, der Uber ihre Nachbarseite und tber die Wurzel ausgeglichen werden mulf3:

f ax = 2h-1:w

m

= h+1,

max

Fur die durchschnittlichen Léschkosten geben wir eine obere Schranke an. Wir berech-
nen sie unter der Annahme, dal3 der Reihe nach alle n Schlissel aus einem Baum her-
ausgelodscht werden. Findet bei einem Loschvorgang weder Mischen noch Ausgleich
statt, gilt:

f1 = h; wy < 2;
Jedes Loschen eines Schlissels verursacht hochstens einen Unterlauf. Als zusatzli-
che Kosten kommen bei einem Ausgleichsvorgang hinzu:

f2 = 1w, = 2;
Die Gesamtzahl der notwendigen Mischvorgange ist durch N(n)-1, also durch (n-1)/k
beschrankt. Jedes Mischen kostet zuséatzlich einen Lese- und einen Schreibzugriff. Da

nur ein Bruchteil der Loschvorgange ein Mischen erforderlich macht, belastet es die
einzelne Operation mit

n-1
k

Durch Summation der Kostenanteile erhalten wir als durchschnittliche Loschkosten

Sl
Pl o

fa=wy = <

1
w <wW, +w,+w <2+2+1 = 4+1
avg = "1 2 3 k = Kk

Der Anteil der Kosten fur einen Mischvorgang ist fur grof3e k vernachlassigbar.
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7.3 OptimierungsmalRnahmen in B-Baumen

Nachfolgend diskutieren wir einige Moglichkeiten zur Verbesserung wichtiger Eigen-
schaften von B-Baumen. Sie betreffen die Speicherplatzbelegung, die Suche in einer
Seite sowie den Einsatz von variabel langen Schlisseln und Datensatzen.

7.3.1 Verallgemeinerte Uberlaufbehandlung

Im Originalvorschlag des B-Baum-Konzeptes verlangte das Einfligen eines Schlissels
einen Split-Vorgang, sobald die betreffende Seite Uberlief. Dabei wurde die Schlissel-
menge so auf die urspringliche und auf die neu zugeordnete Seite aufgeteilt, dal? an-
schlieBend in beiden Seiten jeweils k Schlissel gespeichert waren. Da eine volle Seite
den Split-Vorgang ausloste, bezeichnen wir in diesem Fall den Splitfaktor mit m=1 (ein-
facher Uberlauf). Die Speicherplatzbelegung in beiden betroffenen Seiten ist nach ei-
ner Spaltung B = m/(m+1) = 1/2. Es laf3t sich leicht tberlegen, dal} Einfigefolgen auf-
treten kdnnen, die in der ganzen Baumstruktur eine Speicherplatzbelegung von 50%
(Ausnahme: Wurzel) erzeugen. Ein Beispiel fir eine solche Folge ist das sortierte Ein-
fligen der Schlissel. Die Speicherplatzbelegung unter einem einfachen Uberlaufsche-

ma bei zufalliger Schlusselreihenfolge ist B=In2 ( = 69%).

Zur Verbesserung der Speicherplatzausnutzung kann analog zum Ausgleich des Un-
terlaufs beim Loschen ein Ausgleich des Uberlaufs auf Kosten des freien Platzes in ei-
ner Nachbarseite herangezogen werden. Dabei werden ein oder mehrere Schlissel
Uber den Vater zur Nachbarseite geschafft (rotiert), ohne daf eine neue Seite zugeord-
net wird. Die aktuelle Implementierung kann auf unterschiedliche Weise geschehen.
Ein geeigneter Vorschlag ist die Neuaufteilung der (2k+1+b) Schlissel derart, dal3
etwa (2k+1+b)/2 Schlissel in jede der beiden Seiten kommen. Der Split-Vorgang wird
solange verzogert, bis beide benachbarten Seiten voll sind. Dann erfolgt eine Spaltung
bei “doppeltem” Uberlauf (m=2), bei der die Schliisselmenge der beiden Seiten gleich-
malRig auf drei Seiten aufgeteilt wird. Ihre Speicherplatzbelegung ist dann 3 = 2/3. Falls
nur Einfigungen abgewickelt werden, liegt die Speicherplatzausnutzung im ungunstig-
sten Fall bei etwa 66%. Treten jedoch zuséatzlich Léschvorgange auf, kann sie wieder
bis auf 50% absinken. Durch eine allerdings recht komplexe Erweiterung des Aus-
gleichs beim Loschen (Uber 3 Seiten) lalt sich eine héhere Speicherplatzbelegung
auch beim Léschen garantieren. Wir wollen jedoch diese Mdglichkeit nicht vertiefen.

Der B-Baum mit doppeltem Uberlauf (Splitfaktor m = 2) wird in der Literatur manchmal
als B*-Baum bezeichnet [Kn73]. Wir verwenden diese Bezeichnung hier nicht, da wir
sie fUr eine andere Variante des B-Baumes reserviert haben.

In Bild 7.7 wird das eben diskutierte Ausgleichsprinzip am Beispiel erlautert. Es veran-
schaulicht, wie die Spaltung einer Seite hinausgeschoben und wie dadurch eine bes-
sere Speicherplatzausnutzung erzielt wird.
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Bild 7.7: Einfigen in den B-Baum bei doppeltem Uberlauf (t(2,2))

Als Grenzen fur die Einfligekosten bei einem Splitfaktor von m = 2 erhalten wir:

fmin = h; Wmin =1

f =2h—1;wmaX:3h.

max

Der schlimmste Fall tritt dann ein, wenn auf jeder Ebene - vom Blatt bis zum Nachfolger
der Wurzel - die Schlussel aus zwei Seiten auf drei Seiten aufgeteilt werden und wenn
zusatzlich die Wurzel gespalten wird. Unter Betrachtung eines reinen Einfligeprozes-
ses lassen sich in einfacher Weise Grenzen fur die durchschnittlichen Einfligekosten
ableiten. Zu den minimalen Kosten kommen bei einem Ausgleich ein Lesezugriff und
zwei Schreibzugriffe hinzu. Da bei einem Splitvorgang zusétzlich zwei Seiten gelesen
und 3 Seiten geschrieben werden mussen, ergeben sich als durchschnittliche Splitan-
teile 2/k und 3/k:

2 3 _ 3
favgsh+1+k avg51+2 i 3+E

Der Split-Vorgang lait sich nun in naheliegender Weise verallgemeinern. Zur Erho-
hung der Speicherplatzbelegung kénnte bei einem Uberlauf erst in der linken Nachbar-
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seite gesucht werden. Wenn sich kein freier Platz lokalisieren Iaf3t, wird in der rechten
Nachbarseite gesucht. Erst wenn in den drei zusammenhdngenden Seiten kein Platz
gefunden wird, kommt es zu einer Spaltung, bei der die Inhalte der drei Seiten auf vier
Seiten aufgeteilt werden (Splitfaktor m = 3). Wird nur der Einfugeprozel} betrachtet, so
laR3t sich hierbei eine minimale Speicherausnutzung von 75% garantieren.

Die Verallgemeinerung des Split-Vorgangs bedeutet, dal erst in m benachbarten Sei-
ten nach freiem Platz gesucht wird, bevor eine Spaltung erfolgt.

Die Suche geschieht dabei abwechselnd im ersten, zweiten, dritten usw. linken und
rechten Nachbarn. Es ist leicht einzusehen, dal3 der Such- und Ausgleichsaufwand in
diesem Fall stark ansteigt, so daf3 im praktischen Einsatz der Splitfaktor auf m < 3 be-
grenzt sein sollte. Wie aus der Tabelle 7.1 zu entnehmen ist, erhalt man dann beson-
ders fur die mittlere Speicherplatzbelegung Bavg - ermittelt bei Einfligungen in zufalli-
ger Schlisselreihenfolge - hervorragende Werte. Die angegebenen Werte fur Bavg
sind untere Grenzwerte, die fur k — o erreicht werden.

Belegung
Splitfaktor Brmin Bavg Brax
1 1/2 = 50% In 2 = 69% 1
2 2/13=66% |2 -In (3/2) = 81% 1
3 3/4=75% |3 -1In(4/3) = 86% 1
m m+1
m m - In( ) 1
m+1 m

Tabelle 7.1: Speicherplatzbelegung als Funktion des Splitfaktors

7.3.2 Suche in der Seite eines Mehrwegbaumes

Neben den Kosten fur Seitenzugriffe mufd beim Mehrwegbaum der Suchaufwand in-
nerhalb der Seiten als sekundéares Mal3 berticksichtigt werden. Ein Suchverfahren er-
fordert eine Folge von Vergleichsoperationen im Hauptspeicher, die bei kiinftigen Sei-
tengroRen (> 8 K Bytes) sowie 500 oder mehr Schlissel-Verweis-Paaren pro Seite
durchaus ins Gewicht fallen kénnen. Eine Optimierung der internen Suchstrategie er-
scheint deshalb durchaus gerechtfertigt. Folgende Verfahren lassen sich einsetzen.

Systematische Suche

Die Seite wird eintragsweise sequentiell durchlaufen. Bei jedem Schritt wird der betref-
fende Schlissel mit dem Suchkriterium verglichen. Unabhéngig von einer méglichen
Sortierreihenfolge mul? im Mittel die Halfte der Eintrage aufgesucht werden. Bei 2k Ein-
tragen sind k Vergleichsschritte erforderlich.
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Sprungsuche

Die geordnete Folge von 2k Eintragen wird in j gleich grof3e Intervalle eingeteilt. In ei-
ner ersten Suchphase werden die Eintrage jedes Intervalles mit den héchsten Schlis-
seln Uberprift, um das Intervall mit dem gesuchten Schlissel zu lokalisieren. Anschlie-
Rend erfolgt eine systematische Suche im ausgewahlten Intervall (Bild 7.8a). Bei die-

ser Suchstrategie fallen durchschnittlich (j/2 + k/j) Vergleichsschritte an. Fur j = J2k
erzielt man hierbei ein Optimum [Sh78], weshalb sie oft auch als Quadratwurzel-Suche
bezeichnet wird.

Binare Suche

Die binare Suche setzt wiederum eine geordnete Folge der Eintrage voraus. Bei jedem
Suchschritt wird durch Vergleich des mittleren Eintrags entweder der gesuchte Schlis-
sel gefunden oder der in Frage kommende Bereich halbiert (Bild 7.8b). Eine ideale Hal-

bierung laRt sich bei 2k = 21 (j > 1) erreichen. Die Anzahl der im Mittel benétigten
Vergleichsschritte betragt angenahert log,(2k) -1.

N N

1 m
a) Sprungsuche

VA e

1 m
b) binare Suche
Bild 7.8: Suche in einer Seite

Wahrend eine systematische Suche auf Eintragen fester und variabler Lange sowie bei
ihrer Komprimierung ausgefuhrt werden kann, setzen Sprungsuche und binare Suche
Eintrage fester Lange voraus. Sie sind lediglich im Falle einer zusatzlichen Indextabelle
in der Seite ggf. indirekt einsetzbar [MS77]. Die Verwendung eines solchen zusatzli-
chen Index ist jedoch fragwurdig, weil dadurch der fur Eintrage nutzbare Speicherplatz
verkleinert wird.

7.3.3 Einsatz von variabel langen Schlisseln

Die Definition des B-Baumes geht von minimal k und maximal 2k Schlisseln (Eintra-
gen) pro Seite aus, was bei Schlisseln gleicher Lange besagt, dal} jede Seite minde-
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stens halb voll und héchstens voll ist. Weiterhin ist bei Split-Operationen eine gleich-
férmige Neuverteilung der Schlissel gewahrleistet, wahrend bei Mischoperationen im-
mer garantiert werden kann, daf3 die betroffenen 2k Eintrage Platz in der zugeordneten
Seite finden.

Da sich bei variabel langen Eintrdgen weder ein fur alle Seiten gultiger Parameter k
noch eine gleichférmige Neuverteilung bei Split-Operationen gewéhrleisten lafit, ist es
naheliegend, das B-Baum-Konzept weiterzuentwickeln und anstelle der strikten Split-
Aufteilung Split-Intervalle einzuftihren. Bei jedem Split-Vorgang wird ein Split-Intervall
um die Mitte der Seite (z. B. 35-65%) festgelegt. Die Neuaufteilung der Eintradge im
Rahmen des Split-Intervalls erfolgt so, daf3 eine Seite nur > 35% und die zweite Seite
entsprechend < 65% der Eintrdge aufnehmen kann.

Dieses Verfahren laRdt sich durch Parameter fur die Grol3e der Split-Intervalle fur Blatter
und Nicht-Blatter steuern und separat optimieren [BU77]. Die VergréRerung der Split-
Intervalle tendiert zwar einerseits durch die zu erzielende Verkirzung der Eintrage zur
Verringerung der Baumhdohe, erzeugt aber andererseits durch einen geringeren Bele-
gungsgrad in jeweils einer der am Split-Vorgang beteiligten Seiten mehr Seiten als n6-
tig und damit mehr Eintrage in den inneren Knoten. Zur Erh6hung des Belegungsfak-
tors konnen deshalb bei der Neuaufteilung - &hnlich wie bei der verallgemeinerten
Uberlaufbehandlung - auch bei variablen Eintragslangen benachbarte Seiten einbezo-
gen werden. Die grundsatzlichen Strategien dazu werden in [McC77] diskutiert.

7.4 B*-Baume

Die fur den praktischen Einsatz wichtigste Variante des B-Baums ist der B*-Baum.
Seine Unterscheidungsmerkmale lassen sich am besten von der folgenden Beobach-
tung her erklaren. In B-Baumen spielen die Eintrage (K;, D;, P;) in den inneren Knoten
zwei ganz verschiedene Rollen:

- Die zum Schlussel K; gehdrenden Daten D; werden gespeichert.
- Der Schlussel K; dient als Wegweiser im Baum.

Fir diese zweite Rolle ist D; vollkommen bedeutungslos. In B*-Baumen wird in inneren
Knoten nur die Wegweiser-Funktion ausgenutzt, d. h., es sind nur (K;, P;) als Eintrage
zu fuhren. Die zu speichernden Informationen (K;, D;) werden in den Blattknoten abge-
legt. Dadurch ergibt sich fur einige K; eine redundante Speicherung. Die inneren Kno-
ten bilden also einen Index (index part), der einen schnellen direkten Zugriff zu den
Schlisseln gestattet. Die Blatter enthalten alle Schltissel mit ihren zugehérigen Daten
in Sortierreihenfolge. Durch Verkettung aller Blattknoten (sequence set) laldt sich eine
effiziente sequentielle Verarbeitung erreichen, die beim B-Baum einen umstandlichen
Durchlauf in symmetrischer Ordnung erforderte.
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Definition: Seien k, k* und h* ganze Zahlen, h* > 0, k, k* > 0.
Ein B*-Baum B der Klasse 71 (k,k*,h*) ist entweder ein leerer Baum oder ein geordneter
Suchbaum, fir den gilt:

I. Jeder Pfad von der Wurzel zu einem Blatt besitzt die gleiche Lange.

ii. Jeder Knoten auf3er der Wurzel und den Blattern hat mindestens k+1 S6hne, die
Wurzel mindestens 2 S6hne, auf3er wenn sie ein Blatt ist.

iii. Jeder innere Knoten hat hochstens 2k+1 Sohne.

iv. Jeder Blattknoten mit Ausnahme der Wurzel als Blatt hat mindestens k* und héch-
stens 2k* Eintrage.

Hinweis: Der so definierte Baum wird in der Literatur gelegentlich als B*-Baum [C079]
bezeichnet.

Es sind also zwei Knotenformate zu unterscheiden:

- 4 L »
innerer Knoten MoK, e K. * | freier Platz
k<b<2k ¢ L - b¢
Py P Pp
Blattknoten MeeK D KyDy ... K Dl freier Platz
k* <m < 2k* ’/' |
PpRrIOR \%NEXT

Die Zeiger PpRr|or Und PyexT dienen zur Verkettung der Blattknoten, damit alle Schlis-
sel direkt sequentiell aufsteigend und absteigend verarbeitet werden kénnen. Das Feld
M enthalte eine Kennung des Seitentyps sowie die Zahl der aktuellen Eintrage. Da die
Seiten eine feste Lange L besitzen, 143t sich aufgrund der obigen Formate k und k* be-
stimmen:

L—1I,—I
L=1,+l5+2-k(l, +15): k=|_M P
mtlp (g *+1p) LZ'“K”P)J
L-1I,-2l
L=l,+2-lo+2-k*(l, +1,): k* ={MJ
M P K™D

Da in den inneren Knoten weniger Information pro Eintrag zu speichern ist, erhalt man
beim B*-Baum einen im Vergleich zum B-Baum betrachtlich hoheren k-Wert. Ein B*-
Baum besitzt also einen hdheren Verzweigungsgrad (fan-out), was bei gegebenem n
im Mittel zu Baumen geringerer Hohe fihrt.

Im Bild 7.9 ist ein B*-Baum mit derselben Schliisselmenge wie der B-Baum in Bild 7.4
dargestellt. Es wird deutlich, daf die Schlissel im Indexteil redundant gespeichert sind.

183



Als allgemeine Regel gilt, dal3 jeder Schlissel im Indexteil eine Kopie des héchsten
Schlissels in seinem linken Unterbaum ist. Nach Loschungen kann diese Regel durch-

brochen sein. In jedem Fall gilt jedoch, dal3 jeder Schlissel im linken Unterbaum von
K kleiner oder gleich K; ist.

°127 |
9 -15-18 20e |
A\
[3]4]5] | 6783 51718 !19!20|

Bild 7.9: B*-Baum der Klasse 1(3,2,3)

7.4.1 HOhe des B*-Baumes

Die Hohe des B*-Baumes lal3t sich in &hnlicher Weise wie beim B-Baum bestimmen.
Die Anzahl der Blattknoten bei minimaler Belegung eines B*-Baumes ergibt sich zu

B (k.h*) = 1 irh* = 1
mini™ 2(k + 1)h* -2 furh* > 2
Die Anzahl von Elementen erhalten wir n_.. (k, k*, h*) = 1 fur h* =1 und
-2 .
Nin(K K*, h*) = 2k* - (k+1) fur h* > 2 (7.9)

Bei maximaler Belegung gilt fur die Anzahl der Blattknoten

(k,h*) = (2k + )" 71 fur h* > 1

max
und fur die Anzahl der gespeicherten Elemente

Nk ke ) = 2k 2k + 1) 7h fur h* > 1 (7.10)

Mit Hilfe von (7.9) und (7.10) Iaf3t sich leicht zeigen, dal3 die Hohe h* eines B*-Baumes
mit n Datenelementen begrenzt ist durch

1+I092k+1%sh*32+logk+l% flr h* > 2.
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7.4.2 Grundoperationen beim B*-Baum

Der B*-Baum kann aufgefal3t werden als eine gekettete sequentielle Datei von Blat-
tern, die einen Indexteil besitzt, der selbst ein B-Baum ist. Im Indexteil werden insbe-
sondere beim Split-Vorgang die Operationen des B-Baums eingesetzt. Diese beson-
dere Sicht des B*-Baumes laf3t sich wie folgt veranschaulichen:

Indexteil:
B-Baum von Schlisseln

| “\‘ / “\ cee "‘ \ "“ | sequentielle sortierte
\p~ \pr ~/ '« Datei der Blatter

Wie bereits erwahnt, ist h* im Mittel kleiner als h in B-Baumen. Da alle Schlussel in den
Blattern sind, kostet jede direkte Suche h* Zugriffe. Da f,,4 beim B-Baum in guter Na-
herung mit h abgeschatzt werden kann, erhalt man also durch den B*-Baum eine effi-
zientere Unterstltzung der direkten Suche. Die sequentielle Suche erfolgt nach Aufsu-
chen des Linksaul3en der Struktur unter Ausnutzung der Verkettung der Blattseiten. Es
sind zwar ggf. mehr Blatter als beim B-Baum zu verarbeiten, doch da nur h*-1 innere
Knoten aufzusuchen sind, wird die sequentielle Suche ebenfalls effizienter ablaufen.

Das Einfuigen ist von der Durchfihrung und vom Leistungsverhalten her dem Einfligen
in einen B-Baum sehr ahnlich. Bei inneren Knoten wird die Spaltung analog zum B-
Baum durchgefuhrt. Der Split-Vorgang einer Blattseite lauft nach folgendem Schema
ab:

Kl Dl . Kk* Dk* Kk*+l Dk*+1 e sz* Dzk* K D

—

Kk* ® sz* °

Beim Split-Vorgang mufd gewahrleistet sein, dald jeweils die héchsten Schlissel einer
Seite als Wegweiser in den Vaterknoten kopiert werden. Auf3erdem mul3 die neue Sei-
te in die verkettete Liste der Blattknoten aufgenommen werden. Die Verallgemeine-
rung des Split-Vorgangs laf3t sich analog zum B-Baum einfiihren.
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Der Loschvorgang in einem B*-Baum ist einfacher als im B-Baum. Datenelemente wer-
den immer von einem Blatt entfernt. Die komplexe Fallunterscheidung zum Léschen
eines Elementes aus einem inneren Knoten entféllt also beim B*-Baum. Weiterhin muf3
beim Léschen eines Schliissels aus einem Blatt dieser Schlissel nicht aus dem Index-
teil entfernt werden,; er behalt seine Funktion als Wegweiser. Ein Schllssel K; im Index-
teil muld nur als Separator zwischen seinem linken und rechten Unterbaum dienen.
Deshalb ist jeder beliebige String, der diese Funktion erflllt, zulassig. Einige Einflige-
und Loschoperationen sind fur einen B*-Baum in Bild 7.10 gezeigt.

e v e
|1|5|9|12|\'\15\19\28\ \\'|33|37|41|46|\'|53|59|67| |\'\71|83|99\ \
Einfiige 45 s4le \
/ \
\1\5\9\12\\']15]19]28| \'\33|37\41\ \\'\45\46\ \'\53]59]67] \'\71|83|99| \

241 |
Losche 28, 41, 46 / \

\1\5\9\12\\']15]19] \'\33|37\ \\'\45\53\ \'\59]67] \'\71|83|99| \

Bild 7.10: Einfigen und Loschen im B*-Baum: 1t(2,2,h*)

7.4.3 Vergleich von B- und B*-Baum

Zusammenfassend seien noch einmal die wichtigsten Unterschiede des B*-Baums
zum B-Baum und seine Vorteile aufgelistet:
- Es wird eine strikte Trennung zwischen Datenteil und Indexteil vorgenommen.
Datenelemente stehen nur in den Blattern des B*-Baumes.

- Schlussel im inneren Knoten haben nur Wegweiserfunktion. Sie kdnnen auch
durch beliebige Trenner ersetzt oder durch Komprimierungsalgorithmen verkurzt
werden.
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- Kirzere Schlissel oder Trenner in den inneren Knoten erhdhen den Verzwei-
gungsgrad des Baumes und verringern damit seine Hohe.

- Die redundant gespeicherten Schlissel erh6hen den Speicherplatzbedarf nur ge-
ringflgig (< 1%).
- Der Loschalgorithmus ist einfacher.

- Durch die Verkettung der Blattseiten wird eine schnellere sequentielle Verarbei-
tung erzielt.

Anhand eines praktischen Beispiels sollen fir B- und B*-Baum die Mengen der Ele-
mente, die sich in einem Baum vorgegebener Hohe abspeichern lassen, gegentber-
gestellt werden. Die Seitengrol3e sei L= 2048 Bytes. Jeder Zeiger P;, jede Hilfsinforma-

tion und jeder Schlussel K; seien 4 Bytes lang. Bezuglich der Daten wird folgende Fall-
unterscheidung gemacht:
- bei eingebetteter Speicherung ist I = 76 Bytes

- bei separater Speicherung ist I = 4 Bytes, d. h., im Baum wird nur ein Zeiger auf
den Datensatz gespeichert.

Fur den B-Baum erhalten wir
- bei eingebetteter Speicherung: k = 12;
- bei separater Speicherung: k = 85;
Als Parameterwerte flr den B*-Baum ergeben sich
- bei eingebetteter Speicherung: k = 127; k* = 12;
- bei separater Speicherung: k = 127; k* = 127;

Die Gleichungen (7.4), (7.5), (7.9) und (7.10), die fir minimale und maximale Belegung
gelten, seien nochmals zusammengestellt:

B-Baum B*-Baum
h-1 h* -2
n_o 2. k+ )"t ok* - (K + 1)
oo 2k + 1) -1 ok* . (2k + 1) 71

Damit ergeben sich folgende Zahlenwerte flr den B-Baum:

Datensatze separat (k=85) Datensatze eingebettet (k=12)
h Nmin Nmax Nmin Nmax
1 1 170 1 24
2 171 29.240 25 624
3 14.791 5.000.210 337 15.624
4 1.272.112 855.036.083 4.393 390.624
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Die entsprechenden Werte fiir den B*-Baum sind in der folgenden Tabelle zusammen-
gefalit:

Datensatze separat Datensatze eingebettet

(k=127, k *= 127) (k=12, k *=127)
h Nmin Nmax Nmin Nmax
1 1 254 1 24
2 254 64.770 24 6.120
3 32.512 16.516.350 3.072 1.560.600
4 4.161.536 4.211.669.268 393.216 397.953.001

Es ist klar, daf3 sich die Wertebereiche von B- und B*-Baum fiir eine bestimmte H6he
uberlappen. Jedoch ist die deutliche Uberlegenheit des B*-Baumes zu erkennen. Be-
sonders deutlich tritt sie im Fall eingebetteter Datensatze hervor. Trotz der Redundanz
im Indexteil stellt der B*-Baum die effizientere Struktur dar.

7.5 Reduktion der Hohe von Mehrwegb&aumen

Die Hohe eines Mehrwegbaumes ist der dominierende Faktor flr seine Zugriffszeit.
Eine gewisse Reduktion der Hohe lafdt sich durch eine geeignete Wahl des Split-Fak-
tors m erreichen. Der weiteren Optimierung liegt folgender Gedankengang zugrunde:

- Durch Verbreiterung des Mehrwegbaumes laf3t sich seine Hohe reduzieren.

- Durch Erh6hung der Anzahl der Zeiger in den inneren Knoten wird der Baum ver-
breitert.

- Die Anzahl der Zeiger in den inneren Knoten kann durch Verkirzung der Schlus-
sellange erhéht werden.

7.5.1 Schlisselkomprimierung

Unter Beibehaltung der Definition von B- und B*-Baum mit vorgegebenem Parameter
k (feste Lange der Eintrage) laf3t sich nur eine gleichférmige Verkirzung der Schlissel
bei gewissen Feldtypen (CHAR, DEC etc.) durch Zeichenkomprimierung vorschlagen.
In praktischen Implementierungen ist es vorteilhaft, die im Konzept festgelegten gleich-
langen Eintrage aufzugeben und variable Langen zu erlauben. Der Unterlauf einer Sei-
te kann auch ohne Parameter k Uber die tatsachliche Speicherbelegung kontrolliert
werden. Eine Prafix-Komprimierung [Wa73] als einfachste Technik gestattet die Rege-
nerierung des Schlussel innerhalb einer Seite und ist deshalb fir B- und B*-Baum ein-
setzbar.
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B*-Baume lassen noch wirksamere Komprimierungsverfahren zu, da ein Referenz-
schlissel nur Wegweiserfunktion hat. Ein in der Praxis bewdahrtes Verfahren (VSAM)
ist die Préafix-Suffix-Komprimierung (front and rear compression, [Wa73]). Die Schlis-
sel in einer Seite werden fortlaufend komprimiert derart, dal3 nur der Teil des Schlus-
sels

- vom Zeichen, in dem er sich vom Vorgéanger (V) unterscheidet,
- bis zum Zeichen, in dem er sich vom Nachfolger (N) unterscheidet,

zu Ubernehmen ist. Dabei ist es ausreichend, nur die Anzahl der Zeichen F (= V-1) des
Schlissels, die mit dem Vorganger tbereinstimmen, und die Lange L (= MAX(N-F, 0))
des komprimierten Schliissels mit der dazugehdrigen Zeichenfolge zu speichern. Ein
einfacher Suchalgorithmus in der Seite kann mit dieser Datenstruktur und einem Kel-
lermechanismus zwar nicht den ganzen Schlissel, aber doch den Teil des Schlissels
bis zur Eindeutigkeitslange leicht rekonstruieren. Theoretische Untersuchungen
[Ne79] und praktische Erfahrungen (VSAM) haben gezeigt, dal3 die durchschnittlichen
komprimierten Schlussellangen 1,3-1,8 Bytes ausmachen. Dazu kommen noch 2 By-
tes Verwaltungsaufwand pro Eintrag. Ein eindrucksvolles Beispiel fir die Wirksamkeit
dieser Komprimierungstechnik ist in Bild 7.11 dargestellt.

Schlissel (unkomprimiert) V. N|F L Wet
CITY_OF NEW_ORLEANS ... GUTHERIE, ARLO 1 610 6 CITY.O
CITY_TO CITY ... RAFFERTTY, GERRY 6 25 O
CLOSET_CHRONICLES ... KANSAS 2 21 1 L
COCAINE ... CALE, JJ 2 3|1 2 oOC
COLD_AS ICE ... FOREIGNER 3 6|2 4 LDA
COLD_WIND_TO WALHALLA ... JETHRO_TULL 6 45 O
COLORADO ... STILLS, STEPHEN 4 513 2 OR
COLOURS ... DONOVAN 5 314 0
COME_INSIDE ... COMMODORES 3 13| 2 11 ME_INSIDE _
COME_INSIDE_ OF MY_GUITAR .. BELLAMY BROTHERS 13 6 |12 O
COME_ON_OVER ... BEE_GEES 6 6|5 1 O
COME_TOGETHER ... BEATLES 6 45 O
COMING_INTO_LOS ANGELES ... GUTHERIE, ARLO 4 413 1 |
COMMOTION ... CCR 4 413 1 M
COMPARED_TO WHAT? ... FLACK, ROBERTA 4 313 O
CONCLUSION .. ELP 3 412 2 NC
CONFUSION ... PROCOL_HARUM 4 113 O

Bild 7.11: Anwendungsbeispiel fur die Prafix-Suffix-Komprimierung

7.5.2 Prafix-B-Baume

Bei den Uberlegungen, eine moglichst hohe Schliisselkomprimierung zu erzielen, kann
man noch einen Schritt weiter gehen. Wegen der ausschliel3lichen Wegweiser-Funkti-
on der Referenzschlussel ist es nicht nétig, die Optimierungsmafl3nahmen auf die
Schliussel zu stiitzen, die in den Blattknoten tatsachlich vorkommen. Es gentigt jeweils,
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in jedem inneren Knoten einen Referenzschlussel R; so zu konstruieren, dal3 er die
Menge der Referenzschlissel und Schlissel seines linken Teilbaumes R(Z;_;) von der
seines rechten Teilbaumes R(Z;) zu trennen erlaubt. Ein anschauliches Beispiel daftr

ubernehmen wir aus [BU77]. Die daraus resultierenden Baume werden dort als einfa-
che Préafix-B-Baume bezeichnet. Nach dem Split-Vorgang bei einer Seite sei die in Bild
7.12 gezeigte Schlisselbelegung entstanden.

Beim Split-Vorgang ist ein Referenzschlissel

R; mit x < R; <y fur alle x e R(Zj.1) und alle y € R(Z)
zu ermitteln und in den Vaterknoten zu transportieren. Fur R; kann im Beispiel irgend-
eine Zeichenfolge s mit der Eigenschaft

Cookiemonster < s < Ernie

als Separator konstruiert werden. Aus Optimierungsgriinden wird man immer einen der
kirzesten Separatoren - also D oder E - wahlen.

XX Zi-l Ri Zi XX
Bigbird || Burt |e| Cookiemonster |e / Ernie |e| Grouch || Snuffleopoggus (e

Bild 7.12:  SchlUsselbelegung in einem einfachen Prafix-B-Baum

Bei starren Split-Regeln, die eine gleichmallige Seitenaufteilung verlangen, bleibt in
vielen Fallen die Wirkung der Komprimierung bei diesem Verfahren fast wirkungslos,
wenn namlich die Schlisselmengen sehr dicht liegen und die Konstruktion langer Se-
paratoren erzwingen (Systemprogramm < s < Systemprogrammierer). Da sich bei va-
riabel langen Eintragen in der Seite ihre gleichformige Neuverteilung ohnehin nicht ge-
wabhrleisten |aR3t, ist es hier naheliegend, Split-Intervalle einzusetzen. Die Neuauftei-
lung der Eintrdge im Rahmen des Split-Intervalls kann dann so erfolgen, daf3 sich ein
maoglichst kurzer Separator konstruieren laf3t.

Eine letzte Stufe der Optimierung zur Verdichtung der Referenzschlissel 4Rt sich
durch die sogenannten Prafix-B-Baume erreichen. In [BU77] wird analog zur Préafix-
Komprimierung vorgeschlagen, die Prafixe der Separatoren und Schlissel pro Seite
oder gar im gesamten Baum nur einmal zu speichern.

190



7.6 Spezielle B-Baume

B-Baume wurden fur den Einsatz auf Externspeichern entworfen, wobei die Knoten-
groRe der Ubertragungseinheit entsprach. Ziel aller Optimierungsuiberlegungen war
die Minimierung der Hohe des B-Baumes, da sie den dominierenden Kostenanteil bei
der direkten Suche darstellte. Sollen B-Baume bei Anwendungen auf linearen Spei-
chern (Hauptspeicher) eingesetzt werden, spielen diese Uberlegungen keine Rolle
mehr, da das Aufsuchen des nachsten Eintrags in einem Knoten im Prinzip genauso
teuer ist wie das Aufsuchen eines Eintrags in einem Sohnknoten.

7.6.1 2-3-Baume

Bei B-Baumen fir lineare Speicher kann das Knotenformat also ohne Effizienzverlust
so klein wie moglich gewahlt werden, um den nicht genutzten Speicherplatz in einem
Knoten zu minimieren. Ein solcher B-Baum ist aus der Klasse t(1,h); er wird oft auch
als 2-3-Baum bezeichnet.

Definition: Ein 2-3-Baum ist ein m-Wege-Suchbaum (m=3), der entweder leer ist oder
die Hohe h > 1 hat und folgende Eigenschaften besitzt:

i.  Alle Knoten haben einen oder zwei Eintrage (Schlissel).
ii. Alle Knoten aul3er den Blattknoten besitzen 2 oder 3 Séhne.
iii. Alle Blattknoten sind auf derselben Stufe.

Der 2-3-Baum ist ein B-Baum und damit ist er ein balancierter Baum. Es gelten alle fur
den B-Baum entwickelten Such- und Modifikationsalgorithmen. Mit Hilfe von (7.6) und
k=1 laRt sich die Schwankungsbreite seiner Belegung bestimmen:

_ 5N h _
nmm—2 -1<n<3 —1—nmax

Damit ergeben sich fir seine Hohe folgende Grenzen:
logz(n+1)<h<logy,(n+1) furn=1
und h = 0 firn =20

Zur Veranschaulichung ist in Bild 7.13 ein 2-3-Baum mit seinen Veranderungen nach
verschiedenen Einfiigeoperationen dargestellt. Es fallt auf, daf3 der 2-3-Baum beson-
ders nach seiner Hohenveranderung eine sehr schlechte Speicherplatzausnutzung
aufweist. Dieser Nachteil der schlechten Speicherplatzausnutzung soll durch eine Mo-
difikation der B-Baume der Klasse t(1,h) vermieden werden.
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b) Einfligen von 42:

e 5e]]e e16e21e

e33e ‘

c) Einfugen von 18:

e5e1le] [e16e | e33e | [e35e | |ea7e | [e77e90

d) Einfigen von 99:

e 5 el]e e]G5e ‘ oD e I e33e I e35e ‘ 047 e ‘ e /7 e I e0Qe I

Bild 7.13: Einflgeoperationen im 2-3-Baum
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7.6.2 Binare B-Baume

Durch eine Speicherung der B-Baum-Knoten als gekettete Listen mit einem oder zwei
Elementen |aRt sich der nichtausgenutzte Speicherplatz einsparen. Folgende Trans-
formation der Knotenformate ist moglich:

B-Baum (k= 1) binarer B-Baum

Po P, P, Po P, P>

Dabei wird die Knotenbildung des B-Baums aufgegeben. Die Eintrage tibernehmen die
Rolle der Knoten, wobei jeder Knoten wie beim binaren Suchbaum héchstens zwei
Verweise zu anderen Knoten besitzt. In der obigen Darstellung sind zwei Arten von
Verweisen zu unterscheiden: horizontale Verweise (p-Zeiger) und vertikale Verweise
(0-Zeiger). Sie mussen bei der Konstruktion eines binaren B-Baumes bericksichtigt
werden. Da diese Unterscheidung nur bei rechten Zeigern notwendig ist, gentgt bei
der Darstellung der Zeiger ein zuséatzliches Bit.

Definition: Ein bindrer B-Baum ist ein binarer Suchbaum mit zwei Arten von Verwei-
sen, den 6-Verweisen und den p-Verweisen, so daf gilt:

i.  Alle linken Verweise sind d-Verweise.
ii. Jeder Pfad von der Wurzel zum Blatt enthalt gleichviel 8-Verweise

lii. Rechte Verweise kdnnen p-Verweise sein; jedoch gibt es keine aufeinanderfolgen-
de p-Verweise.

In Bild 7.14 ist der Ubergang von einem B-Baum der Klasse t(1,h) zu einem binéren B-
Baum graphisch dargestellt. Im Gegensatz zum 2-3-Baum werden bei der Bestimmung
der Hohe des bindren B-Baumes nicht nur §-Verweise bericksichtigt. Es wird vielmehr
die gro3te Pfadlange des Baumes als Folge von - und p-Verweisen herangezogen. R.
Bayer ermittelt in [Ba71] folgende Grenzen fur seine H6he als maximale Anzahl von
Knoten in einem Pfad von der Wurzel zu einem Blatt:

log,(n+1)<h<2-logy,(n+2)-2
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Bild 7.14: Uergang von einem B-Baum aus t(1,3) zu einem binaren B-Baum

Im gunstigsten Fall stellt der binare B-Baum einen vollstandigen binaren Suchbaum
dar, d. h., es gibt keine p-Verweise. Im ungunstigsten Fall verdoppelt sich ungefahr sei-
ne Hohe dadurch, dafl} auf dem langsten Suchpfad nach einem d-Verweis jeweils ein
p-Verweis folgt. Die obere Grenze der Baumhohe ist schlechter als beim AVL-Baum;
sein Balancierungskriterium ist also nicht so strikt wie das des AVL-Baumes.

Suchvorgange im bindren B-Baum laufen wie beim bindren Suchbaum ab. Man sieht
sofort, dal3 ein Durchlauf in Zwischenordnung die sortierte Folge aller Schlussel liefert.
Einflge- und L6schvorgénge entsprechen denen eines B-Baums aus t(1,h). Zur Ver-
deutlichung sind die prinzipiellen Schritte des Einfigens von Elementen flr die ver-
schiedenen Félle in Bild 7.15 skizziert. Einfigungen geschehen nur in den Blattern, die
sich immer auf gleicher Stufe befinden missen. Die dazu notwendigen Ausgleichsvor-
gange bewirken ein Wachstum von den Blattern zur Wurzel. In den Féllen a und b ist
nur ein “Hochbiegen” des neu eingefugten Zeigers und ggf. eine einfache Zeigerrota-
tion notwendig. In den Fallen c und d ist zur Erstellung eines zulassigen Unterbaumes
zusatzlich eine sogenannte doppelte Rotation notwendig. Da auf der Wurzelebene des
Unterbaumes ein Knoten dazukommt, kann sich der Reorganisationsvorgang nach
oben hin fortpflanzen. Die zu a - d symmetrischen Falle werden analog behandelt.
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a) Einfugen von K,

b) Einfugen von K3

c) Einfugen von K
: 204\0
e O O R (Y e (s YR CY R CY R CO R (Y
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d) Einfugen von Kg
o6 & 9-6-6
(< Kl () koo & & &
(ks

Bild 7.15: Einfligen von Elementen in einen binaren B-Baum (K, <K, ;)
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7.6.3 Symmetrische binare B-Baume

Die Einschrankung, daf nur rechte Verweise p-Verweise sein kdnnen, fiihrt zu einer
gewissen Asymmetrie bei bindren B-Baumen, die sich weder durch Effizienz- noch
durch Balancierungstberlegungen rechtfertigen laf3t. Die Aufgabe dieser Einschran-
kung und die Einfiihrung von rechten und linken Horizontalverweisen liefern die Klasse
der symmetrischen binaren B-Baume (SBB-Baume). Sie stellen im Mittel geringfiigig
effizientere Suchb&ume dar; ihre Einfige- und Léschalgorithmen sind jedoch etwas
komplizierter. Da jeder Zeiger p - oder d-Zeiger sein kann, werden pro Knoten zwei Bits
zur Kennzeichnung der Zeigerart bendtigt.

Definition: Ein symmetrischer binédrer B-Baum ist ein binarer Suchbaum mit zwei Ar-
ten von Verweisen, den p-Verweisen und den 6-Verweisen, so daf3 gilt:

i. Die Pfade von der Wurzel zu jedem Blatt besitzen dieselbe Anzahl von 3-Verwei-
sen.

i. Alle Knoten mit Ausnahme von denen auf der untersten d-Ebene besitzen 2 S6hne.

iii. Einige Verweise kbnnen p-Verweise sein; jedoch gibt es keine aufeinanderfolgen-
den p-Verweise.

Symmetrische bindre B-Baume lassen sich in einfacher Weise als spezielle B-Baume
mit einem etwas geénderten Balancierungskriterium erklaren. Danach kann ein B-
Baum-Knoten 1, 2 oder 3 Eintrage enthalten. Diese Knotenbelegungen fir den SBB-
Baum sind in Bild 7.16 veranschaulicht.

lKli '/é\‘
Py P, P, P,
oder
TKiTKe T %*‘ (k2) (k) o—(ks)
Po P1 P2 Po P1 P2 Po Py P2
TR 1K T Ks W (ke)—{ks)
Po P, Py Py P, P, P, P,

Bild 7.16: Knotenbelegungen beim symmetrischen bindren B-Baum
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Der Ubergang von einem modifizierten B-Baum zu einem SBB-Baum ist in Bild 7.17
veranschaulicht. Man erkennt, daf3 sich fiir die Héhe des SBB-Baumes die gleichen
Grenzen wie beim bindren B-Baum ergeben. Sie sind in [Ba72] ausfuhrlich abgeleitet:

log,(n+1)<n<2-log,(n+2)-2

Die Suchalgorithmen fur den SBB-Baum entsprechen denen des bindren Suchbau-
mes. Bei Aktualisierungsoperationen missen die Definitionskriterien des SBB-Baumes
aufrechterhalten werden. Beispielhaft sollen hier nur einige Probleme des Einfligens
skizziert werden. Einfigungen finden wie immer an den Blattknoten statt. Falls der
neue Knoten als rechter/linker Bruder eines Blattknotens eingefligt werden kann,
stoppt der Einflgevorgang. Sonst sind im wesentlichen die folgenden Schritte erforder-
lich:

BB :m

e]0el5e 0200230

62 | o6e70e |l|e10e | [s12013014¢| |o16e | [e18e190 | |e21e | [s24025026 0]
(8) 17
(5) ® (3 (20 @
2 =@ W =B W W= @ «B»)
Bild 7.17: Ubergang von einem modifizierten B-Baum zu einem SBB-Baum

Dieser Reorganisationsvorgang kann sich rekursiv fortsetzen. Symmetrische Falle
werden analog behandelt. Fir die detaillierte Beschreibung der Aktualisierungsopera-
tionen wird auf [Ba72] verwiesen.

In Bild 7.18 ist die schrittweise Konstruktion von SBB-Baumen dargestellt. Sie soll noch
einmal das oben eingefiihrte Reorganisationsprinzip verdeutlichen.
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a) 76;54;32;1,

b) 34;,526;1,;7,

c) 62;,413765;

d 17;,35;426;

N

Bild 7.18: Konstruktion von SBB-Baumen durch vorgegebene Einflgereihenfolge

7.6.4 Vergleich der speziellen B-Baume

Bei allen eingefuhrten speziellen Baumen handelt es sich um balancierte Baume. Der
binadre B-Baum und der SBB-Baum sind binare Suchbaume mit bestimmten Balancie-
rungskriterien. Sie kénnen also mit dem AVL-Baum im Hinblick auf ihr Balancierungs-
kriterium und ihr Leistungsverhalten verglichen werden.

Zwischen der Klasse der bindren B-Baume und der Klasse der AVL-Baume besteht
kein Zusammenhang [Ba71]. Beispielsweise ist der in Bild 7.14 gezeigte binare B-
Baum kein AVL-Baum. Andererseits ist ein aus zwei Knoten bestehender AVL-Baum
mit einem linken Sohn kein binérer B-Baum.
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In [Ba72] wird gezeigt, dafl? es zu jedem AVL-Baum einen identischen SBB-Baum gibt,
wenn man beim SBB-Baum auf die Unterscheidung zwischen &- und p- Verweisen ver-
zichtet. Die AVL-Baume sind eine echte Unterklasse zu den SBB-Baumen. Sie besit-
zen ein strengeres Balancierungskriterium, d. h., sie verlangen im Mittel einen héheren
Reorganisationsaufwand. Daflr garantieren sie gunstigere Grenzen fur die Baumho-
he, was im Mittel einen geringfugig besseren Suchaufwand erwarten Iaf3t.

Zum Vergleich sind noch einmal die Hohen der verschiedenen Baume in der nachfol-
genden Tabelle zusammengestellt. Die in Klammern angegebenen Zahlenwerte bezie-
hen sich auf n = 100.

Zum Vergleich mit dem 2-3-Baum muf3 bertcksichtigt werden, dafl3 bei ihm keine Ver-
arbeitungskosten fir Zugriffe im Knoten angesetzt wurden. Bei Strukturen fur einstufi-
ge Speicher durfen diese jedoch nicht vernachlassigt werden. Seine Zugriffskosten
sollten deshalb mit denen des binaren B-Baums abgeschatzt werden. Aul3erdem er-
zeugt der 2-3-Baum einen héheren Speicherplatzbedarf.

gunstigster Fall ungulnstigster Fall
2-3-Baum logg(n+1) (4.20) log,(n+1) (6.64)
AVL-Baum log,(n+1) (6.64) 1,44 -log,(n+1)  (9.59)
bin. B-Baum log,(n+1) (6.64) 2-logy(n+2)-2  (11.35)
SBB-Baum log,(n+1) (6.64) 2-log,(n+2)-2  (11.35)
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8. Digitale Suchbaume

Bisher beruhte der Suchvorgang in einer Baumstruktur auf dem Vergleich von Schlus-
selwerten in den aufgesuchten Knoten des Baumes. Bei den digitalen Suchb&umen
oder kurz Digitalbdumen dagegen erfolgen die Vergleiche in den Baumknoten zur Be-
stimmung des weiteren Suchweges nicht nach dem ganzen Schlissel, sondern jeweils
nach aufeinanderfolgenden Teilen des Schlissels. Jede unterschiedliche Folge von
Teilschlisseln ergibt einen eigenen Suchweg im Baum; alle Schlissel mit dem glei-
chen Préafix haben in der Lange des Prafixes den gleichen Suchweg.

Beim Digitalbaum wird die Ziffern- oder Zeichendarstellung der verwendeten Schlis-
selmenge ausgenutzt. Ein Schlissel wird dabei als Folge von alphabetischen Zeichen,
Ziffern, Bits oder Gruppen dieser Elemente aufgefalit. Treten m verschiedene Elemen-
te als Teilschlussel auf, d. h., hat das Alphabet fir die Schlisselteile die Machtigkeit m,
so entsteht ein m-Wege-Baum. Es ist jedoch kein m-Wege-Suchbaum, da er sich in der
Ordnung der Schlusselwerte in den Knoten von ihm unterscheidet.

Zum Aufbau des Digitalbaumes wird ein Schlussel der Lange L in L/k Teile gleicher
Lange zerlegt. Diese Schlusselteile ergeben nacheinander einen Weg im Digitalbaum,
dessen i-te Kante mit dem i-ten Teil des Schlissels markiert ist. Die Menge der fir alle
Schlussel zu speichernden Wege bestimmen den Baum, wobei alle Markierungen der
von einem Knoten abgehenden Kanten paarweise verschieden sind. Das Aussehen
des Digitalbaumes hangt von der darzustellenden Schliisselmenge ab. Seine Hohe
wird bestimmt von der gro3ten Anzahl der Teile eines Schlissels der zu speichernden
Schlisselmenge. Bei fester Schlissellange L ist sie also h = L/k.

In Bild 8.1 ist ein Digitalbaum angegeben. Die Schlussel bestehen aus sechsstelligen
Ziffern (L=6). Als Schlusselteile wurden Ziffernpaare gewahlt (k=2). Demnach erhalt
man als Grad des Baumes m=100, wenn alle Ziffernkombinationen in einem Knoten
auftreten. Bei dem Beispiel in Bild 8.1 handelt es sich um eine konzeptionelle Darstel-
lung, die die Besonderheit des Digitalbaumes herausstellen soll. Im folgenden werden
wir verschiedene seiner Varianten beschreiben, bei denen zur konkreten Implementie-
rung weitere Festlegungen getroffen werden mussen.

8.1 m-arer Trie
Eine spezielle Implementierung des Digitalbaumes wurde von E. Fredkin 1960 vorge-

schlagen. Der Name Trie leitet sich von Information Retrieval ab. Der Grad eines Trie
wird durch das verwendete Alphabet der Schliissel festgelegt. Es ergibt sich
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Bild 8.1: Konzeptionelle Darstellung eines Digitalbaumes

- bei ziffern: m = 10
- bei Alpha-Zeichen: m = 26
- bei alphanumerischen Zeichen: m = 36.

8.1.1 Aufbau eines Trie

Jeder Knoten eines Trie vom Grad m ist im Prinzip ein eindimensionaler Vektor mit m
Zeigern. Jedes Element im Vektor ist einem Zeichen des verwendeten Alphabets zu-
geordnet. Auf diese Weise wird ein Schlusselteil (Kante) implizit durch die Vektorposi-
tion ausgedriickt. Ein Knoten eines 10-aren Trie mit Ziffern als Schltsselteile hat fol-
gendes Aussehen:

Pog|P1|P2|P3|P4|Ps5|Pg|P7|Pg|Pg
EEEEEERRE
P; gehort also zur Ziffer i. Tritt Ziffer i in der betreffenden Position auf (ist also Kante i
in der konzeptionellen Darstellung vorhanden), so verweist P; auf den Nachfolgerkno-
ten. Kommt i in der betreffenden Position nicht vor, so ist P; mit NIL belegt. Wenn der
Knoten auf der k-ten Stufe eines 10-aren Trie liegt, dann zeigt P; auf einen Unterbaum,
der nur Schlissel enthalt, die in der k-ten Position die Ziffer i besitzen. Analog verhéalt
es sich bei einem Alphabet mit Alpha-Zeichen. Ein Knoten enthalt 26 Zeiger. Der Zei-
ger P;j in einem Knoten auf der k-ten Stufe eines solchen Trie zeigt auf einen Unter-
baum, der eine Schlisselmenge enthélt, die jeweils als k-tes Zeichen das i-te Zeichen
des Alphabets besitzen.
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Gewohnlich wird das k-te Zeichen eines Schliissels von links nach rechts festgelegt.
Das erste Zeichen ist also die hdochstwertige Ziffer bei numerischen Schlisseln oder
das fuhrende Zeichen in einem alphabetischen Schlissel. Falls es von der Anwendung
her grol3ere Vorteile verspricht - etwa eine bessere Gleichverteilung der Schlussel -,
kann der Trie auch mit einer Zeichenfolge des Schlissels von rechts nach links aufge-
baut werden.

In der Grundversion des Trie wird angenommen, dal} alle Schltssel gleiche Lange be-
sitzen. Dann hat der Trie eine &hnliche Struktur wie der B*-Baum: die inneren Knoten
dienen als Index und von den Blattknoten aus wird auf die Datensatze verwiesen. Ein
kleiner Trick erlaubt eine flexiblere Struktur des Trie mit der uneingeschrankten Spei-
cherung von variabel langen Schlisseln. Durch Einfihrung eines speziellen Trennzei-
chens (Leerzeichen oder Punkt) im verwendeten Alphabet ist es moglich, Schlussel,
die Prafix eines anderen Schlissels sind, im Trie zu speichern. Der Schlissel AB wird
im Trie als AB. dargestellt, um seinen Suchweg von dem des Schlissels ABBA zu un-
terscheiden.

In Bild 8.2 ist ein Trie aus den Schlisseln AB, ABADE, ABBA, ABBE, ADA, BAD, BA-
DE, BEA, DA, DADA, EDA, EDDA, EDE aufgebaut. Das Alphabet ist dabei auf die Zei-
chen A-E beschrankt. Zusatzlich ist als Trennzeichen der Punkt aufgenommen, so daf3
sich m=6 ergibt. Die mit * gekennzeichneten Zeiger - jeweils am Ende eines Suchpfa-
des - kdnnen entweder Zeiger auf den zugehdrigen Datensatz sein oder Platzhalter,
die anzeigen, dal3 der zugehoérige Schlissel gultig ist und existiert.

Die Darstellung in Bild 8.2 zeigt, daf3 die Ho6he des Trie durch den langsten abgespei-
cherten Schlissel bestimmt wird und dal3 die Gestalt des Baumes von der Schliissel-
menge, also von der Verteilung der Schlissel, nicht aber von der Reihenfolge ihrer Ab-
speicherung abhangt.

Eine gleichférmige Verteilung der Schlissel erzeugt einen relativ balancierten Trie.
Knoten, die nur NIL-Zeiger besitzen, werden nicht angelegt. Falls notwendig, werden
sie beim Einspeichern eines neuen Schlissels erzeugt. Trotz dieser Einsparung an
Speicherplatz ergibt sich bei vielen Schliisselverteilungen eine unginstige Speicher-
ausnutzung. Beispielsweise tritt in der oben gegebenen Schlisselmenge das Zeichen
C uberhaupt nicht auf, es mufd aber wegen der impliziten Zeigerzuordnung in jedem
Knoten Platz reserviert werden. Aul3erdem fallt an unserem Beispiel auf, dal? zu den
Blattern hin sehr viele Einweg-Verzweigungen auftreten, d. h., dal3 von m moéglichen
Zeigern nur einer besetzt ist. Durch Variationen der Trie-Struktur lassen sich diese
Nachteile bis zu einem gewissen Grad ausgleichen.

8.1.2 Grundoperationen im Trie

Das direkte Suchen im Trie ist selbsterklarend. In der Wurzel wird nach dem ersten Zei-
chen des Suchschlissels verglichen. Bei Gleichheit wird der zugehorige Zeiger ver-
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Bild 8.2: Trie-Darstellung fur Schlissel aus einem auf A-E beschrankten Alphabet

folgt. Im gefundenen Knoten wird nach dem zweiten Zeichen verglichen usw. Sind alle
Schlussel gleich lang, endet die erfolgreiche direkte Suche in einem Blatt. Im obigen
Beispiel haben wir schon eine Variation des Trie eingefiihrt, die bei variable langen
Schlisseln erlaubt, daf3 ein Schlissel Prafix eines anderen sein kann. In diesem Fall
kann die erfolgreiche Suche in einem inneren Knoten enden. Die aufzusuchenden
Knoten werden durch die Anzahl n der Schlisselteile des Suchschlissels bestimmt.
Handelt es sich um einen Prafix, sind n+1 Knoten aufzusuchen. Der Suchaufwand ist
also unabhéangig von der gespeicherten Schlisselmenge.

Wie leicht zu sehen ist, kann eine nicht erfolgreiche Suche auf jeder Stufe des Trie en-
den. Sobald beim iterativen Suchschlisselvergleich ein NIL-Zeiger gefunden wird,
kann die Suche abgebrochen werden. Beispielsweise wird beim Trie in Bild 8.2 schon
in der Wurzel festgestellt, daf3 es keinen Schliissel CAD gibt. Der Trie erlaubt also die
effiziente Bestimmung der Abwesenheit eines Schlissels in einer Schllisselmenge.
Diese Eigenschatt fuhrt bei gewissen Anwendungen zum bevorzugten Einsatz eines
Trie, da ein Trie eine bessere Struktur als ein m-Wege-Suchbaum darstellt, wenn die
Mehrzahl der Suchvorgéange erfolglos enden.

Das Einfuigen eines neuen Schlissels in einen Trie ist einfach. Nach Bestimmung des
richtigen Knotens durch eine direkte Suche wird im einfachsten Fall ein NIL-Zeiger in
einen *-Zeiger, der als Platzhalter fur den Schliissel dient oder die Adresse des zuge-
hdrigen Datensatzes enthélt, umgewandelt. Es ist jedoch mdglich, dal3 eine Folge von
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Knoten neu eingefligt werden muf3, die dann alle nur einen besetzten Zeiger besitzen.
Als Beispiel diene die Einfligung des Schlissels ABADE in Bild 8.2.

Das Ldschen eines Schlussels erfolgt in umgekehrter Weise. Nach Aufsuchen des
richtigen Knotens wird ein *-Zeiger auf NIL gesetzt. Besitzt daraufhin der Knoten nur
NIL-Zeiger, wird er aus dem Baum entfernt. Da dadurch in seinem Vorganger-Knoten
ein Zeiger auf NIL gesetzt werden mul3, ist auch im Vorganger der NIL-Test zu ma-
chen. Es werden also nur leere Knoten entfernt. Beim Hinzufligen eines neuen Kno-
tens hat er nur einen relevanten Zeigerwert. Es findet also weder ein Split- noch ein
Mischvorgang statt. Die Zuordnung der Knoten ohne Ausgleichsvorgange ist auch der
Grund fur die schlechte Platzausnutzung.

8.1.3 Vermeidung von Einweg-Verzweigungen

Zur Verbesserung der Platzausnutzung laf3t sich die in Bild 8.3 skizzierte Variante des
Trie heranziehen. Sobald ein Zeiger auf einen Unterbaum mit nur einem Schlissel ver-
weist, wird anstelle des Unterbaums der darin enthaltene Rest-Schlissel (oder der ge-
samte Schlissel) in einem speziellen Knotenformat dargestellt. Dadurch lassen sich
Suchvorgange abkirzen; Modifikationsoperationen werden geringfligig komplexer.
Far grof3e n kann man nach [Kn73] mit einem durchschnittlichen Suchaufwand von
log ,,n Suchschritten rechnen, wenn die Schlissel zufallig erzeugt sind.

+ABCDE

OOT.T. ..T.
(_J v (J B rj r_J
*TT... ....T. *...T. .*..T*

A D

@ x| 0|00 % |0 0 @ @ D D

A A

*

[*]

Bild 8.3: Modifizierte Trie-Darstellung mit Vermeidung von Einweg-
Verzweigungen

BLEEEE
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8.1.4 Digitalbaum mit variablem Knotenformat

Im Trie besitzen die Knoten festes Format, da jedem Schlisselzeichen implizit eine
Zeigerposition zugeordnet ist. Selbst nach der vorgeschlagenen Modifikation, die Ein-
weg-Verzweigungen vermeidet, sind viele Knoten nur diinn besetzt. Es kann deshalb
eine deutliche Verbesserung der Speicherausnutzung erwartet werden, wenn durch
Ubergang auf eine variable KnotengréRe nur noch die besetzten Zeiger gespeichert
werden. Da die implizite Zuordnung von Schlisselzeichen zu Zeigerposition aufgege-
ben werden muf3, ist zu jedem Zeiger das zugehdorige Schlisselzeichen explizit zu
speichern. Unser Beispiel erhélt das in Bild 8.4 gezeigte Aussehen.

o [k |D

[«[mO>w>|erte 1
<
[« [>O>|ate

BELELR =
- L
U

T

v
D
A
D
A

T

v
E
D
D
A

Bild 8.4:  Digitalbaum mit variablem Knotenformat

Die variable Lange des Knotenformats kann bei der Speicherverwaltung gewisse Pro-
bleme verursachen. Diese lassen sich umgehen, wenn die einzelnen Eintrage eines
Knotens als Elementarknoten fester LaAnge dargestellt und miteinander verkettet wer-
den. Sussenguth [Su63] hat eine doppelte Verkettung des Digitalbaums nach folgen-
dem Schema - fur die Wurzel gezeigt - vorgeschlagen:

AT B D ET.
Y \ \ Y

Durch die doppelte Verkettung entsteht zwar eine Binarbaum-Darstellung, die Suche
nach einem Schliissel verlauft jedoch weiterhin mit Hilfe einer sukzessiven Uberprii-
fung von Schlisselteilen. Auf jeder Baumebene wird der Rsohn-Zeiger verfolgt, bis das
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Zeichen im Knoten gleich ist dem momentanen Zeichen des Suchschlissels. Bei Zei-
chengleichheit wird der Lsohn-Zeiger benutzt, und der Suchschritt wiederholt sich auf
der n&chsten Knotenebene mit dem nachsten Zeichen des Suchschlissels. Da die Zei-
chen in der Reihenfolge der Rsohn-Zeigerverkettung sortiert sind, kann die Suche als
erfolglos beendet werden, sobald auf einer Baumebene das Kettenende oder ein Zei-
chen grofRer als das momentane Zeichen des Suchschliissels gefunden wird.

Bei n Schlusseln brauchen wir nach [Kn73] im Durchschnitt mindestens log,n Verglei-
che; der Vergleichsaufwand ist jedoch mindestens so grof3 wie beim bindren Such-
baum.

Da die Belegung in einem Trie oft nur nahe bei der Wurzel hinreichend dicht ist, lohnt
es sich meistens nur, die obersten Ebenen in einem Baum als Trie darzustellen. Des-
halb wird oft eine gemischte Strategie eingesetzt. Ab einer gewissen Baumebene wer-
den die Verweise oder Schlissel als Bindrbaum oder als sequentielle Liste verwaltet.

Bei Beschrankung des Alphabets auf zwei Zeichen (m=2) ergeben sich bitorientierte
Digitalbdume aufgrund der Zeichendarstellung zur Basis 2. Sie haben in jedem inneren
Knoten maximal zwei Nachfolger, da als Werte flir einen Schlisselteil immer nur O oder
1 vorkommen koénnen.

8.2 Binarer digitaler Suchbaum

Als Spezialfall eines Alphabets &Rt sich das binare Alphabet einfuhren. Danach wird
dann jeder Schlussel als Bitstring aufgefal3t und auf jeder Stufe des Baumes dient ge-
nau ein Bit zum Vergleich. Zwei unterschiedliche Methoden zum Aufbau von binaren
Baumen wurden bisher entwickelt.

Die erste Methode nach Coffman und Eve [CE70] fuhrt auf den binaren digitalen Such-
baum. In ihm ist in jedem Knoten jeweils ein vollstandiger Schliissel - genauso wie im
bindren Suchbaum - gespeichert. Es wird jedoch nicht das Ergebnis des Schlisselver-
gleichs zur Verzweigung herangezogen. Vielmehr dienen der Reihe nach die einzel-
nen Bits des Suchschlissels der Entscheidung, ob in einem Knoten links oder rechts
verzweigt werden soll, wenn der gespeicherte Schliissel nicht mit dem Suchschlissel
Ubereinstimmt.

In Bild 8.5 ist ein binarer digitaler Suchbaum veranschaulicht. Die einzelnen Zeichen
eines Schlissels sind dabei in ASCII-Code reprasentiert. Die Wurzel enthalt den ersten
eingespeicherten Schlissel HANS. Beim Einspeichern erhélt ein Schlissel den ersten
freien Blattknoten, der Uber seine Bitfolge aufgefunden wird. Alle Schitissel im linken
Unterbaum des i-ten Knotens in einem Suchpfad haben als i-tes Bit eine 0, die im rech-
ten Unterbaum eine 1. Der Konstruktionsmechanismus des Baumes fiihrt nicht auf die
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Darstellung einer geordneten Menge; ein Durchlauf des Baumes in Zwischenordnung
erzeugt keine Sortierreihenfolge der Schltissel.

Zum Aufsuchen eines Schlissels OTTO vergleichen wir ihn zuerst mit dem Schlissel
HANS in der Wurzel. Da keine Ubereinstimmung besteht und das 1. Bit von OTTO eine
1 ist, suchen wir im rechten Unterbaum weiter und vergleichen ihn mit HEINZ. Da wie-
derum keine Gleichheit festgestellt wird, bestimmt das 2. Bit - eine 0 - den weiteren
Weg usw.

Wie aus Bild 8.5 erkennbar ist, wird das Aussehen des Baumes durch die Verteilung
der Schlisselmenge und durch die Reihenfolge ihrer Abspeicherung gepragt. Bei un-
gunstiger Schlusselverteilung kdnnen lange Einwegverzweigungen - genau wie beim
bindren Suchbaum - auftreten, so daf3 sogar eine weitgehende Entartung nicht ausge-
schlossen werden kann. Da keine dynamische Balancierung durchgefiihrt werden
kann, sind seine Einsatzmoglichkeiten eingeschrankt. Ein Anwendungsbeispiel ist die
Verwaltung von statischen Schliisselmengen mit stark gewichteten Zugriffshaufigkei-
ten, wobei die am haufigsten gesuchten Schlissel in der N&he der Wurzel gespeichert
werden.

HANS =1001000...
HEINZ =1001000...

OTTO =1001111...

Bild 8.5: Binarer digitaler Suchbaum

In der skizzierten Grundversion bestimmt die Schlisselverteilung die Gestalt des Bau-
mes, da explizit die einzelnen Bits eines Schlissels zur Wegeauswahl herangezogen
werden. Falls die Bitfolge eines Schlussels K; vor dem Auffinden eines freien Blattkno-
tens erschopft ist, versagt das Verfahren, wenn keine Sekundarstrategie vorgesehen
ist. Folgende Modifikation des Verfahrens erzeugt besser ausgewogene Baume unab-
hangig von der Schltsselverteilung und scheitert nicht aufgrund zu kurzer Schlissel:
Anstelle der Bitfolge des Schlussels K; wird mit Hilfe eines Zufallszahlengenerators und
mit K; als Saat eine beliebig lange Bitfolge abgeleitet.
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8.3 Optimierung binarer digitaler Suchbaume

Die zweite Methode zum Aufbau eines binéren digitalen Suchbaumes speichert in den
inneren Knoten des Baumes keine Schlissel. Die Schlissel stehen jeweils am Ende
ihres Suchpfades in den Blattknoten. Ihre Grundidee liegt in der Vermeidung von Ein-
wegverzweigungen. Dazu wird in den inneren Knoten jeweils gespeichert, wieviele Bits
beim Test zur Wegeauswabhl zu tiberspringen sind. So wird im Vergleich zur ersten Me-
thode eine bessere Balancierung erreicht. Aul3erdem ist gewdahrleistet, dal3 jeder
Schlissel mit einem Minimum an Bitvergleichen erreicht wird.

8.3.1 PATRICIA-Baum

Der Name dieser Methode PATRICIA steht fur Practical Algorithm To Retrieve Infor-
mation Coded In Alphanumeric [M068]. Das Konstruktionsprinzip des PATRICIA-Bau-
mes wird durch Bild 8.6 verdeutlicht. Beim Aufbau des PATRICIA-Baumes werden Ein-
wegverzweigungen dadurch vermieden, dal3 Knotenfolgen ohne Verzweigungen durch
einen Knoten mit der Langenangabe der Folge reprasentiert werden. Wie in Bild 8.6
gezeigt, lassen sie sich so eliminieren. Beim Suchen sind diese Langenangaben da-
durch zu bericksichtigen, dal3 entsprechend viele Bits des Suchschlissels zu Uber-
springen sind.

Schlissel- binarer Digitalbaum PATRICIA -Baum
menge mit Einwegverzweigungen

K, = 10000
K, = 10001
Kg = 11100
K, = 11110
Kg = 11111

(10000) (10001) (11100)
K

Ky Ko 3

(11110) (11111)
Ka Ks

(10000) (10001) (11100) (11110) (11111)
Kl K2 K3 K4 K5

Bild 8.6 Vermeidung von Einwegverzweigungen durch den PATRICIA-Baum

208



In Bild 8.7 ist ein PATRICIA-Baum aufgezeichnet. Als Schliissel-Codierung wurde wie-
der der ASCII-Code verwendet. Die Baumstruktur laft sich als Testanleitung fur
Suchschlussel auffassen. Die Suche nach dem Schlissel
HEINZ = X’10010001000101100100110011101011010’

verlauft folgendermal3en: Teste zuerst das 10. Bit, gehe nach links weiter, teste das 11.
Bit, gehe nach links weiter usw. bis schlie3lich der Schlissel im Blattknoten gefunden
wird. Es ist leicht einzusehen, dafl3 bei jedem beliebigen Schlissel die Testfolge ganz
ausgefiuhrt werden muf3, bevor Uber Erfolg oder Mi3erfolg der Suche entschieden wer-
den kann. Deshalb endet sowohl die erfolgreiche als auch die nicht erfolgreiche Suche
in einem Blattknoten.

Or>»X0>I
\mcammwc:

—ACZrmxI

\4c24m>1

@ Anzahl der zu tberspringenden Bits

{:J Schltussel

Bild 8.7: PATRICIA-Baum fir ein Anwendungsbeispiel

\Io—mz—mx

8.3.2 Binarer Radix-Baum

Um eine erfolglose Suche frihzeitig abbrechen zu kénnen, kann man den PATRICIA-
Baum in geeigneter Weise modifizieren. Der entstehende binare Radix-Baum spei-
chert dazu neben der Testinformation variabel lange Schlisselteile in den inneren Kno-
ten, sobald sie sich als Prafixe fur die Schlussel des zugehérigen Unterbaums abspei-
chern lassen. Dadurch ergeben sich komplexere Knotenformate und aufwendigere
Such- und Aktualisierungsoperationen.

In Bild 8.8 ist das zum PATRICIA-Baum analoge Beispiel als binarer Radix-Baum ge-
speichert. Die Suche erfolgt jetzt durch eine Folge von Bitvergleichen und einem stiick-
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weisen Schlusselvergleich, so dafd ein vorhandener Schlissel genau einmal vergli-
chen wird. Die Suche nach einem nicht vorhandenen Schlissel laf3t sich so oft schon

in einem inneren Knoten abbrechen. Beispielsweise wird nach dem Besuch der Wurzel
erkannt, daf3 sich der Schlussel ABEL nicht im Baum befindet.

@ Anzeige, welches Bit zu testen ist

I:' gemeinsames Schlusselelement

D Restschliissel

Bild 8.8:  Binarer Radix-Baum fir das gleiche Anwendungsbeispiel
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9. Hashverfahren

Von den bisher eingefuhrten Verfahren bietet der B*-Baum die effizienteste Unterstt-
zung der direkten Suche bei grof3en Schlisselmengen. Sein Komplexitatsmal fur den
E/A-Zugriffsaufwand O(logy«(n)) bedeutet in vielen praktischen Fallen 3 Zugriffe. Es
gibt eine Reihe wichtiger Anwendungen, denen dieses Zugriffsverhalten nicht aus-
reicht. Man denke nur an ein Online-Buchungs- und Auskunftssystem einer Bank. Zur
Unterstiitzung solcher Systeme ware ein Verfahren winschenswert, das jeden Daten-
satz unabhangig von der Menge der Satze durch genau einen Zugriff zur Verfigung
stellen kann. Hash- oder Schliisseltransformationsverfahren wurden daraufhin entwor-
fen, diese Leistung bei der direkten Suche zu erbringen. Grundgedanke dieser Verfah-
ren ist die direkte Berechnung der Speicheradresse eines Satzes aus seinem Schlis-
sel, ohne (im Idealfall) auf weitere Hilfsstrukturen zuriickgreifen zu mussen. Es wird
eine Beziehung zwischen dem Schlussel als Identifikator eines Satzes und der (relati-
ven) Adresse des Speicherplatzes, auf dem der Satz abgelegt wird, hergestellt. Diese
Beziehung zwischen Schlusselwert und physischer Adresse eines Satzes wird durch
eine Hashfunktion reprasentiert. Die Anwendung einer gegebenen Hashfunktion auf
einen Schlusselwert als Argument liefert die dazugehérige Speicheradresse.

Definition: Sei S die Menge aller mdglichen Schlisselwerte eines Satztyps (Schlis-
selraum) und A = {0,1,...,m-1} das Intervall der ganzen Zahlen von 0 bis m-1. Eine
Hashfunktion

h:S—>A

ordnet dann jedem mdglichen Schlissel s € S des Satztyps eine Zahl aus A als Adres-
se in einer Hashtabelle zu.

Wenn ein Satz eingefligt werden soll, wird die Abbildungsfunktion h auf seinen Schlus-
sel angewendet, um den Einfligepunkt zu bestimmen. Er wird dann auf der ermittelten
Speicheradresse eingespeichert. Beim Loschen wird der Satz nach Ermittlung seiner
Adresse ausgetragen. Bei bestimmten Hashverfahren kénnen sich dabei erhebliche
Komplikationen ergeben, auf die spater eingegangen wird. Die direkte Suche verlauft
ebenfalls Gber die Anwendung der Hashfunktion auf den Suchschlussel. Durch Zugriff
auf die ermittelte Speicheradresse wird der Satz bereitgestellt. Bei der sequentiellen
Suche wird der Adref3raum A von seiner Startadresse an schrittweise durchsucht. Wie
spater noch deutlich werden wird, werden dabei die einzelnen S&tze in physischer
Speicherungsreihenfolge geliefert, die im allgemeinen nicht mit der logischen Reihen-
folge der Satze, d.h. mit ihrer Sortier- oder Verarbeitungsfolge Ubereinstimmt. Deshalb
wird in vielen Implementierungen die sequentielle Suche auf einer Hashtabelle nicht
unterstutzt.

Eine Hashtabelle kann als abstrakter Datentyp wie folgt definiert werden:
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Datentyp HASHTAB

Basistyp {Schlussel}
{Daten}

Operationen:

ERZEUGEN: — HASHTAB,;
EINFUGEN: HASHTAB x {Schlissel} x {Daten} — HASHTAB;
LOSCHEN: HASHTAB x {Schlussel} — HASHTAB;
SUCHE: HASHTAB x {Schliissel} — {Daten} u {error}
Axiome:

V HT € HASHTAB, V K, K’ € {Schlussel}, V D € {Daten}:
SUCHE(ERZEUGEN;K) = error;
LOSCHEN(ERZEUGEN,K) = ERZEUGEN,;

LOSCHEN(EINFUGEN(HT,K,D),K") = IF K=K’ THEN HT
ELSE EINFUGEN(LOSCHEN(HT,K’),K,D);

SUCHE(EINFUGEN(HT,K,D),K’) = IF K=K’ THEN D ELSE SUCHE(HT,K’);

In allen Verfahren, die besprochen werden, kann eine Stufe der Indirektion eingeschal-
tet werden, d.h., auf dem durch die Hashfunktion h ermittelten Speicherplatz steht die
Adresse, an der sich der Satz befindet. Diese Indirektion kann z.B. notwendig sein,
wenn es verschiedene Schlissel fur einen Satz gibt, fur die direkter Zugriff tber Hash-
funktionen unterstitzt werden soll. Dann kann ndmlich der Satz nur nach einer dieser
Hashfunktionen physisch gespeichert werden.

Hashverfahren eignen sich sowohl fir Anwendungen auf linearen Speichern (Haupt-
speicher) als auch fur den Datei- und Datenbankeinsatz auf externen Speichern. Auf
die Besonderheiten des Einsatzes von Hashverfahren auf Externspeichern gehen wir
in den Abschnitten 9.5 und 9.6 ein.

9.1 Direkte Adressierung

Die einfachste Technik zur Umsetzung eines Satzschliissels in eine Speicheradresse
ist die direkte Adressierung. Hierbei wird oft der Wert eines Schllssels K; oder eine ein-
fache ordnungserhaltende Transformation dieses Wertes (Division/Multiplikation mit
einer Konstanten) als Adresse genommen:

A, = h(K) = K,
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Kennzeichen dieses Verfahrens ist es, dafl h eine injektive Funktion darstellt. Da flr
jeden mdoglichen Schliissel aus S ein Speicherplatz bereitgehalten werden muf3, laRt
sich dieses Verfahren nur bei geeigneten “dichten” Schliisselmengen K anwenden. Mit
Schlusseln der Lange | zur Basis b ergeben sich n, = #S = b! maogliche Schlissel. Es
missen also m = n, Speicherplatze reserviert werden. Damit nicht allzuviel Speicher-
platz verschwendet wird, sollte die Zahl der aktuell vorhandenen Schltssel ny = #K un-
gefahr gleich n, sein (n, < ny). Es muB also eine sorgfaltige Wahl der Schlisselzuord-
nung getroffen werden, damit in der logischen Schlisselfolge keine grof3en Licken
auftreten, fir die ja im Adressenbereich nicht belegter Speicherplatz reserviert werden
muf3te. Solche Mdglichkeiten ergeben sich beispielsweise bei Anwendungsfallen mit
der Speicherung von Rechnungen, Buchungen, Dokumenten usw., bei denen laufende
Nummern als Schlissel vergeben werden kdnnen.

In Bild 9.1 ist die charakteristische Abbildung bei der direkten Adressierung skizziert.
Fur einen zweiziffrigen Schlissel ist ein Anwendungsbeispiel fur die direkte Adressie-
rung in Bild 9.2 veranschaulicht. Es wird deutlich, dal3 jeder Schlissel immer mit einem
Zugriff aufgefunden werden kann. Das Einspeichern und Loschen eines Satzes kann
ebenfalls mit genau einem Zugriff abgewickelt werden, da fur jeden Satz ein Speicher-
platz reserviert ist. Selbst die sequentielle Suche verlauft optimal; sie liefert in linearer
Zeit alle vorhandenen Satze in sortierter Reihenfolge. Der Preis dafir ist die Verwal-
tung maoglicher Licken in der aktuellen Schlusselfolge, was auch in Bild 9.2 verdeut-
licht ist. Werden diese Lucken zu grof3, kann nicht auf dieses ideale Verfahren zurtick-
gegriffen werden.

S A

i h

T > T

: - i

-

-
nazn;:#s m:#:&:np

Bild 9.1: Zuordnung von Schlisselraum S zu Adressenraum A

Eine Reihe naturlicher Schlissel ist jedoch Uberhaupt nicht fir dieses Verfahren geeig-
net. Sollen beispielsweise MODULA-Bezeichner als Schlissel herangezogen werden,
so sind als erstes Schlisselzeichen alle Grof3- und Kleinbuchstaben erlaubt; als
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Schlissel Daten

00

01 01 D01
02 02 D02
03

04 04 D04
05 05 D05
E S
95

96 96 D96
97

98

99 99 D99

Bild 9.2: Direkte Adressierung bei einer Schlisselmenge {00,...,99}

weitere Schlusselzeichen kdnnen zusatzlich noch Ziffern auftreten. Wenn die SchlUs-
sellange auf k begrenzt ist, lassen sich

k—1
_ i
nIO = 52. 262
i=0

verschiedene Schlussel bilden. Selbst bei einer Begrenzung der Schlissellange auf k
= 8 ergeben sich noch > 52.62" verschiedene Schlissel.

Das Beispiel zeigt, da? Namen keine geeigneten Schlisselmengen darstellen, obwohl
sie zu aquivalenten numerischen Werten transformiert werden kénnen. Aber auch nu-
merische Schlussel ergeben oft einen zu grofRen Schlisselraum. Selbst in einem Un-
ternehmen mit 10° Beschaéftigten ist eine 9-stellige Sozialversicherungsnummer um Di-
mensionen zu grol3. Die bloRe Zuordnung einer laufenden Nummer dagegen ist in die-
sem Fall von Nachteil, weil sie keine semantische Bedeutung besitzt. Suchvorgénge
muf3ten Uber sie abgewickelt werden, was sicherlich sehr umsténdlich und beschwer-
lich sein wirde.

Diese Beispiele verdeutlichen, daf3 die direkte Adressierung nicht der Regelfall, son-
dern eher die Ausnahme bei der Anwendung eines Hashverfahrens ist. Im allgemeinen
Fall ist die Menge der aktuell benutzten Schlissel K wesentlich kleiner als S. Es treten
starke Ungleichverteilungen im Schlisselraum auf, so daf} die direkte Adressierung
nur unter extremer Platzverschwendung angewendet werden kdnnte. Es missen des-
halb in solchen Fallen Hashfunktionen eingefuhrt werden, die die vorhandene Schlis-
selmenge K auf einen begrenzten Adressenraum A unter moglichst guter Gleichvertei-
lung abbilden.
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9.2 Hashing

Die mit Hashing bezeichnete Technik wird oft auch Schliisseltransformation mit indi-
rekter Adressierung, AdrelRberechnungsverfahren, Hashtabellen-Methode etc. ge-
nannt. Die Grundidee des Hashing ist die Anwendung einer Hashfunktion, die einen re-
lativ grof3en Bereich mdglicher Schlisselwerte in einen relativ kleinen Bereich von (re-
lativen) AdreRwerten maoglichst gleichmaRig abbildet. Eine solche Hashfunktion soll
beispielsweise einer Menge von 80 beliebigen MODULA-Bezeichnern (mit #S > 1012
einen Adressenraum von 100 Speicherplatzen gleichverteilt zuordnen.

Die charakteristische Abbildung beim Hashing ist in Bild 9.3 veranschaulicht. Es kommt
jetzt vor, dal3 die gewahlte Hashfunktion h mehr als einen Schlisselwert auf einen
Speicherplatz abbildet, d.h., h ist nicht mehr injektiv.

S

+ h A

: — %
na«ngz#s m:#Azna

Bild 9.3: Zuordnung von Schlisselraum S zu Adressenraum A beim Hashing

Definition: Zwei Schlussel K;, K; € K kollidieren (bezlgl. einer Hashfunktion h)
< h(K) = h(K)).

Tritt fir K; und K; eine Kollision auf, so hei3en diese Schliussel Synonyme. Die Menge
der Synonyme bezuglich einer Speicheradresse A; heil3t Kollisionsklasse. Eine Kollisi-
on ist offenbar ein Konfliktfall, der durch spezielle Malinahmen, die zusatzlich Aufwand
bedeuten, aufgelost werden mul3.

Den fur das Hashing verfligbaren Speicherbereich bezeichnen wir auch als Hashtabel-
le HT. Die Hashfunktion h ordnet dann den Schlisselwerten (Namen) Positionen (Ein-
trage) in HT zu. Fur die Hashfunktion h stellen wir folgende einsichtigen Forderungen
auf:

- Sie soll sich einfach und effizient berechnen lassen.
- Sie soll eine moglichst gleichm&Rige Belegung von HT erzeugen.

- Sie soll moéglichst wenige Kollisionen verursachen.
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Die Leistungsfahigkeit einer bestimmten Hashfunktion hangt von folgenden Einflu3gro-
Ren und Parametern ab:

- der Belegungsgrad der Hashtabelle HT

- die Anzahl der Satze, die auf einer Adresse gespeichert werden kénnen, ohne
eine Kollision auszulésen (Bucketfaktor)

- die eingesetzte Technik zur Kollisionsauflésung
- die Verteilung der aktuell benutzten Schlissel.

Bis auf weiteres unterstellen wir einen Bucketfaktor von 1, d. h., auf jedem verfiigbaren
Speicherplatz kann nur ein Satz gespeichert werden.

Bemerkung:

Eine gute Hashfunktion wird nur wenige und kleine Kollisionsklassen liefern. Es muf3
jedoch in praktischen Féllen mit Kollisionen gerechnet werden. Als anschauliches Bei-
spiel diene das sogenannte Geburtstags-Paradoxon. k Personen auf einer Party ha-
ben gleichverteilte und stochastisch unabhangige Geburtstage. Mit welcher Wahr-
scheinlichkeit p(n,k) haben mindestens 2 von k Personen am gleichen Tag (n = 365)
Geburtstag?

Die Wahrscheinlichkeit, daf? keine Kollision auftritt, ist

acn, k) = ZahidermoglichenFdle n n_n_ " “n
_ (n=1)-...-(n=k)
a k
n
Es ist
0(365,k) = 1 - q(365,K) > 0.5 fiir k > 23.

Treffen mehr als 22 Personen auf einer Party zusammen, so ist die Wahrscheinlichkeit,
daRR zwei Personen am gleichen Tag Geburtstag haben, gré3er als 1/2, obwohl k/n =
23/365 < 1/15 ist. In diesem Fall fihren bereits bei einer kleinen Eingabemenge Dupli-
kate bei den Geburtsdaten (Schlisseln) zu unvermeidbaren Kollisionen.

Es sollen jetzt die wichtigsten Hashfunktionen eingefiihrt werden.

9.2.1 Divisionsrest-Methode

Ein schon friih bekanntes, aber doch sehr leistungsféhiges Verfahren ist die Divisions-
rest-Methode oder kurz Divisions-Methode. Dabei wird die Bit- oder Dezimaldarstel-
lung des Schlissel Kj als ganze Zahl interpretiert. K; wird dann durch eine geeignete
Zahl dividiert; der dabei entstehende Rest ergibt die relative Adresse in HT. Wenn wir
als Divisor m wahlen, kdnnen alle Platze in HT erreicht werden:
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h(K;) = K; mod m

Ein einfaches Beispiel soll das Verfahren verdeutlichen. HT besitze m=10 Positionen.

Um Namen in nattrliche Zahlen umzuwandeln, fihren wir eine Funktion nat ein.
nat(Name) = ord(1. Buchstabe von Name) - ord('A’)

Unsere Hashfunktion, die wir in allen folgenden Beispielen verwenden wollen, sei dann
h(Name) = nat(Name) mod m.

Angewendet auf den Namen EINSTEIN ergibt sich als Adresse, auch Hausadresse ge-
nannt,

hCEINSTEIN’) = 4 mod 10 = 4.

In Bild 9.4 sind noch eine Reihe weiterer Namen auf ihren zugehoérigen Positionen in
HT eingetragen. Soll jetzt der Name RONTGEN eingetragen werden, so resultiert dar-
aus eine Kollision, da die Position 7 schon belegt ist. Das Problem der Kollisionsauflo-
sung stellen wir noch etwas zurtick.

Schlussel Daten

0

1 |BOHR D1
2 |CURIE D2
3 |DIRAC D3
4 | EINSTEIN D4
5 |PLANCK D5
6

7 |HEISENBERG D7
8 |SCHRODINGER D8
9

Bild 9.4: Awendung des Divisionsrest-Verfahrens auf HT

Der Divisor soll so gewahlt werden, dal3 die Kollisionswahrscheinlichkeit minimiert
wird. Da wir, um Probleme der Adref3anpassung zu vermeiden, als Divisor die Grol3e
von HT, ndmlich m, wéhlen sollten, missen wir also m geeignet bestimmen. Dabei gilt
es, einige Regeln zu beachten.

1. m>n

Der Wert des Divisors m bestimmt den Bereich der erzeugten Adressen und deshalb
die Grol3e der Hashtabelle. Bei n zu speichernden Satzen und der Annahme, daf3 nur
ein Satz pro Tabellenposition Platz findet, mul3 m > n gewdahlt werden. Wenn eine
Hashtabelle zu voll wird, dann steigt die Kollisionswahrscheinlichkeit sehr stark an, un-
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abhangig davon, wie gut die Hashfunktion ist. Der Belegungsfaktor 3 von HT ist defi-
niert als das Verhaltnis von aktuell belegten (n,) zur gesamten Anzahl an Speicherplat-
zen - B =n,/m.Fur B>0,85 beginnen alle Hashfunktionen, viele Kollisionen und
damit einen hohen Zugriffsaufwand zu erzeugen. Um die Leistungsfahigkeit eines Ver-
fahrens gewahrleisten zu kénnen, sollte deshalb darauf geachtet werden, daf3 B nie
grofRer als 0.8 wird.

2. m # gerade Zahl

Wenn m gerade ist, dann ist h(K;j) bei geradem K; gerade und bei ungeradem K; unge-
rade. Wenn nur gerade oder nur ungerade Schlissel auftreten wirden, dann kénnte
nur die Halfte der Platze in HT besetzt werden.

3. m=bK

b sei die Basis der Schlisseldarstellung. Wenn m = bX ist, dann liefert h(K;) die letzten
k Stellen von K;.

Beispiel: b=10,k=3, m=10°
K; = 10333; h(10333) = 10333 mod 10% = 333
K, = 333; h(333) = 333 mod 10° = 333.

4. m¢a~bk¢c

a und c seien kleine ganze Zahlen. Der Divisor m soll nicht benachbart zu einer Potenz
des Zahlensystems (in dem die Division durchgefuhrt wird) liegen, da sonst

(x+a- ka—r c)modm ~ xmodm ist, d.h., bei gleichen Endziffern wiederholt sich fast
die gleiche Menge von Adressen in verschiedenen Zahlenbereichen.

5. m = Primzahl

Die Hashfunktion muf3 etwaige Regelmafiigkeiten in der Schlisselverteilung “zersto-
ren”, damit nicht standig die gleichen Tabellenplatze getroffen werden. Bei aquidistan-
tem Abstand der Schlissel K + ] - AK, j = 0,1,2,... maximiert eine Primzahl die Distanz,

nach der eine Kollision auftritt. Eine Kollision ergibt sich, wenn
Ki mod m = (K; + j - AK) mod m
oder j-AK=k-m, k=1,23,...
Nach welchem j bei im Abstand von AK vergebenen Schlissel tritt eine Kollision auf?
Ein Zahlenbeispiel mdge die obige Forderung plausibel machen:
Mm=16,AK=4:j=4k — jpnn=4
M=17,AK=4:j=17kl4d >  join =17

Eine Primzahl kann keine gemeinsamen Faktoren mit AK besitzen, die den Kollisions-
abstand verkirzen wirden.
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9.2.2 Mid-Square-Methode

Bei dieser Methode wird der Schlussel K; quadriert. Anschliel3end werden t aufeinan-
derfolgende Stellen aus der Mitte des Ergebnisses fir die Adressierung ausgewabhilt.
Es muR also b = m gelten. Die mittleren Stellen werden deshalb genommen, weil hier-
bei die beste Gleichverteilung der Werte zu erwarten ist. Das Verfahren liefert relativ
gute Ergebnisse, solange die Schlussel K; nur wenige fuhrende oder nachfolgende
Nullen besitzen und die mittleren Stellen sich gentigend andern.

Beispiel: b=2,t=4, m=16
K; = 1100100

K? = 1001110001000 — h(K.) = 1000
t

9.2.3 Faltung

Bei dieser Technik wird der Schlissel in Teile zerlegt, die bis auf das letzte die Lange
einer Adresse fur HT besitzen. Die Schlisselteile werden dann Ubereinandergefaltet
und addiert. Das Ergebnis liefert die relative Adresse in HT, wobei ggf. die héchstwer-
tige Ziffer abgeschnitten wird.

Die Faltung der Teile kann auf verschiedene Weisen erfolgen. Beim Randfalten ge-
schieht sie wie das Falten von Papier am Rand, wéhrend beim Shiftfalten die Teile des
Schlussels tbereinandergeschoben werden. Es kdnnen auch andere Verknipfungs-
operationen wie zum Beispiel EXOR bei binarer Zeichendarstellung gewahlt werden.

Beispiel: b=10,t=3, m=10°

Randfalten:
21
[* 2 |1 876
8 | 7|6 <+ 345
Ki=| 1,2 |3|4|5 6|7/ 8 1431 — h(K;) = 431
H/_/
Adrel3lange t
Shiftfalten:
12
———® 1] 2 678
K; = 6 | 7|8 4—— 345
112 |3 |4 |5|6|7/|8 1035 — h(K;)) =35
w_/
Adrel3lange t
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9.2.4 Basistransformation

Der Schlissel K; wird als Ziffernfolge einer anderen Basis p dargestellt:

(Ki)b - (Ki’)p . Zur Bestimmung einer zuldssigen relativen Adresse kénnen einfach

Ziffern abgeschnitten oder es kdnnen wiederum Divisionsrest-Verfahren oder Faltung
angewendet werden. Folgende Variante wurde in der Literatur vorgeschlagen:

h((K{),) = () modg®

Dabei sind g und p relativ prim zueinander und a ist eine positive ganze Zahl. Oft ist
p=q+ 1und p und g werden so gewahlt, daR g% < m gilt.

Beispiel: p=8,g=7,a=2, m=49
K;=975;0 = 1001 0111 0101 (BCD)

Durch Zusammenfassung von je 3 Bits erhélt man
45658 = 242110
h((Ki’)p) = 2421mod49 = 20

Bemerkung: Es gibt mehrere Moglichkeiten, einen Schlissel als binére Ziffernfolge
darzustellen: etwa BCD oder binar.

Es gibt noch eine Vielzahl von verschiedenartigen Hashfunktionen, die hier nicht dis-
kutiert werden kdnnen. Als Beispiele seien nur die Zufallsmethode, bei der K; als Saat
fur den Zufallszahlengenerator dient, und die Ziffernanalyse erwahnt. Die Ziffernanaly-
se setzt die Kenntnis der Schlisselmenge K voraus. Die t Stellen mit der besten
Gleichverteilung der Ziffern oder Zeichen in K werden von K; zur Adressierung ausge-
wahlt.

Das Verhalten einer Hashfunktion hangt von der gewahlten Schlisselmenge ab. Des-
halb lassen sie sich auch nur unzureichend theoretisch oder mit Hilfe von analytischen
Modellen untersuchen. Uber die Giite der verschiedenen Hashfunktionen liegen je-
doch eine Reihe von empirischen Untersuchungen vor. Wir fassen hier einige wesent-
liche Ergebnisse zusammen:

- Das Divisionsrest-Verfahren ist im Mittel das leistungsfahigste Verfahren; fir be-
stimmte Schlisselmengen kdnnen jedoch andere Techniken besser abschnei-
den.

- Keine Hash-Funktion ist immer besser als alle anderen.

- Wenn die Schlusselverteilung nicht bekannt ist, dann ist das Divisionsrest-Ver-
fahren die bevorzugte Hashfechnik.
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9.3 Behandlung von Kollisionen

Wir haben beim Beispiel in Bild 9.4 gesehen, dal} die Hausadresse eines Schliissels
Kp bei seiner Speicherung durch K, belegt sein kann, wenn namlich h(Kg) = h(K;) ist.

Es gibt zwei grundsatzliche Ansatze zur Losung dieses Kollisionsproblems:

- Es wird fir Kp ein freier Platz in HT gesucht; alle Uberlaufer werden im Priméarbe-
reich untergebracht (open adressing).

- Kp wird in einem separaten Uberlaufbereich zusammen mit allen anderen Uber-
laufern gespeichert (separate overflow).

Die Wahl der Methode der Kollisionsauflésung entscheidet dartiber, welche Folge und
wieviele relative Adressen zur Ermittlung eines freien Platzes aufgesucht werden. Bei
der Speicherung eines neuen Satzes mul3 diese Folge durchlaufen werden, bis ein frei-
er Platz gefunden wird. Der Aufsuchvorgang verlauft ebenso: er ist beendet, wenn der
gesuchte Schlussel oder ein freier Platz gefunden wird. Die fur den Schlussel K, zu
durchlaufende Folge von relativen Adressen sei ho(Kp), h1(Kp), ho(Kp),... Bei einer Fol-
ge der Lange n treten also n-1 Kollisionen auf. Zu ihrer Charakterisierung werden un-
terschieden:

- Primarkollision: h(Kp) = h(Kq)
- Sekundarkollision: hi(Kp) = hj(Kq) , 1#]

Von einer Haufung von Primarkollisionen oder von einer primaren Clusterbildung
spricht man, wenn

(h(Ky) = h(Ky)) = (hi(Ky) = hi(Ky))  furi=0.

Eine Haufung von Sekundéarkollisionen oder eine sekundare Clusterbildung ergibt sich,
wenn

(hi(Kp) = hj(Kq)) = (hi+k(Kp) = hj+k(Kq)) furi=#j, k=0.

Ein Verfahren zur Behandlung von Kollisionen sollte nach Mdéglichkeit beide Haufungs-
arten vermeiden.
9.3.1 Uberlaufer im Primarbereich

Fur die Suche nach einem freien Platz in der Hashtabelle mul3 das eingesetzte Verfah-
ren in der Lage sein, eine Sondierungsfolge, d. h. eine Permutation aller Hashadressen
zu berechnen.
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1. Lineares Sondieren (linear probing)

Eine Methode, einen freien Platz firr einen Uberlaufer zu finden, besteht darin, von der
Hausadresse aus sequentiell (modulo) zu suchen. Dieses sogenannte lineare Sondie-
ren kann mit jedem Hashverfahren zusammen eingesetzt werden. Es ist offensichtlich,
dafld dabei alle Platze in HT erreicht werden kénnen:

ho(Kp) = h(Kp)
hi(Kp) (hO(Kp)+i)modm 1 =12, ...

Such- und Einfugealgorithmen sind sehr einfach. Der Suchvorgang ist als MODULA-
Prozedur Linsuche (Programm 9.1) formuliert. Dabei sei HT vom Typ Hashtab mit Plat-
zen von 0 bis m-1. Durch geringflgige Modifikation laf3t sich die Prozedur Linsuche fur
das Einfiigen eines Schlissels in HT erweitern. Im Vergleich zum Einflgen ist der
Ldschvorgang in Hashtabellen im allgemeinen recht kompliziert. Beim linearen Sondie-
ren ist er jedoch noch verhaltnismafig einfach. Die Problematik des Einfigens und L6-
schens soll am Beispiel in Bild 9.5 verdeutlicht werden. Als Hashfunktion wurde wieder
die einfache Abbildung wie in Bild 9.4 gewahlt. Die Belegung der Hashtabelle in Bild
9.5 konnte durch die folgende Einfligereihenfolge entstanden sein: BECKETT, HES-
SE, BOLL, HAUPTMANN, STEINBECK, SACHS, HAMSUN, SARTRE. Beispielsweise
mul3te fir HAMSUN fast die gesamte Tabelle durchsucht werden, um einen freien
Platz zu finden. Das Léschen von HESSE zeigt, dal3 eine ganze Reihe von Verschie-
bungen notwendig werden. Dabei miussen entstehende Liucken in Suchsequenzen
aufgefillt werden, da ja das Antreffen eines freien Platzes eine Suche beendet. Das
Auffillen von Liucken betrifft nicht nur Schlussel aus der Kollisionsklasse des geldsch-
ten Elementes; vielmehr kann das Verschieben von solchen Elementen wiederum LUk-
ken in den Suchsequenzen anderer Kollisionsklassen schaffen, die auch wieder ge-
schlossen werden mussen. Dieser rekursive Vorgang stoppt beim Auffinden eines frei-
en Platzes oder wenn die gesamte Tabelle durchsucht und reorganisiert ist.

Schlussel Schlussel
0 |HAUPTMANN 0 |HAMSUN
1 |BECKETT 1 |BECKETT
2 |BOLL 2 |BOLL
3 |STEINBECK L('i;he 3 |STEINBECK
4 |SACHS HESSE 4 |SACHS
5 |HAMSUN 5 |SARTRE
6 |SARTRE 6
7 |HESSE 7 |HAUPTMANN

Bild 9.5: Loschen in einer Hashtabelle bei linearem Sondieren
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Sobald es irgendeine Priméar- oder Sekundarkollision gibt, erzeugt dieses Verfahren
eine Haufung von Primar- oder Sekundarkollisionen, was sich auf sein Leistungsver-
halten sehr negativ auswirkt. Griinde fuir die primare Clusterbildung beim linearen Son-
dieren ergeben sich dadurch, daf3 fur alle Synonyme einer Hausadresse eine schlis-
selunabhéngige Sondierungsfolge und schrittunabhéngigen Distanzen zur Sondierung
der nachsten Adresse eingesetzt werden. Schlisselunabhangige Sondierungsfolgen
und schrittunabhangige Distanzen fluhren zu einer sekundaren Clusterbildung, wenn
Schlussel in ihrer Sondierungsfolge auf eine primare Clusterbildung treffen.

PROCEDURE Linsuche (X: Key; HT: Hashtab; M: CARDINAL; VAR J: CARDI-
NAL);

{Suche X in HT bei linearem Sondieren als Kollisionsauflosung}

{Bei erfolgreicher Suche zeigt J auf Position von X in HT}

VAR |: CARDINAL,

BEGIN
I := H(X); {H sei global definierte Hashfunktion}
J =1
{Ein unbelegter Eintrag in HT sei durch ein ‘-’-Zeichen (vom Typ Key)
charakterisiert}
WHILE (HT[J] <> X) AND (HT[J] <> *-') DO
J :=(J+1) MOD M;

IF  1=JTHEN
WriteString(‘X ist nicht in HT");
RETURN;

END;

END;
IF  HT[J] =" THEN
WriteString(‘X ist nicht in HT’);
END;
END Linsuche;

Programm 9.1:  Suche in einer Hashtabelle bei linearem Sondieren

Eine Mdglichkeit, diesen Reorganisationsaufwand zu vermeiden, ist das Eintragen ei-
nes speziellen Loschkennzeichens auf den Platz eines geldschten Elementes. Ein sol-
cher Platz darf bei einer Einfligung sofort wiederbesetzt werden. Das Léschkennzei-
chen hat nur die Aufgabe, den Abbruch einer Suche zu verhindern. Da bei diesem An-
satz nicht reorganisiert wird, ergibt sich keine Moglichkeit, die existierenden Suchpfade
zu verkurzen.
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Die als Programm 9.2 dargestellte MODULA-Prozedur I6scht einen gegebenen
Schlissel X und reorganisiert die Hashtabelle HT, so daf3 alle Schlissel mit Hilfe von
Linsuche aufgefunden werden kdnnen.

PROCEDURE Loeschen (X: Key; M: CARDINAL; VAR HT: Hashtab);
VAR |, J, K: CARDINAL;

{Ein unbelegter Eintrag in HT sei durch ein ‘-’-Zeichen (vom Typ Key)
charakterisiert}

BEGIN
J .= H(X); {H sei global definiert}
IF HT[J] =X THEN
=, {X befindet sich auf Hausadresse}
ELSE {Suche Position von X}
| :=(J+1) MOD M;
WHILE (HT[I] <> X) AND (HTIl] <> ‘") AND (I <> J) DO
| := (I+1) MOD WM;
END;
IF (HT[]="") OR (I =J) THEN
WriteString(‘X ist nicht in HT);
RETURN;
END;
END;
HT[I] :="*-; {L6sche X}
K:=1; {Merke freie Position}
| := (I+1) MOD WM;

WHILE (HT[I] <> ‘") AND (I <> J) DO
IF H(HT[I]) =I THEN {Element befindet sich auf Hausadresse}
l:=(1+1) MOD M
ELSIF (H(HTII]) > K) AND ((I > J) AND (K > J) OR (I < J) AND (K < J))
OR (H(HTTI]) < K) AND (I < J) AND (K >J) THEN
| :=(I+1) MOD M;  {Element befindet sich nicht auf Haus-
adresse, aber Hausadresse liegt hinter
freier Position}

ELSE
HT[K] := HTTI];
K:=1,
| :=(1+1) MOD M,;
END;

END;
END Loeschen;

Programm 9.2:  Ldschen in einer Hashtabelle bei linearem Sondieren
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Das Verfahren des linearen Sondierens sollte so modifiziert werden, dal3 Haufungen
von Primar- und Sekundarkollisionen vermieden werden. Am einfachsten erscheint
noch die Vermeidung der Haufungen von Sekundarkollisionen. Dazu muf3 die Schritt-
weite in der Uberlauffolge abhangig von der Anzahl i der durchgefiihrten Suchschritte
gewahlt werden.

Eine Moglichkeit besteht darin, die Uberlauffolge wie folgt zu definieren:
hO(Kp) = h(Kp)
hi s 1(Kp) = (hj(Kpy) +(i))modm oder
hi+1(Kp) = (hi(Kp)+f(i, h(Kp)))modm =12 ..

Bei der Wahl der Funktion f besteht die Randbedingung, daf3 f so zu wahlen ist, dal3
alle relativen Adressen in HT oder zumindest ein grol3er Teil davon erreicht werden.
Diese Art der Definition einer Sondierungsfolge verbessert das Uberlaufverhalten und
vermeidet vor allem sekundére Clusterbildung. Durch f (i) allein wird jedoch eine Hau-
fung von Primarkollisionen nicht vermieden. Erst der Einsatz von schlisselabhangigen
Sondierungsfolgen mit Hilfe von f (i, h(Kp)) kann auch priméare Clusterbildung verhin-
dern. Es sei jedoch vermerkt, daf3 das Finden solcher Funktionen, die alle Adressen
von HT einmal erreichen, sehr schwierig ist.

2. Quadratisches Sondieren

Eine Variante des obigen Verfahrens der Funktionsdefinition mit speziellem f(i) ergibt
sich wie folgt:

ho(Ky) = h(Kp)

hy(Kp)

(ho(Kp) +a-i+b-iymodm ,i =12, ..

Bei dieser Funktion mif3ten a und b geeignet bestimmt werden, so daf3 alle Tabellen-
platze in HT erreicht werden. Da dies wiederum abh&ngig von m sein kann, ist der Ein-
satz der obigen Funktion im allgemeinen Fall sehr schwierig.

Aus der Literatur ist jedoch als Spezialfall des quadratischen Sondierens eine Funktion
bekannt, bei der - eine geeignete Grdl3e m von HT vorausgesetzt - die Erreichbarkeit
aller Platze gesichert ist:

ho(Ky) = h(Ky)
hi(Kp) = (ho(Kp)—q%DZ(—l)i)modm 1<ism-1

Basierend auf Ergebnissen der Zahlentheorie gelten fir m folgende Bedingungen:
- m st Primzahl

- m=4j+3
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Danach lassen sich beispielsweise flur folgende Tabellengréien m alle Platze errei-
chen:

m J m J
3 0 43 10
7 1 59 14
11 2 127 31
19 4 251 62
23 5 503 125
31 7 11019 254

Die Wirkungsweise des quadratischen Sondierens ist in Bild 9.6 dargestellt. Die Einfu-
gungen der Schlussel HAYDN, BEETHOVEN, SCHUBERT und MOZART mit Hilfe un-
serer bekannten Hashfunktion geschieht ohne Kollisionen. Bei BACH und HANDEL
werden die Suchfolgen 1, 2 bzw. 0, 1, 6 durchlaufen. Fur VIVALDI wird erst ein Platz
nach dem Test der Platze 0, 1, 6, 4, 3 gefunden. Dieses Beispiel zeigt gleichzeitig auch
die Erreichbarkeit aller Platze und die Schwierigkeit des Loschens von Schlisseln.

Schlussel Schlussel
0 |HAYDN 0 |HANDEL
1 |BEETHOVEN 1 |BEETHOVEN
2 |BACH ) 2 |BACH
3 |VIVALDI Lc;;he 3
4 |SCHUBERT HAYDN 4 |SCHUBERT
5 |MOZART 5 |MOZART
6 |HANDEL 6 |VIVALDI
Bild 9.6: Modifikationsoperationen in einer Hashtabelle bei quadr. Sondieren

3. Sondieren mit Zufallszahlen

Bei diesem Verfahren wird mit Hilfe eines deterministischen Pseudozufallszahlen-Ge-
nerators die Folge der Adressen [1..m-1] mod m genau einmal erzeugt:

ho(Kp) = h(Kp)
hi(Kp) (hO(Kp)+zi)modm 1 =1,2, ...

Auch dieses Verfahren vermeidet Sekundéarkollisionen, aber keine Primarkollisionen.
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4. Quotientenmethode
Bei dieser Methode werden Folgen der Art
ho(Kp) = h(Kp)
hi(Kp) (hO(Kp)+f(|, Kp))modm =12, ...

erzeugt. Dadurch, daf3 der Schlissel K, zusammen mit der Anzahl i der Suchschritte
als Argument von f verwendet wird, sollen sowohl Haufungen von Sekundarkollisionen
als auch Haufungen von Primarkollisionen vermieden werden. Auch hier besteht das
Problem der Erreichbarkeit aller Platze. Spezielle Funktionen fur die lineare und qua-
dratische Quotientenmethode werden in der Literatur [BK70, Be70] diskutiert.

5. Double Hashing

Die Effizienz des Sondierens mit Zufallszahlen wird bereits annahernd erreicht, wenn
man eine zweite Hashfunktion anstelle der zuféalligen Permutation fir die
Sondierungsfolge einsetzt:

ho(Kp) = h(Kp)
hi(Kp) = (ho(Kp)+i-h'(Kp))modm =12 ...

Dabei ist h’(K) so zu wahlen, dal’ fur alle Schltssel K die resultierende Sondierungs-
folge eine Permutation aller Hashadressen bildet. h(K) muf3 also ungleich Null sein und
darf m nicht teilen (relativ prim zu m). Zur Vermeidnung von sekundaren Clusterbildun-
gen sollte h’(K) von h(K) unabhangig gewahlt werden.

Eine Verallgemeinerung dieses Ansatzes zum Auffinden eines freien Tabellenplatzes,
wenn die Hausadresse eines Schlissels besetzt ist, besteht darin, der Reihe nach eine
Folge von unabhéngigen Hashfunktionen hi(Kp), 1<i<k einzusetzen. Die Haus-
adresse wird durch ho(Kp) , die erste Suchposition durch hl(Kp) usw. erreicht. Ist
nach Einsatz der k-ten Hashfunktion noch kein freier Platz gefunden, mul3 ein zusatz-
liches Uberlaufverfahren in Anspruch genommen werden.

Bei diesem Verfahren werden Probleme der Haufung von Kollisionen vermieden. Es
bleiben jedoch die Erreichbarkeit aller Platze und das Léschen von Schlisseln als
schwierige Punkte erhalten. Als interessante Eigenschaft erlaubt dieses Verfahren als
einziges das parallele Suchen nach einem Schliissel oder freien Platz.

6. Kettung von Synonymen

Eine weitere Mdglichkeit der Behandlung von Uberlaufern ist die explizite Kettung aller
Satze einer Kollisionsklasse von HT. Dazu ist fur jeden Tabellenplatz ein zusatzlicher
Zeiger vorzusehen. Die Verwaltung einer geketteten Liste - jeweils von der Hausadres-
se der Kollisionsklasse ausgehend - verringert nicht die Anzahl der Kollisionen; sie ver-
kirzt jedoch den Suchpfad beim Aufsuchen eines Synonyms, da durch diese Mal3nah-
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me nur auf Synonyme zugegriffen wird. Zur Bestimmung eines freien Uberlaufplatzes
kann eine beliebige Suchmethode oder eines der funf eingefiihrten Verfahren zur Kol-
lisionsbehandlung herangezogen werden. Diese Technik der Kettung verlangt jedoch,
daR ein Synonym seinen Uberlaufplatz verlassen muR, wenn es auf der Hausadresse
eines neu einzufiigenden Schlussels untergebracht ist. Dadurch wird der Einfligevor-
gang komplizierter. Das Loschen dagegen wird einfacher. Der zu |6schende Satz wird
aus seiner Synonymkette entfernt. Dabei ist darauf zu achten, daf} die Hausadresse
einer Synonymkette stets belegt oder durch ein Loschkennzeichen besetzt ist.

9.3.2 Separater Uberlaufbereich

Bei dieser Technik werden alle Satze, die nicht auf ihrer Hausadresse unterkommen,
in einem separaten Bereich gespeichert. Die Bestimmung der Uberlaufadresse kann
entweder durch Rehashing oder durch Kettung der Synonyme erfolgen. Die Synonym-
kettung erlaubt auch die Moglichkeit, den Speicherplatz fur Uberlaufer dynamisch zu
belegen. Diese haufig eingesetzte Technik ist in Bild 9.7 skizziert. Fir jede Kollisions-
klasse existiert eine Kette. Such-, Einfiige- und Léschoperationen sind auf die jeweilige
Synonymkette beschrankt. Die Anzahl der einzutragenden Satze kann im Gegensatz
zu Bild 9.6 Uber die verfugbare Tabellenkapazitat hinauswachsen, ohne dal3 dieses
Verfahren scheitert.

Die in Bild 9.7 gezeigte Methode laf3t sich so modifizieren, dal? anstelle von HT nur eine
Tabelle von Zeigern (Listenkdpfen) statisch angelegt wird. Der gesamte Speicherplatz
fur die Datensatze wird dann dynamisch zugeordnet.

Schlussel
0 |HAYDN <1 ™IHANDEL <7 ™vivAaLDl .
'

1 |BEETHOVEN acH ™ arAnms -
2 |CORELLI .

3 °

4 |SCHUBERT | ¢ | ™ LiszT .

5 |MOZART .

6 °

Bild 9.7:  Kollisionsauflésung durch separate Synonymkettung
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9.4 Analyse des Hashing

Fur die Analyse der Hashverfahren wollen wir annehmen, dafl} die Berechnung der
Hashfunktion oder die Bestimmung des nachsten aufzusuchenden Tabellenplatzes
konstante Zeit beansprucht. Als Kostenmal3 soll die Anzahl der Suchschritte fir Suche,
Einfligen und Léschen dienen. Dabei wird eine Belegung von HT mit n Schlisseln an-
genommen. Die Kosten S, fiir das Auffinden eines Schllssels fallen sowohl bei der Su-
che als auch beim Loéschen an. Zusatzliche Suchkosten kénnen erforderlich werden,
wenn eine nachfolgende Reorganisation notwendig wird. Die Kosten fur die erfolglose
Suche U,, - das Auffinden des ersten freien Platzes - entsprechen denen fur das Ein-
fugen. Diese Kosten lassen sich als Funktion des Belegungsgrades B = n/m von HT
ausdriicken.

Im schlechtesten Fall zeigt das Hashing eine miserable Leistung. Die Hashfunktion er-
zeugt nur eine Kollisionsklasse und der Zugriff zu den Synonymen entspricht dem in
einer linearen Liste. Glucklicherweise ist die Wahrscheinlichkeit daflr bei geeigneter
Auslegung von HT und einer verninftigen Wahl der Hashfunktion sehr klein. Als Ko-
sten ergeben sich

Sp=n

U, = n+l.
Der gunstigste Fall liefert offensichtlich

Sp=1

U,=1.
Die Berechnung der Kosten fir den durchschnittlichen Fall gestaltet sich wesentlich
schwieriger. Dazu wollen wir annehmen, daf3 der Wert von h(K,) mit der Wahrschein-
lichkeit 1/m einen bestimmten Wert i, 0<i<m - 1hat, daf3 also die Hashfunktion h alle
Schlussel gleichformig auf die Platze von HT verteilt. Um den durchschnittlichen Fall

behandeln zu kdénnen, muRR eine Fallunterscheidung fur die Art der Uberlaufbehand-
lung durchgefihrt werden.

9.4.1 Modell fir das lineare Sondieren

Das lineare Sondieren verursacht keine Probleme, solange der Belegungsgrad von HT
klein ist. Sobald B eine gewisse Grol3e Uberschreitet, verschlechtert sich das Zugriffs-
verhalten sehr stark. Durch folgende Tabellenbelegung laf3t sich dieser Vorgang ver-
deutlichen:

0 2345678910111213141516
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Die belegten Platze sind schraffiert markiert. Die nachste EinflUgung wird einen der
acht freien Platze belegen, jedoch mit sehr unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten.
Die Belegung von Platz 14 ist finfmal so wahrscheinlich wie die von Platz 7. Das be-
deutet, je langer eine Liste ist, umso schneller wird sie noch langer werden. Es kann
auch passieren, dal3 zwei Listen zusammenwachsen (Platz 3 und 14), so dal3 durch
einen neuen Schlissel eine Art Verdopplung der Listenlange eintreten kann.

Knuth [Kn73] hat das lineare Sondieren analysiert. Wir Gbernehmen seine Ergebnisse:

1
Sn = 0,5(1 + -:LT

. n
< = —
1 mit 0<PB =

(1-B)

<1

U, = 0,5(1 +

Diese Modelle machen deutlich, dafd die Anzahl der Suchschritte dramatisch steigt, so-
bald sich B dem Wert 1 ndhert. In Bild 9.8a sind ihre Werte als Funktion des Belegungs-
grades graphisch aufgetragen.

9.4.2 Modell fur unabhangige Suchschritte

Bei diesem Modell wird zusétzlich angenommen, dal? die Schlissel auch bei der Kol-
lisionsbehandlung gleichférmig Gber HT verteilt werden. Dies trifft bei der Methode des
Rehashing (im idealen Fall) zu. Zumindest naherungsweise kann es auch bei der Quo-
tientenmethode, bei der Zufallsmethode und beim quadratischen Sondieren unterstellt
werden.

Wie viele Schritte werden bendtigt, um fur das Einfigen eines Schliissels einen freien
Platz zu finden, wenn bereits n Schliissel gespeichert sind? Mit einer Wahrscheinlich-
keit von 1 - n/m wird beim ersten Versuch ein freier Platz gefunden. Die Wahrschein-
lichkeit, zwei Suchschritte ausfihren zu mussen, ergibt sich aus der Wahrscheinlich-
keit einer Kollision im ersten Schritt multipliziert mit der Wahrscheinlichkeit, im zweiten
Schritt einen freien Platz zu finden. p; sei die Wahrscheinlichkeit, mit genau i Schritten
einen freien Platz zu finden:

_m-n
Py = m
- nh m-n
P2 m m-1
- h n-1 m-n
P3 m m—-1 m-=2
o -n.on-l o on-it2 m-n
bi m m-1 " m-i+2 m-i+1
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Die erwartete Anzahl von Suchschritten beim Einfligen des (n+1)-ten Schlissels ergibt
sich zu

U = 1.p1+2-p2+3~p3+...+n'pn+(n+1)'pn+1

m-—n > n m-=n n n-1 m-=n

Die Anzahl der Suchschritte U,_; zum Einfiigen des n-ten Schlussels stimmt mit der
Anzahl der Suchschritte S,, zum Aufsuchen dieses Schlissels Uberein. Durch Mittel-
wertbildung Uber alle n Schlussel erhalten wir den Erwartungswert fur die erfolgreiche
Suche:

n n
_1 _m+1 1
Sn _ﬁ‘zun—l_ n 'Zm—k+2
k=1 k=1
_ m+1
T n “(Hyns 1= Hmon+ 1)
. .11 1
wobei H, = 1+§+§+"'+ﬁ

die harmonische Funktion ist. Mit der Approximation H, = In n + vy, wobei y die Euler-
sche Konstante ist, und mit n/(m+1) = 3 ergibt sich

1'(In(m +1)—In(m-n+1))

S, B

U

m+1
In{ ——
m-n+

I Ik

(m—n+1)‘1
- In| —=
m+1

—%-In(l—B)

Bei unabhangigen Suchschritten wahrend der Kollisionsbehandlung kann also mit fol-
gender Leistungscharakteristik gerechnet werden:

Sn~—%-ln(1—[3)

1
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Diese Funktionen sind in Bild 9.8b graphisch dargestellt. Sie veranschaulichen recht
deutlich die im Vergleich zum linearen Sondieren erzielbaren Verbesserungen.

9.4.3 Modell fur separate Kettung

Es wird angenommen, dal} sich die n Schltssel gleichférmig tiber die m mdglichen Ket-
ten verteilen. Jede Synonymkette hat also im Mittel n/m = 3 Schlissel.

As u.

RPNWhUo~N®LOE
|
[
RPNWhUo~N®LOE

0.1 03 05 0.7 09 0.1 03 05 0.7 09
a) beilinearem Sondieren b) bei “unabhangiger” Kollisionsauf-
[6sung
Bild 9.8:  Anzahl der Suchschritte in HT

Wenn der i-te Schlussel K; in HT eingefugt wird, sind in jeder Kette (i-1)/m Schlussel.
Die Suche nach K; kostet also 1+(i-1)/m Schritte, da K; an das jeweilige Ende einer Ket-
te angehangt wird. Wir erhalten also, wenn wir Gber alle n Schlisseln mitteln,

Im Mittel findet man einen Schlissel, nachdem die halbe Kette durchsucht ist.

Bei der erfolglosen Suche mufl3 immer die ganze Kette durchlaufen werden. Die Ko-
stenformel hat somit folgende Struktur [K(82]:

U,=1 +1-WS(zu einer Hausadresse existiert ein Uberlaufer)
+ 2 - WS(zu einer Hausadresse existieren zwei Uberlaufer) + 3 ...

Wir unterstellen eine Binomialverteilung der Schlissel:

WS(auf eine Hausadresse entfallen i von n Schlisseln) =
n n 1 i 1 n-—i
- ()3 (-3
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Daraus folgt
n
U, =1+ (-1)-p]
i=2
n n
1+ 3 i-p' =3 p;
i=2 i=2
n

= 1+ 3 i-p] —p;—(1-pg—py)
i=0

n
1+ﬂ—1+(1—n11)
m

_[3.

~B-e

Diese Ergebnisse zeigen, dal die separate Kettung auch den Methoden der “unabhan-
gigen” Kollisionsauflosung Uberlegen ist. Hashing ist im allgemeinen ein sehr lei-
stungsstarkes Verfahren. Selbst bei starker Uberbelegung (B > 1) erhalt man bei sepa-
rater Kettung noch guinstige Werte.

B |os |o7s|1 |15 |2 |3 |4 |5

Sy 125 | 137 | 15 175 | 2 2.5 3 3.5
U, 111 | 122 | 137 | 1.72 | 214 | 3.05 | 4.02 | 5.01

9.5 Hashing auf externen Speichern

Ein anderer Ansatz, das Kollisionsproblem zu entscharfen, besteht darin, fur jede
Hashadresse genlgend Platz bereitzuhalten, so da3 mehr als ein Satz auf seiner
Hausadresse gespeichert werden kann. Der zu einer Hashadresse gehorige Speicher-
bereich wird auch Bucket genannt; er kann bis zu b Satzen aufnehmen, ohne dabei
uberzulaufen. b heif3t auch Bucketfaktor. Der Hashbereich - oft auch Priméarbereich ge-
nannt - besteht dann aus m Buckets, die relativ adressiert werden konnen. Er kann
folglich b-m Satze aufnehmen; sein Belegungsfaktor bestimmt sich zu
B = n/(b-m). Mit groRer werdendem Bucketfaktor nimmt die Kollisionsproblematik
drastisch ab, da erst das (b+1)-te Synonym einen Uberlauf provoziert.

Bei Bucket-Uberlauf konnen grundsatzlich die bekannten Verfahren zur Kollisionsbe-
handlung eingesetzt werden. Bei einer Uberlaufoehandlung im Primarbereich wird ent-
sprechend dem gewahlten Verfahren eine neue Hashadresse bestimmt; bei einem se-
paraten Uberlaufbereich wird der neue Satz einem Bucket des Uberlaufbereichs zuge-
wiesen. Es ist mdoglich, diese Buckets dynamisch zuzuordnen und mit dem
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ubergelaufenen Bucket zu verketten. Eine andere Mdglichkeit besteht darin, ein Uber-
laufbucket mehreren Primarbuckets zuzuordnen.

Die Speicherungsreihenfolge in einem Bucket kann
- der Einfugefolge oder
- der Sortierfolge des Schlussels

entsprechen. Im zweiten Fall ist das Einfigen aufwendiger, daflr ergeben sich jedoch
gewisse Vorteile beim Aufsuchen.

Die Technik der Bucket-Adressierung eignet sich besonders gut fiir die Anwendung auf
externen Speichern als Zugriffsmethode fir direkt adressierbare Dateien. Als GréR3e ei-
nes Buckets kann die Gro3e einer Spur oder eines Sektors der Magnetplatte gewahlt
werden. Im allgemeinen sollte jedoch die BucketgroRe der BlockgréRe der Datei (Uber-
tragungseinheit, Seite) entsprechen. Der Zugriff auf die Hausadresse bedeutet dann
eine physische E/A; jeder weitere Zugriff auf ein Uberlaufbucket lost jeweils einen wei-
teren physischen E/A-Vorgang aus.

Ein weithin eingesetztes Hashverfahren auf externen Speichern stellt jeder Kollisions-
klasse eine separate Uberlaufkette zur Verfiigung. Als Hashfunktion kann jede beliebi-
ge Funktion gewahlt werden. Da jetzt ein zuséatzlicher Zugriff wesentlich teurer ist, lohnt
sich der Einsatz komplexerer Hashfunktionen mit einem hodheren Berechnungsauf-
wand, wenn dadurch eine kleinere Kollisionswahrscheinlichkeit erzielt wird. In Bild 9.9
ist ein Beispiel mit unserer einfachen Hashfunktion dargestellt.

HAYDN LA VERDI
0 |HANDEL i
VIVALDI
BEETHOVEN
1 |BacH j BARTOK M BRUCKNER
BERLIOZ k
BRAHMS
WAGNER
2
DVORAK
3
SCHUBERT /T LISZT
4 | SCHUMANN SMETANA
STRAUSS
MOZART
5 |MAHLER
GRIEG
6

Bild 9.9: Bucket-Adressierung mit separaten Uberlaufbuckets, b=3
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Es qilt folgende Klassifikation der Buckets:

Primarbucket Uberlaufbucket
inneres Bucket 0,1,4 ]
Randbucket 2,3,5,6 i, Kk, |

Gewohnlich wird immer auf dem ersten freien Platz in einer Bucketkette eingefligt.
Wenn ein Randbucket tberlauft, wird ein weiteres Bucket angehangt. Bei einem
Loschvorgang gibt es keine Reorganisation, weil das Verschieben von Satzen uber
Bucketgrenzen hinweg sehr teuer ist. Wenn ein Uberlaufbucket durch Léschen ganz
leer werden sollte, wird es aus der Uberlaufkette entfernt. Die Primarbuckets mussen
wegen der relativen Adressierung stets zugeordnet bleiben.

Ahnliche Uberlegungen wie im Fall b=1 filhren zu Kostenmodellen fiir die Bucket-
Adressierung mit separaten Uberlaufbuckets. Die Struktur der Formeln wird jedoch we-
sentlich komplizierter. Es sei wieder die Binomialverteilung fur die Schlissel auf die
einzelnen Buckets unterstellt [KU82]:

U,(b) =1+ WS(zu einer Hausadresse existiert ein Uberlaufbucket)

+WS(zu einer Hausadresse existieren zwei Uberlaufbuckets) + ..

2b 3b
=1+ Y p+2- Y plt
i=b+1 i=2b+1
/b7 ib
=1+ Y (-1 > pjn
i=2 j=(i-1)-b+1
n
_ i—1]. 0
=1+ ¥ L'TJpI
i=b+1

Als noch komplexer erweist sich die Struktur der Formel fur S,,. Wir tibernehmen des-
halb aus [KU82] nur das Ergebnis:

n
1M i-1|. (b (li-1|_ i "
Spb) = 1+T. % LTJ (2 QTJ 1) +1+( 1)modb) p.
i=b+1
Um das Zugriffsverhalten in Abhangigkeit vom Bucketfaktor b zu verdeutlichen, sind
beide Modelle fur vorgegebene Parameter ausgewertet worden. Die Ergebnisse sind

in Tabelle 9.1 zusammengefalit. Sie zeigen das hervorragende Zugriffsverhalten die-
ser Struktur bei gro3en b, selbst wenn der Belegungsfaktor bezogen auf die Primar-
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buckets auf ein B > 2 ansteigt. Fur B =1 liegt S, zwischen 1.05 und 1.31, was eine sehr
gute Anndherung an den “idealen” Wert von 1 darstellt. Dartiber hinaus ist das Zugriffs-
verhalten unabhéangig von der GroR3e des Datenbestandes; es wird nur von b und 3 be-
stimmt. Es ist klar, dal3 Hashverfahren mit Bucket-Adressierung bei der direkten Suche
den Mehrweg- und Digitalbdumen deutlich tberlegen sind. Bei diesem Vergleich ist je-
doch zu beachten, daf3 sie nicht die sortiert sequentielle Verarbeitung aller Satze un-
terstutzen. Weiterhin ist hervorzuheben, dal3 Hashverfahren statische Strukturen sind.
Die Zahl der Primarbuckets m laRt sich nicht dynamisch an die Zahl der zu speichern-
den Satze n anpassen. Wenn n>> m - b ist, wandert die Mehrzahl der Satze in die
Uberlaufbuckets. Dadurch entartet das Zugriffsverhalten, wenn auch langsam, aber
zunehmend.

b P 0.5 0.75 1.0 1.25 15 1.75 2.0
Sh 1.10 1.20 131 1.42 1.54 1.66 1.78
h=2 U, 1.08 1.21 1.38 1.58 1.79 2.02 2.26
Sh 1.02 1.08 1.17 1.28 1.40 1.52 1.64
b=s U, 1.04 1.17 1.39 1.64 1.90 2.15 2.40
Sh 1.00 1.03 1.12 1.24 1.36 1.47 1.59
b=10 U, 1.01 1.13 1.41 1.72 1.96 2.19 2.44
Sy 1.00 1.01 1.08 1.21 1.34 1.45 1.56
b=20 U, 1.00 1.08 1.44 1.81 1.99 2.17 2.45
Sh 1.00 1.00 1.05 1.20 1.33 1.43 1.54
h=30 U, 1.00 1.02 1.46 1.93 2.00 2.08 2.47

Tabelle 9.1: Zugriffsfaktoren fir die Bucketadressierung mit separaten Uberlaufbuk-
kets

9.6 Erweiterbares Hashing

Die Notwendigkeit der statischen Zuweisung des Hashbereiches bringt bei dynami-
schen Datenbestanden, bei denen in betrachtlichem Umfang Einflige- oder Léschope-
rationen vorkommen, gravierende Nachteile mit sich. Um eine zu schnelle Ausdeh-
nung des Uberlaufbereichs zu vermeiden, muR zur Definitionszeit der Datei der Primar-
bereich gentigend grof3 dimensioniert werden. Dadurch erh&lt man einen schlechten
Belegungsgrad, solange nur relativ wenige Satze gespeichert sind. Wenn die geplante
Kapazitat des Hashbereiches tberschritten wird, wachsen die Synonymketten der Pri-
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marbuckets zunehmend an, so dald sich das Zugriffsverhalten stetig verschlechtert.
Wie wir gesehen haben, sind die Ausfiihrungszeiten fir direkte Suche, Einfigen und
Léschen bei einem Belegungsfaktor 3 von 2 oder 3 bei grof3en Bucketfaktoren b noch
tolerierbar, gréRRere 3 erzwingen jedoch wegen der sich verschlechternden Zugriffszei-
ten eine Reorganisation des Datenbestandes.

Bei einer solchen statischen Reorganisation ist der gesamte Datenbestand zu entla-
den. Nach Zuordnung eines groReren Primarbereiches sind die Satze der Reihe nach
mit Hilfe einer geanderten Hashfunktion neu einzufligen. Das erfordert bei grof3en Da-
tenbestanden (n > 106) langere Betriebsunterbrechungen, die oft nicht akzeptabel, zu-
mindest aber unerwiinscht sind. Winschenswert ist daher ein Hashverfahren, das

- ein dynamisches Wachsen und Schrumpfen des Hashbereichs erlaubt,

- eine beliebige Anzahl von Einflige- und Loschoperationen durchzufiihren erlaubt,
ohne dal} sich dabei das Zugriffsverhalten verschlechtert,

- Uberlauftechniken und periodische Reorganisationen des gesamten Datenbe-
standes vermeidet,

- eine hohe Belegung des Speicherplatzes unabhangig vom Wachstum der
Schlisselmenge garantiert,

- fir das Auffinden eines Satzes mit gegebenen Schltissel nicht mehr als zwei Sei-
tenzugriffe bendtigt.

Um dieses Ziel zu erreichen, diirfen zur Kollisionsbehandlung keine Uberlaufbuckets
eingesetzt werden, da sie das Ansteigen der Zugriffszeit verursachen und nur durch
eine statische Reorganisation entfernt werden kénnen.

In den letzten Jahren wurden eine Reihe von Lésungsvorschlagen fur dynamische
Hashverfahren publiziert. Sie lassen sich in zwei Klassen einteilen: Verfahren, die ir-
gendeine Form von Index, Verzeichnis- oder Zugriffstabelle einsetzen, und solche, die
ohne Index auskommen. Ein Uberblick tiber diese Verfahren findet sich in [La83]. Drei
unterschiedliche Ansétze sind am bekanntesten:

- erweiterbares [FNPS79]
- virtuelles Hashing [Li78]
- dynamisches Hashing [La78].

Von diesen Verfahren fuhren wir zunachst das erweiterbare Hashing ein, da seine Im-
plementierung auf bereits bekannten Techniken beruht. Es verspricht auf3erdem Sta-
bilitdt gegen schiefe Schliisselverteilungen sowie gute Speicherplatzausnutzung und
garantiert, dal3 jeder Datensatz bei gegebenem Schllissel mit genau zwei Seitenzugrif-
fen (E/A-Vorgangen) aufgefunden wird. Das erweiterbare Hashing verknupft die von
den B-Baumen bekannten Split- und Mischtechniken von Seiten zur Konstruktion eines
dynamischen Hashbereichs mit der von den DigitalbAumen her bekannten Adressie-
rungstechnik zum Aufsuchen eines Speicherplatzes.
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Die prinzipielle Vorgehensweise bei der Adressierung ist in Bild 9.10 skizziert.

h(K;) = 01100101...
d

dynamische
Grenzlinie

00* 010* 011* 1*

Bild 9.10:  Prinzipielle Abbildung der Pseudoschliissel auf einen Digitalbaum

Die Hashfunktion muf3 eine Folge von Bits liefern: h(K;) = (bg, by, b,, ...) . Dies ist
bei jeder gewohnlichen Hashfunktion der Fall, da h(K;) immer als Bitfolge interpretiert
werden kann. Die einzelnen Bits eines Schlissels steuern der Reihe nach den Weg
durch den zur Adressierung benutzten Digitalbaum. Die Digitalbaum-Adressierung
bricht ab, sobald ein Bucket den ganzen Teilbaum aufnehmen kann. Im allgemeinen
ergibt sich eine dynamische Grenzlinie variierender Tiefe, wie sie in Bild 9.10 gezeigt
wird. Es kommt jetzt aus Effizienzgriinden darauf an, dal3 diese Grenzlinie mdglichst
ausgewogen ist. Da Digitalbaume keinen Balancierungsmechanismus fir ihre Héhe
besitzen, mul3 die Ausgewogenheit “von aul3en” aufgezwungen werden. Theoretisch
kann man auch die einzelnen Bits des Schlissels K; direkt zur Adressierung heranzie-
hen. Da dann jedoch, wie in Bild 9.3 verdeutlicht, eine Ungleichverteilung der Schlissel
und damit ein unausgewogener Digitalbaum zu erwarten ist, ist es von Vorteil, h(K;) als
sogenannten Pseudoschlissel anstelle von K; zur Adressierung zu verwenden. Die
Hashfunktion wird also beim erweiterbaren Hashing dazu benutzt, eine bessere
Gleichverteilung der Pseudoschlissel zu erzeugen, die wiederum die Ausgewogenheit
des Digitalbaums von auf3en erzwingen soll.
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Die Implementierung des erweiterbaren Hashing erfolgt nun dadurch, dafd der Digital-
baum als entarteter Trie realisiert wird. Die nach Bild 9.10 maximale (globale) Tiefe d
des Digitalbaumes bestimmt die Anzahl der Bits, die zur Adressierung herangezogen
werden. d Bits werden zu einem Zeichen zusammengefalt; da es 29 verschiedene Zei-
chen gibt, kann der Digitalbaum als Trie der H6he 1 mit 29 verschiedenen Eintragen
dargestellt werden. Wie in Bild 9.11 gezeigt, |43t sich der Trie auch als Directory oder
als Adrel3verzeichnis auffassen. Die d Bits des Pseudoschlissels h(K;) adressieren ei-
nen Eintrag im AdreRverzeichnis, der die aktuelle Adresse des Bucket mit Schlussel K;
enthalt. Benachbarte Eintrage konnen auf dasselbe Bucket verweisen, wenn namlich
die zugehorige lokale Tiefe d’ im Digitalbaum kleiner als d ist.

Trie-Struktur Hashbereich

(Directory)
3 | lokale Tiefe d’
Zei globale Apba

eﬂ!Jgrer 3 |Tiefe d Pink Floyd h(~) = 000*
000
001 ———» | 3
010 Bea_tles .

Rolling Stones h(-)=001* 5 ' h(~)=010*
011 Shadows

Uriah Heep
100 \ 219 g : The Who
""""""""""" Deep Purple

101 Genesis T e .
110 \ Uriah Heep N()=01* 3" () = o011+

The Who :

~~~~~~~~~~~~~~~~ Genesis

111 x -------- a |

1

Kinks

h(~) = 1*
Bild 9.11: Speicherungsstrukturen beim erweiterbaren Hashing

In Bild 9.11 wurde als Pseudoschlissel das erste Zeichen des Schlussels in ASCII-
Darstellung herangezogen. Dabei wurden bei d = 3 die Bits in den Positionen 4, 5 und
6 gewahlt. Als Bukketfaktor ist b = 3 vorgegeben. Alle Datensatze oder Schlissel zu
den Datensatzen, deren Pseudoschlissel in den ersten d Bits tUbereinstimmen, wer-
den Uber denselben Eintrag im AdrelRverzeichnis erreicht. Die Buckets enthalten eine
Anzeige ihrer lokalen Tiefe d’. Stimmen d und d’ tberein, so sind in dem Bucket aus-
schlie3lich Schlissel gespeichert, deren Pseudoschlussel die gleiche Bitfolge in den
ausgewahlten d Positionen besitzt. Falls d’ < d ist, enthalt das Bucket alle Schliissel mit
einer Ubereinstimmung der Pseudoschliissel in der Lange d’; es verweisen also od-d
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Eintrage der Trie-Struktur auf das betreffende Bucket. In diesem Fall kann ein Bucket-
Uberlauf durch einen einfachen Split-Vorgang behandelt werden. Die lokale Tiefe d’
der beiden am Split-Vorgang beteiligten Buckets erhdht sich dadurch um 1. Wenn bei-
spielsweise der Schlissel Deep Purple eingefiigt werden soll, andert sich die Speiche-
rungsstruktur in der in Bild 9.11 skizzierten Weise.

Falls d = d’ gilt, zeigt genau ein Adrel3verweis auf das Bucket. Wenn ein solches Bucket
bei drohendem Uberlauf gespalten wird, steht fir das neu hinzukommende Bucket kein
Eintrag im Adre3verzeichnis zur Verfiigung. Das erweiterbare Hashing sieht fir diesen
Fall eine Erh6hung der globalen Tiefe d um 1 vor. Diese MaRhahme entspricht einer
Verdopplung der Trie-Struktur. Die Modifikation des Trie 1af3t sich bei der sogenannten
Prafix-Adressierung durch Verdopplung der einzelnen Eintrage erreichen. Beispiels-
weise entstehen aus dem Eintrag 010* die Eintrdge 0100* und 0101*. Es ist lediglich
eine Neuadressierung des durch den Split-Vorgang hinzugekommenen Buckets (mit
lokaler Neuverteilung der Schlissel) durchzufiihren. In Bild 9.12 sind die Auswirkun-
gen des Split-Vorgangs veranschaulicht, der durch Einfugen des Schlissels Bee Gees
ausgelost wurde.

Die Erweiterung des Adrel3verzeichnisses laf3t sich auch durch die sogenannte Suffix-
Adressierung durchfihren. Dabei entstehen aus dem Eintrag *010 die Eintrage *0010
und *1010. In diesem Fall wird das Adrel3verzeichnis durch Anhangen seiner Kopie
verdoppelt. Durch eine lokale Korrektur wird ein Zeiger auf das neu hinzugekommene
Bucket gesetzt.

Beim erweiterbaren Hashing kann sich das Adrel3verzeichnis selbst Gber mehrere Sei-
ten erstrecken. Das erweiterbare Hashing garantiert jedoch immer fur die direkte Su-
che zwei Externspeicherzugriffe: ein Zugriff auf die Seite mit dem Eintrag im Adrel3ver-
zeichnis und ein Zugriff auf das Bucket. Einfiigungen und Loschungen sind wie bei B-
Baumen lokale Operationen, die eine dynamische Reorganisation der Struktur vorneh-
men. In seinem Zugriffsverhalten liegt das erweiterbare Hashing zwischen den kon-
ventionellen Hashverfahren und den B-Baumen. Bei einem Vergleich mit B-Badumen ist
jedoch zu beriicksichtigen, dald das erweiterbare Hashing im allgemeinen keine sor-
tiert-sequentielle Verarbeitung unterstitzt, da die Anwendung der Hashfunktion die
Sortierreihenfolge der Schlissel zerstort.
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3 | lokale Tiefe d’
Zei lobale Abba
S9°l 4 |Yiete d / Pink Floyd h(-) = 000*
0000
0001 4
0010 / Beatles
Rolling Stones h(~) = 0010*
0011 \ Bee Gees
0100 4
0101 Shadows
0110 h(~) = 0011*
0111
1000 3
Uriah Heep
1001 The Who h(~) = 010*
1010 Deep Purple
1011 3
1100 Genesis
h(~) = 011*
1101
1110 1
1111 Kinks
h(-) = 1*

Bild 9.12: Erweiterbares Hashing: Modifizierte Struktur nach Einflgungen

9.7 Lineares Hashing

Verfahren, die mit einer konstanten und geringen Anzahl von Verwaltungsdaten aus-
kommen, heil3en Verfahren (fast) ohne Index (oder Directory). Auch fiir solche Verfah-
ren wurden eine Reihe von Grundformen entwickelt, die dann spéater in vielfaltiger Wei-
se verfeinert wurden. Diese Verfahren versuchen das Uberlaufproblem nicht lokal zu
l6sen (bisher wurde das jeweilige Bucket einfach aufgeteilt), sondern eine beziiglich
des Hash-Bereichs (Datei) globale Losung zu finden. Beispielsweise werden Uberlau-
fer temporar in separaten Listen verwaltet; eine hohe Rate an Uberlaufern oder ein zu
groRRer Belegungsgrad B wird als Indikator genommen, den Speicherplatz zu expandie-
ren, d. h., neue Buckets zu allokieren und Uberlaufer zu integrieren.
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Eine der Grundformen fur Verfahren ohne Index ist das von von Litwin [Li80] vorge-
schlagene Lineare (virtuelle ) Hashing. Dabei werden die Buckets in einer fest vorge-
gebenen Reihenfolge aufgeteilt, und zwar mit Hilfe eines Zeigers p, der das néchste
aufzuteilende Bucket kennzeichnet. Beim Split-Vorgang wird dann jeweils ein Bucket
am Dateiende angehangt. Es gibt hierbei jedoch keine Moglichkeit, Uberlaufsatze zu
vermeiden. Sie werden pro Bucket in separaten Listen verwaltet. Erst wenn das betref-
fende Bucket aufgeteilt wird, werden die Uberlaufer in ein Bucket des Hashbereichs
eingefigt.

9.7.1 Prinzip des Linearen Hashing

Lineares Hashing fihren wir an einem kleinen Beispiel ein, bei dem die Gro3e des Pri-
marbereichs mit m = 5 und b = 4 gewahlt wurde. Der Belegungsfaktor sei hier als

B=n/((m-2"+p)-b)
definiert, wobei L die Anzahl der bereits ausgefiihrten Verdopplungen des urspringli-
chen Priméar-Bereichs ist.

Ein Splitting des Buckets, auf das p (0 < p < m - 21) momentan zeigt, erfolgt dann, wenn
B den Schwellwert von B (hier 0.8) Giberschreitet. Wir setzen eine Folge von Hashfunk-

tionen
- ho(K) = Kmod 5,
- hy(K) = Kmod 10,
- hy(K) = K mod 20 usw.

ein, wobei zunachst hg(K) berechnet wird. Wenn hy(K) 2 p ist, liefert diese Berechnung
die gewlinschte Adresse, da das betreffende Bucket noch nicht aufgeteilt wurde. hp(K)

< p zeigt an, dal3 das adressierte Bucket bereits aufgeteilt wurde. Deshalb ist zur
Adrel3berechnung h;(K) heranzuziehen. Diese Verfahrensweise setzt voraus, daf3

beim Aufteilen des Buckets die Adressen seiner Satze mit h,(K) neu bestimmt werden.
Anschlie3end ist der Zeiger p um 1 zu erh6hen.

In Bild 9.13 haben wir der Ubersichtlichkeit halber fiir K Integerzahlen gewahlt. Nach
Einfigen von K = 888 erhoht sich der Belegungsgrad in Situation von Bild 9.13a auf 3
= 17/20 = 0.85 und I6st ein Splitting von Bucket 0 aus. Das Ergebnis in Bild 9.13b zeigt
das Fortschalten von p; es verdeutlicht auRerdem, dafR nur die Uberlaufer des aufge-
teilten Buckets in den Primar-Bereich (hier 0 und 5) ibernommen werden. Weitere Ein-
fugungen von K = 244, 399 und 100 erh6hen B tiber den Schwellwert, so daf? ein Split-
ting von Bucket 1 ausgefuhrt wird. Erreicht p den Wert m, so ist die erste Verdopplung
der Hashbereichs abgeschlossen. Als Hashfunktionen sind jetzt in analoger Weise
h1(K) und h,(K) heranzuziehen.
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Yo

0 1 2 3 4
105 111 512 413 144 Primarbuckets
790 076 477 243
335 837 888
9;5 002
055 117 Uberlaufsatze
010

ho ho ho ho ho

a) Belegung der Hashbereichs vor der ersten Erweiterung

Yp

0 2 3 4 5
790 111 512 413 144 105
010 076 477 243 335

837 888 995
002 055
117
h1 ho ho ho ho hi
b) Belegung nach der Aufteilung von Bucket 0
Y,

0 1 2 3 4 5 6
790 111 512 413 144 105 076
010 477 243 244 335
100 837 888 399 995

002 055
117
hy hy ho ho ho hy hy

c) Belegung nach weiteren Einfigungen und der Aufteilung von Bucket 1

Bild 9.13:  Prinzip des Linearen Hashing

Verallgemeinert laf3t sich das Lineare Hashing jetzt folgendermaf3en beschreiben. Ge-
geben sei eine Folge von Hashfunktionen hg, hy, hy, ..., wobei

ho(K) € {0, 1, ..., m-1} und
hj+1(K) = h;(K) oder
hira(K) = h(K) +m - 2!

243



fur alle j= 0 und alle Schltussel k gilt. Dabei ist fur beide Falle von h;, die gleiche Wahr-
scheinlichkeit erwiinscht. Beim Splitting eines Buckets wird p um 1 erhéht und wie folgt

berechnet: p := (p+1) mod (m-2'-). Wenn p dabei wieder auf Null gesetzt wird (Verdopp-
lung des Hashbereichs beendet), wird L um 1 erhoht (L =0, 1, 2, ...). Die beiden Varia-
blen L und p bestimmen auch die Adre3berechnung eines Satzes mit Schlissel K, die
nach folgendem Algorithmus vorgenommen wird:

h :=h (K);
if h < pthen h:=h 41(K);

Zur Kontrolle der Speicherplatzbelegung sind mehrere Verfahren denkbar. Unkontrol-
liertes Splitting wird ausgefiihrt, sobald ein Satz in den Uberlaufbereich kommt. Hierbei
ist eine niedrigere Speicherplatzausnutzung (B ~ 0.6), aber ein schnelleres Aufsuchen
zu erwarten. Kontrolliertes Splitting dagegen erfolgt erst, wenn 3 > B4 ist, d. h., ein Satz

kommt zunéchst in den Uberlaufbereich, wenn das betreffende Bucket voll ist. Diese
Vorgehensweise fihrt offensichtlich zu einer besseren Speicherplatzausnutzung, er-
zeugt aber auch langere Uberlaufketten. Die Anzahl der Buckets bleibt natiirlich in der
GroRRenordnung O(n); da keine Adrel3tabelle verwendet wird, bleibt der Speicherauf-
wand fir die Verwaltungsdaten (m, p, L) konstant und vernachlassigbar. Fir die Effizi-
enz wird in [La83] folgendes Beispiel angegeben: Mit b = 20 und 35 = 0.75 ergeben sich

eine mittlere Suchlange von 1.44 fir erfolgreiche und 2.45 fir erfolglose Suche.

9.7.2 Verbesserungen des Linearen Hashing

Das Lineare Hashing mit partiellen Erweiterungen [La80] zielt auf eine gleichmaligere
Belegung der einzelnen Buckets wahrend der Expansion ab. Dabei findet das Verdop-
peln der Bukket-Anzahl in einer Serie von partiellen Expansionsschritten statt, wodurch
eine Verbesserung des Zugriffsverhaltens erreicht wird.

Eine Kombination dieser Idee der partiellen Erweiterungen mit dem Einsatz von Sepa-
ratoren, wie sie beim Externen Hashing mit Separatoren eingesetzt wurden, fihrt zum
Linearen Hashing mit Separatoren, das dynamisch ist und gleichzeitig beim Aufsuchen
einen Zugriffsfaktor von 1 gewébhrleistet. Die Einzelheiten dieser Methode sprengen je-
doch den Rahmen unserer Betrachtungen [La80].
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10. Graphen

Bisher wurden Baume als eine spezielle Form von Graphen eingefihrt und ausfihrlich
diskutiert. Bei BA&umen hatte jeder Knoten hdchstens einen Vorgangerknoten; bei all-
gemeinen Baumen waren beliebig viele Nachfolgerknoten erlaubt.

Graphen sind sehr universelle Strukturen, mit denen sich viele Probleme und Metho-
den der Informatik in geeigneter Weise beschreiben oder modellhaft darstellen lassen.
Die bei den Baumen gemachte Einschrankung, die Vorgangerknoten betrifft, wird da-
bei fallen gelassen. Anschaulich gesprochen bestehen Graphen aus Knoten, die mit
Kanten verbunden sind. Wenn diese Kanten eine Orientierung besitzen, bezeichnet
man diese als gerichtete, sonst als ungerichtete Graphen.

10.1 Definitionen

Bevor einige Graphalgorithmen diskutiert werden kénnen, sind eine Reihe die Graphen
und ihre Eigenschaften betreffenden Definitionen einzufuhren.

Definitionen:
1. G =(V, E) heil3t ungerichteter Graph : <

(i) V # J ist eine endliche, nichtleere Menge. V heil3t Knotenmenge, Elemente
von V heil3en Knoten.

(i) E ist eine Menge von ein- oder zweielementigen Teilmengen von V. E heil3t

Kantenmenge, ein Paar {u,v} € E heil3t Kante. Eine Kante {u} heil3t Schlinge.
Zwei Knoten u und v heil3en benachbart : < {u,v} € E v (u=v A {u} € E).
2. Sei G = (V,E) ein ungerichteter Graph. Wenn E keine Schlinge enthélt, so heil3t G
schlingenlos. Seien G = (Vg, Eg) und H = (Vy, Eq) ungerichtete Graphen.
H heil3t Teilgraph von G (H c G): < Vy < Vg und Ey c Eg.
H heil3t vollstandiger Teilgraph von G : &
Hc Gund [(u,v) e Eg mituyve V= (uVv) e Eq].

Bem. Im weiteren werden wir Kanten {u,v} als Paare (u,v) oder (v,u) und Schlingen
{u} als Paar (u,u) schreiben, um spéatere gemeinsame Definitionen fir unge-
richtete und gerichtete Graphen nicht differenzieren und notationell unterschei-
den zu mussen.
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Beispiel 1

G = (Vg, Eg) mit Vg ={1, 2, 3, 4},

Ec=1{12), (1, 3), (1 4), (2 3), (2 4), 3 4}

H = (Vy, Ey) mitVy ={A, B, C, D}.

Ex ={(A B), (B, C), (C, D), (D, A), (A, C), (B, D)}.

1 4 1 2 B
2 3 3
C D
Darstellungen von G Darstellung von H
Definitionen:

G = (V,E) heil3t gerichteter Graph (Digraph) : &
() V=@ istendliche Menge. V heil3st Knotenmenge, Elemente von V heiRen Knoten.

(i) EcVxV heilt Kantenmenge, Elemente von E hei3en Kanten.
Schreibweise: (u, v) oder u — v.
u ist die Quelle, v das Ziel der Kante u — v.
Eine Kante (u, u) heil3t Schlinge.

Bem. Die obige Definition 2 fur ungerichtete Graphen lafit sich auf den Fall gerichte-
ter Graphen ubertragen.

Beispiel 2
G= (VG, EG) mit VG = {1, 2,3, 4} und
Ec={1->2,1-53,1-54,2—-53,2—>4,3—> 4}.

1 4 1
& 4
2 3
Darstellungen von G 2 3

Definitionen:

Fur die folgenden Definitionen 4 bis 7 seien G = (V,E) ein (un)gerichteter Graph und

K= (Vg ..., Vp) € V"*1leine Folge von n+1 Kanten.
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k heil3t Kantenfolge der Lange n von v, nach v, wenn fir alle i € {0, ..., n-1} gilt:
(Vis Vix1) € E.

Im gerichteten Fall ist v, der Startknoten und v, der Endknoten, im ungerichteten
Fall sind v, und v,, die Endknoten von k.

V1, ..., V.1 Sind die inneren Knoten von k.

Ist vy = vp,, SO ist die Kantenfolge geschlossen.

k heil3t Kantenzug der Lange n von v, nach v,,, wenn k Kantenfolge der Lange n
von vy hach vy, istund wenn fur alle i, j € {0, ..., n-1} mit i = j gilt: (vj, Viy1) # (Vj, Vj+1)-

k heil3st Weg der Lange n von v, nach v, wenn k Kantenfolge der Lange n von v,
nach v, ist und wenn fur alle i, j € {0, ..., n} miti = j gilt: v; = v;.

k heil3t Zyklus oder Kreis der Lange n, wenn k geschlossene Kantenfolge der L&n-

ge n von v, nach v, und wenn k' = (v, ..., V1) ein Weg ist.
Ein Graph ohne Zyklus heil3t kreisfrei, zyklenfrei oder azyklisch.

Beispiel 3

(1, 2, 3, 4,5, 2, 3) ist Kantenfolge (aber nicht Kantenzug) der Lange 6 von 1 nach 3.
(1, 2,5, 4, 2, 3) ist Kantenzug (aber nicht Weg) der Lange 5 von 1 nach 3.

(1, 2,5, 4, 3) ist Weg der Lange 4 von 1 nach 3.

(2, 3, 4,5, 2) ist Zyklus der Lange 4.

10.2 Darstellung von Graphen

10.2.1 Speicherung in einer Adjazenzmatrix

Ein Graph G = (V, E) mit |V| = n wird in einer Boole’schen n x n -Matrix Ag = (&), mit
1 <i,j £ n gespeichert, wobei

0  fals(i,j)e E

1 fdls(i,j)e E
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Beispiel: 4 6

o O~ WN PR
O O O o o o
OO PFr OO
O OO FrR kLK
O OO OO
R O O O O O
O O O o oo

Bild 10.1: Darstellung als Adjazenzmatrix

Die Adjazenzmatrix eines ungerichteten Graphen ist symmetrisch, d. h., wenn
ajj€ Ag, dann auch a;; € Ag. In diesem Fall genugt die Speicherung des oberen oder

unteren Dreiecks von Ag.

Der Speicherplatzbedarf von Ag ist nicht abhangig von der Kantenmenge. Wenn ein
Graph mit der Knotenmenge V in einer Adjazenzmatrix gespeichert werden soll, so er-
gibt sich mit V| =nein Speicherplatzbedarf von o(n?).

10.2.2 Speicherung in Adjazenzlisten

Diese Methode legt fur jeden Knoten eines (un-) gerichteten Graphen eine einfach ver-
kettete Liste an, in der die vom Knoten ausgehenden Kanten gespeichert werden. Die
Knoten werden als Elemente eines Felds dargestellt, in dem die Anker der entspre-
chenden Listen gespeichert sind.

Folgende Definition a3t sich dafur heranziehen:

TYPE Knotenindex =[1..n];
Kantenzeiger = POINTER TO Kantenelement;
Kantenelement = RECORD
Endknoten : Knotenindex;
Next : Kantenzeiger
END;
Feld = ARRAY [Knotenindex] OF Kantenzeiger;

VAR Adjazenzlisten : Feld;

248



Die i-te Liste enthalt fir jeden Endknoten einer Kante (i,j) € E ein Kantenelement mit
Eintrag j. In Bild 10.2 ist der Graph aus Bild 10.1 als Adjazenzliste dargestellt.

N
[N)
w
I
(&1
(o))

o N| -—Fo
olW| -|——o
oW | -——o
oN| -——o
e |U| -@—I—o

° | W |-

| N |-

ild 10.2: Adjazenzlisten-Darstellung

Mit [V| =nund |E| =m bendtigt die Adjazenzlisten-Darstellung fur G = (V, E) einen
Speicherplatzbedarf von O(n+m).

Adjazenzlisten besitzen eine einfache Reprasentation. Sie unterstitzen viele Operatio-
nen wie das Hinzufligen neuer Kanten und das Verfolgen von Kanten sehr gut. Recht
teuer dagegen ist das Hinzufiigen und Entfernen von Knoten.

10.2.3 Speicherung in doppelt verketteten Kantenlisten

Einige Nachteile der Adjazenzlisten-Darstellung (z. B. Anderungsoperationen bei Kno-
ten) lassen sich vermeiden, wenn die Knoten in einer doppelt verketteten Liste und
nicht in einem Feld verwaltet werden. Knotenliste und Kantenlisten werden doppelt ver-
kettet angelegt. Ihre Elemente besitzen jeweils drei Verweise, zwei davon fur die dop-
pelte Verkettung der entsprechenden Liste. Ein Knotenelement enthalt noch einen Ver-
weis (Anker) auf seine Kantenliste, wahrend ein Kantenelement statt einer Knoten-
nummer einen Verweis auf das entsprechende Knotenelement besitzt.

Mit folgenden Definitionen lassen sich doppelt verkettete Kantenlisten (doubly connec-
ted arc list, DCAL) beschreiben:
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TYPE Knotenzeiger = POINTER TO Knotenelement;
Kantenzeiger = POINTER TO Kantenelement;
Knotenelement = RECORD

Key : Knotenindex;
{weitere Information}
Prev, Next : Knotenzeiger,
Anker : Kantenzeiger;
END;
Kantenelement = RECORD
Next : Kantenzeiger;
Endknoten : Knotenzeiger;
CASE Listenanfang : BOOLEAN OF
TRUE : Knot: Knotenzeiger;
FALSE : Prev: Kantenzeiger;
END;
END;

VAR dcal : Knotenzeiger;

Bild 10.3 stellt wiederum den Graph aus Bild 10.1 als DCAL-Struktur dar.

—P 1 2 3 4 5 6
.——>’ [ 4 > [ ] P [ ] > [ J > [ ]
o |=w o 1= e W1+ @9 W1
[ ] [} [ ] [} [ ]
*— *— [ S— e @
[} [ ] [} [ ]

—e
o—— P

ild 10.3:  Graphdarstellung mit doppelt verketteten Kantenlisten
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10.3 Durchlaufen von Graphen

Bei vielen Graphproblemen mussen die Knoten und Kanten eines Digraphen in syste-
matischer Weise aufgesucht werden. Ahnlich wie bei Baumen wurden deshalb Durch-
laufverfahren entwickelt, die als Bausteine in vielen anderen Graphalgorithmen benutzt
werden konnen. Die beiden bekanntesten Verfahren sind die Tiefensuche (depth-first
search) und die Breitensuche (breadth-first search).

Die Tiefensuche kann als Verallgemeinerung des Durchlaufs von Baumen in Vorord-
nung betrachtet werden. Bei einem Digraphen G seien alle Knoten zunéchst als "un-
benutzt" markiert. Es wird ein Knoten x von G als Startknoten ausgewahlt; er wird auf-
gesucht und als "benutzt" markiert. Anschlielend werden alle unbenutzten Knoten, die
von x aus direkt erreicht werden kdnnen, rekursiv mit Hilfe der Tiefensuche aufgesucht.
Sobald alle Knoten, die von x aus erreicht werden kdnnen, als benutzt markiert sind,
ist die Tiefensuche fir x beendet. Falls es noch unbenutzte Knoten gibt, wird unter ih-
nen wiederum einer als Startknoten ausgewahlt und die Tiefensuche angestol3en. Der
Durchlauf ist beendet, sobald alle Knoten als benutzt gekennzeichnet sind.

Der Name des Verfahrens leitet sich von der Vorgehensweise, zunachst "in die Tiefe"
zu gehen, ab. Wenn x der momentan aufgesuchte Knoten ist, dann wird eine Kante
(x,y) ausgewahlt und y aufgesucht. Ist y bereits als benutzt markiert, wird von x ausge-
hend eine andere Kante ausgewahlt, bis ein unbenutzter Knoten gefunden wird. Wenn
y unbenutzt ist, wird y aufgesucht und als benutzt markiert. Nun startet eine Tiefen-
suche von y aus. Sobald die Tiefensuche durch alle Pfade, die von y aus erreicht wer-
den konnen, abgeschlossen ist, wird die Tiefensuche von x fortgesetzt. Sie endet, so-
bald alle von x ausgehenden Kanten Uberpruft und alle zugehdérigen Knoten als benutzt
markiert sind.

Der Graph G sei beispielsweise in Adjazenzlisten-Darstellung gespeichert. Die Knoten
besitzen neben dem Zeiger auf die zugehoérige Liste der ausgehenden Kanten noch
eine Markierung (Marke) fur die Eintrage (benutzt, unbenutzt).
TYPE Knotenelement = RECORD
Marke : (benutzt, unbenutzt);

Anker : Kantenzeiger;
END;

Feld = ARRAY [Knotenindex] OF Knotenelement;
VAR A Feld;
Die Tiefensuche laf3t sich nun folgendermafien skizzieren:

FORi:=1TO n DO
Ali].Marke := unbenutzt;
END;
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FORi:=1TOnDO
IF  A[i].Marke = unbenutzt THEN
Tiefensuche(i)
END;
END;

Tiefensuche wird als rekursive Prozedur realisiert.
PROCEDURE Tiefensuche (i : Knotenindex);

BEGIN
Ali].Marke := benutzt;
FOR jeden Knoten j von A[i] DO
IF  A[j].Marke = unbenutzt THEN
Tiefensuche())
END;
END;
END Tiefensuche;

Der Graph habe m Kanten und n < m Knoten. Die Prozedur "Tiefensuche" wird fir kei-
nen Knoten mehr als einmal aufgerufen, weil ein Knoten immer sofort als benutzt mar-
kiert wird. Die Anzahl der Aufrufe Tiefensuche (j) ist proportional der Summe der ein-
zelnen Adjazenzlistenlangen, d. h. O(m). Wenn n < m ist, betragen die Kosten fiur die
Tiefensuche des ganzen Graphen O(m).

Fur den Graph in Adjazenzlisten-Darstellung aus Bild 10.2 ergibt die Tiefensuche die
Durchlaufordnung 1, 2, 3, 4, 5, 6.

10.4 Topologische Sortierung

Ein gerichteter Graph (Digraph) IaR3t sich als binare Relation auffassen; ein zyklenfreier
Digraph (DAG) beschreibt also eine Halbordnung. Eine topologische Sortierung eines
Digraphen erzeugt eine vollstandige Ordnung tber den Knoten des Graphen, die nicht
im Widerspruch zu der partiellen Ordnung steht, die durch die gerichteten Kanten aus-
gedrickt wird. Genauer: Eine topologische Sortierung eines Digraphen G = (V,E) ist
eine Abbildung ord: V — {1, ..., n} mit |V| =n, so daR mit (u,v) € E auch ord(u) < ord(v)
gilt.

G ist genau dann zyklenfrei, wenn es fiir G eine topologische Sortierung gibt. Es laf3t
sich ebenso zeigen (durch Induktion), dal3 es zu einem DAG eine topologische Sortie-
rung gibt.

Das topologische Sortieren weist also den Knoten eines DAG eine lineare Ordnung
derart zu, dal3 ein Knoten i in der linearen Ordnung vor j erscheint, falls eine Kante von
I nach j existiert.
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Beispiel:

o W
oo

4
Ein Pfeil kann z. B. interpretiert werden als Relation "liegt vor" oder "ist-Voraussetzung-
fur". Mogliche topologische Sortierungen sind beispielsweise
9,86,41,7,52,3
6,1,7,453,2,9,8
Skizze zu einem Algorithmus "Topologische Sortierung™:
{liefert zu einem DAG G = (V,E) eine topologische Sortierung durch eine Abbildung ord}

BEGIN
i:=0;
{indeg(v) liefert den Eingangsgrad von v}
WHILE G hat wenigstens einen Knoten v mit indeg(v) = 0 DO

=i+l
ord(v) :=1i;
G =G-v;

END;
IF G=0THEN
G ist zyklenfrei
ELSE
G hat Zyklen
END;
END;

Die Bestimmung des Eingangsgrades 0 kann erheblichen Aufwand verursachen, wenn
die Kanten ruckwarts verfolgt werden mussen. Es ist deshalb effizienter, den jeweils
aktuellen Eingangsgrad zu jedem Knoten zu speichern.

Der Algorithmus "Topologische Sortierung" a3t sich so realisieren, dal3 die Berech-
nung einer topologischen Sortierung fur den Graph G = (V,E) mit \V|=nund |E|=m
in O(n+m) durchgefihrt werden kann. Mit denselben Kosten O(n+m) kann somit die
Zyklenfreiheit eines Graphen getestet werden.
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10.5 Transitive Hulle

Bei einem Graphproblem stellt sich oft die Frage, welche Knoten von einem gegebe-
nen Knoten aus erreichbar sind oder ob es Knoten gibt, von denen aus alle anderen
erreicht werden kdnnen. Beispielsweise ist in einem Zyklus jeder Knoten von jedem an-
deren aus erreichbar. Die Frage der Erreichbarkeit von Knoten eines Graphen fuhrt zur
Definition der reflexiven, transitiven Hulle:

Ein Digraph G* = (V,E?*) ist die reflexive, transitive Hulle (kurz: Hulle) eines Digraphen
G = (V,E), wenn gilt: (v,v') € E* gdw. es gibt einen Weg von v nach v’ in G.

G und seine Adjazenzmatrix A seien gegeben:

Al 2 3 4

1 2 3 4 10100
® >0 e -0 210 01 0
w 3/0 001
410100

Wenn ein Weg von i nach j besteht und einer von j nach k, dann kann ein Weg von i
nach k abgeleitet werden. Beispielsweise lal3t sich so aus A[1,2] und A[2,3] der Weg
A[1,3] ableiten. Es kann gezeigt werden, dal3 folgende Vorgehensweise das Auffinden
aller Wege gewahrleistet [AU96, OW96]. Ein Weg von einem Knoten i zu einem Knoten
k ist entweder eine Kante von i nach k oder kann so in einen Weg von i nach jund einen
Weg von j nach k zerlegt werden, dal3 j die grof3te Nummer eines Knotens auf dem
Weg zwischen i und k ist (z. B. A[1,3] und A[3,4]).

Bei der Wegebestimmung muf3 nun sichergestellt werden, dal® bei der Bildung eines
Weges von i nach k tber j fur die beiden Teilwege i nach j und j nach k beide nur Zwi-
schenkonten mit einer Nummer kleiner als j benutzen. Wenn das aktuelle j bei der Be-
rechnung benutzt wird, missen folglich bereits alle Wege bekannt sein, die nur Zwi-
schenknoten mit Nummer Kleiner als j benutzen.

z O/@\z
4 @ ®)

Bevor Wege mit j = 2 als Zwischenknoten gesucht werden, missen alle Wege mit j =
1 als Zwischenknoten berechnet sein usw. Wenn also Wege mit j = 2 als Zwischenkno-
ten zusammengesetzt werden, werden nur Wege (zusatzlich zu vorhandenen Kanten)
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benutzt, die mit j = 1 gebildet wurden usw. Alle neu gefundenen Wege mussen den ak-
tuellen Knoten j (z. B. j=2) benutzen. Wenn jetzt j schrittweise erhdht wird, werden alle
uber j laufenden Wege tatsachlich gefunden.

Algorithmus zur Berechnung der Transitiven Hdlle

FORi:=1TOnDO
Alii] :=1;
END;
FORj:=1TOnDO
FORi:=1TOnDO
IF Ali,jj =1 THEN
FORKk:=1TOnDO
IF A[j,k] =1 THEN
Alik]l:=1
END;
END;
END;
END;
END;

Fur unser Beispiel erhalten wir G* = (V,E*) und die zugehotrige Adjazenzmatrix A*:

A1 2 3 4
- 2 > 11111
2|01 11

3(0 111

410111

Durch die Schachtelung der drei FOR-Schleifen ist die Laufzeit des Algoritihmus offen-

sichtlich beschréankt durch O(n3) mit |V |=n. Die innerste FOR-Schleife wird jedoch nur
durchlaufen, wenn eine Kante oder ein berechneter Weg von i nach j vorhanden ist.

Die innerste Schleife wird deshalb nicht notwendigerweise O(nz)-mal durchlaufen, son-
dern nur O(k)-mal mit k = |E*|. Als Gesamtlaufzeit erhalten wir deshalb O(n2+k-n).
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11. Speicherverwaltung

Ein Speicher sei in Speichereinheiten oder Blocke aufgeteilt, die als Betriebsmittel ver-
arbeitenden Prozessen auf Anforderung zugewiesen werden konnen. Durch eine sol-
che Zuweisung werden sie als belegt gekennzeichnet. Nicht mehr bendétigte Einheiten
werden nach Ruckgabe wieder als frei markiert. Typischerweise werden zu beliebigen
Zeitpunkten unterschiedlich viele zusammenhangende Speichereinheiten angefordert
und spéter wieder freigegeben, d.h., unterschiedlich lange Folgen von Speichereinhei-
ten wechseln zu einem Zeitpunkt vom Zustand frei nach belegt und zurtick. Eine wich-
tige Aufgabe der Speicherverwaltung besteht nun darin, freie Folgen mdglichst effizient
zu finden und dabei eine moglichst gute Speicherplatzausnutzung zu gewahrleisten.
Diese Aufgabenstellung tritt in verschiedenen Bereichen auf; einige wichtige seien hier
aufgefuhrt:

- Verwaltung des Hauptspeichers

Das Betriebssystem teilt den Prozessen dynamisch unterschiedlich lange Spei-
cherbereiche zu und verwaltet die Zustandsinformation fir die freien und beleg-
ten Speicheranteile selbst im Hauptspeicher.

- Verwaltung des Externspeichers

Eine Vielzahl von Dateien wird zu beliebigen Zeitpunkten typischerweise auf Ma-
gnetplatte angelegt und wieder freigegeben. Einheit der Speicherzuordnung ist
dabei in der Regel ein Block (als Ubertragungseinheit). Der Belegungszustand
des Speichers wird normalerweise mit auf dem Externspeicher untergebracht.

- Speicherverwaltung im Anwendungsprogramm

Auch im Anwenderprogramm ergibt sich die Notwendigkeit, Speicherbereiche zu
belegen und wieder freizugeben. Beispiele hierfur sind die Stapel- und Halden-
verwaltung, die typischerweise vom Laufzeitsystem zur Verfigung gestellt wer-
den. Fur spezielle Aufgaben kénnen jedoch problemorientierte Verwaltungsalgo-
rithmen erforderlich werden.

11.1 Organisationskritierien der Speicherverwaltung

Haufigkeit, Gré3e und Reihenfolge der Anforderungen und Freigaben von Speicher-
platz sind wichtige Kriterien fur den Entwurf angepal3ter Speicherverwaltungsalgorith-
men.
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Reihenfolge der Belegungs- und Freigabeoperationen

Im allgemeinen Fall werden Anforderungen und Freigaben unkoordiniert und zu will-
karlichen Zeitpunkten auftreten. Bei der Speicherverwaltung ergibt sich dann oft
eine Zerstuckelung des Speichers in freie und belegte Bereiche unterschiedlicher
GroRRe (Fragmentierung), was die weitere Nutzung des Speichers erschwert. Die
Freispeicherverwaltung muf} eine genaue Kennzeichnung der einzelnen Bereiche
erlauben.

Nur in Spezialfallen ist eine einfache Verwaltung moéglich. Wenn beispielsweise ein
Anwendungsprogramm nur Speicherplatzanforderungen stellt und am Ende den ge-
samten Speicherplatz auf einmal freigibt, gentgt fir die Freispeicherverwaltung ein
Zeiger, der den freien vom belegten Platz trennt.

Falls Anforderungen und Freigabe nach dem LIFO-Prinzip erfolgen, laf3t sich der
Speicher als Stapel verwalten.

Grol3e der angeforderten Speicherbereiche

Wenn der Speicher in Einheiten konstanter Lange organisiert ist, lassen sich folgen-
de Verfahren unterscheiden:

- Anforderung von genau einer Einheit

- Anforderung von k Einheiten, die zusammenhangend bleiben missen

- Anforderung von 2K zusammenhangenden Einheiten, wobei die aktuellen Anfor-
derungen entsprechend aufgerundet werden. Das Buddy-Verfahren ist auf diese
Art der Anforderung zugeschnitten.

Die Anforderung von variabel langen Speicherbereichen verlangt den grof3ten Ver-
waltungsaufwand. Falls der Speicher in Einheiten konstanter Lange belegt wird,
muld entsprechend gerundet werden. Durch Verwaltung von variabel langen Spei-
cherbereichen laft sich diese Art der Anforderung direkt untersttitzen.

Freispeicherverwaltung

Bei Vergabe des Speichers in konstanten Einheiten genugt fur die Zustandsdarstel-
lung (frei/belegt) ein Bit pro Einheit. Zur Beschreibung des zu verwaltenden Spei-
chers lafdt sich ein Bitvektor als Belegungsvektor heranziehen (Vektormethode). Bi-
tadresse und Adresse des zugehdorigen Speicherbereichs stehen in einem direkten
Zusammenhang, der eine einfache Berechnung der jeweiligen Adresse erlaubt.

Erfolgt die Vergabe in variabel langen Einheiten, so mul3 die Freispeicher- oder Be-
legungsinformation mindestens Anfangsadresse und Lange des jeweiligen Bereichs
enthalten. Diese Information laf3t sich in einer Tabelle zusammenfassen. Gewo6hn-
lich wird man eine Freispeichertabelle verwalten, in der die Eintrage entweder nach
Adressen oder nach Grol3e der Bereiche geordnet sind.
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Belegungsvektor oder Freispeichertabelle sind eigenstandige Datenstrukturen (Bild
11.1). Die dadurch erreichte kompakte Darstellung der Verwaltungsinformation ist
zwingend erforderlich bei der Verwaltung von Externspeicherbereichen, da die ge-
samte Verwaltungsinformation mit wenigen Zugriffen im Hauptspeicher verfigbar
sein muf3.

Bei der Verwaltung von Hauptspeicherbereichen ist es mdglich, die Freispeicherin-
formation in den verwalteten Einheiten selbst unterzubringen (Bild 11.2). Bei Verga-
be von konstanten Einheiten besitzt dann jede Einheit ein Bit als Belegt-/Frei-Anzei-
ge. Bei Vergabe von variabel langen Bereichen kdnnen die freien Bereiche verkettet
werden (beispielsweise nach Adressen oder Grol3en geordnet).

U 7 7 %
. . / Speicher-
belegung

1‘1‘0 0‘0‘0‘1‘ Belegungs-
vektor

7

|0

1

1

a) Vergabe des Speichers in konstanten Einheiten

1

7 Speicher-
/ belegung
2

2|

N

0 3 8 10 12 22 24
Adr.  Léange Adr. Lange Freispeicher-
0 3 12 10 tabelle
8 2 oder 0 3
12 10 8 2

b) Vergabe des Speichers in variabel langen Einheiten

Bild 11.1:  Arten der Freispeicherverwaltung: separate Darstellung
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Speicher-

belegung
a) Vergabe des Speichers in konstanten Einheiten
Freispeicher-
liste
v y |V , |
| W | 7 7 Speicher-
/ / belegung
0 3 8 10 12 22 24

b) Vergabe des Speichers in variabel langen Einheiten

Bild 11.2:  Arten der Freispeicherverwaltung: integrierte Freispeicherinformation

11.2 Speicherplatzanforderung

Mit Hilfe der Freispeicherinformation kénnen Speicherplatzanforderungen bearbeitet
werden. Bei der Erfullung solcher Anforderungen sind gewdhnlich tibergeordnete Ge-
sichtspunkte (Minimierung der Zerstiickelung, moglichst dichte Belegung usw.) zu be-
achten. Es konnen deshalb mehrere Belegungsstrategien unterschieden werden, um
eine Anforderung der Lange k (zusammenhéngend) befriedigen zu kbnnen:

FIRST-FIT: Anhand der Freispeicherinformation wird der erste passende Speicher-
bereich, der grol3er oder gleich der Anforderung k ist, ausgewahlt und der Anwen-
dung zugewiesen. Bei FIRST-FIT kdnnen sich am Anfang des Speichers kleinere
Speicherabschnitte, die nacheinander und unabhangig allokiert wurden, haufen.
Soll dies vermieden werden, so kann die Suche nach freiem Speicher zyklisch vor-
genommen werden. Sie beginnt dort, wo die letzte Belegung erfolgt ist (NEXT-FIT).

BEST-FIT: Um eine schlechte Speicherplatznutzung durch Fragmentierung zu ver-
hindern, ist es zweckmalig, solche Speicherbereiche auszuwahlen, die nach Bele-
gung des angeforderten Abschnitts einen minimalen Verschnitt aufweisen. Auf die-
se Weise bleiben eher grofliere zusammenhéngende Speicherbereiche flr spatere
Anforderungen erhalten. BEST-FIT wahlt deshalb den kleinsten freien Bereich, der
grolRer oder gleich k ist, fur die Belegung aus. Bei einer grof3en Anzahl freier Spei-
cherbereiche wird diese Belegungsstrategie unverhaltnismafig teuer, wenn diese
Bereiche nicht ihrer Gré3e nach geordnet sind.

RANDOM-FIT: Unter den Speicherbereichen, die gréRer oder gleich k sind, wird ei-
ner zufallig fur die Belegung ausgewahlt. Diese Belegungsstrategie besitzt keine
praktische Bedeutung, sie wird jedoch fur theoretische Betrachtungen herangezo-
gen (Abschatzung der Verbesserungsmaglichkeiten durch andere Verfahren).
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Wiedereingliederung

Nach Ende ihrer Nutzung werden die belegten Speicherabschnitte zurtickgegeben.
Dabei missen sie nach Moglichkeit wieder so in die Freispeicherverwaltung eingeglie-
dert werden, dal3 zusammenhangende freie Speicherbereiche erkannt werden kon-
nen. Es genugt also beispielsweise nicht, die zuriickgegebenen Abschnitte am Anfang
oder am Ende der Freispeichertabelle einzutragen.

Bei der Vektormethode ist die Wiedereingliederung unproblematisch, da durch Ruck-
setzen der Belegtinformation automatisch der gro3tmégliche freie Bereich entsteht.
Bei der Tabellenmethode dagegen ist ein Neuantrag oder eine Verschmelzung mit be-
reits existierenden Eintragen erforderlich, um physisch benachbarte Bereiche zu ei-
nem zusammenzufassen. Deshalb erfordert die Wiedereingliederung hierbei Such-
und Umorganisationsvorgange in der Freispeichertabelle, um nach der Modifikation
die Ordnung der Eintrage zu erhalten.

Wegen des grofRen Aufwandes gibt es Verfahren, die die Wiedereingliederung einzel-
ner Abschnitte zurtickstellen: sie sammeln erst eine gréf3ere Anzahl, bevor sie in einer
grolReren Reorganisation alle zurtickgegebenen Abschnitt wieder verfigbar machen.
Diese Reorganisation kann nebenldufig oder in Zeiten geringer Arbeitslast geschehen.
Sie wird auf jeden Fall angesto3en, wenn eine Speicheranforderung nicht mehr erfullt
werden kann.

11.3 Das Buddy-Verfahren

Die bisher betrachteten Verfahren erfordern entweder bei der Speicherplatzanforde-
rung oder bei seiner Wiedereingliederung einen betrachtlichen Aufwand. Ein Spezial-
verfahren, Halbierungs- oder Buddy-Verfahren genannt, will hier Abhilfe schaffen. Ob-
wohl der Speicher in Einheiten konstanter Lange organisiert ist, a3t sich das Verfahren
als eine Mischung zwischen Vergabe von Konstanten und variabel langen Einheiten
betrachten.

Bei der Buddy-Methode umfat der Speicher 2™ benachbarte Einheiten konstanter
GroRe. Anforderungen werden jeweils in Form von 2K 0 < k < m, Einheiten befriedigt;
hierbei wird gegebenenfalls aufgerundet, so dal3 sich ein Abschnitt von 2K ergibt. Fur
alle moglichen Grolzen 2K werden separate Freispeicherlisten F, angelegt, die in den
Komponenten eines speziellen Feldes verankert sind. In Bild 11.3 ist das Prinzip der
Buddy-Methode skizziert, wobei die minimale AnforderungsgroRe 22 und die maximale
26 ist.

Buddies (“Kameraden”) sind benachbarte Abschnitte auf der Stufe k, die zusammen
einen Abschnitt auf der Stufe k+1 ergeben. Aus der Anfangsadresse eines Abschnitts
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lal3t sich leicht die Adresse seines Buddies berechnen. Buddy,(x) sei die Anfangs-
adresse des Buddies fir einen Abschnitt der Lange 2K mit Anfangsadresse X:

x+2  fals x mod2¥*t =0

x-2%  fals x mod2®*t = 2

Ausgangspunkt fur die Speicheranforderung sei die Belegung nach Bild 11.3. Wenn
ein Abschnitt der Lange 14 angefordert wird, gilt 23 < 14 < 2% es wird also ein Abschnitt
der Lange 2* zugeordnet. In der Freispeicherliste F, wird sequentiell gepruft, ob ein
freier Abschnitt verflgbar ist:

Buddy,(x) = {

Falls nein: Die Anforderung kann momentan nicht befriedigt werden.

Falls ja: Ordne diesen Abschnitt zu. Markiere ihn, alle seine Vorgangerknoten
bis zur Wurzel und seinen gesamten Unterbaum als belegt.

m belegte Speicherbereiche ® nicht verfugbare Speicherbereiche

Blockgrolze

26| @

2| e

T

T

0.7 8.15 16..23 24..31 32..39 40..47 48.55 56..63

L R T T PR T PR Speiener

0 10 20 30 40 50 60 63

Minimale Blockgrof3e: 8 Maximale Blockgrofie: 64

Bild 11.3: Beispiel zur Speicherbelegung

Im Beispiel wirde der Speicherabschnitt “16..31” zugewiesen. Eine Speicheranforde-
rung > 16 hatte dagegen nicht erfillt werden kénnen. Der Abschnitt 16..39 ist zwar frei,
kann aber durch das Buddy-Verfahren nicht als Ganzes belegt werden, da die Ab-
schnitte 24..31 und 32.39 keine Buddies sind.

Die Freigabe eines Abschnitts erfolgt analog. Ein Abschnitt x der Grol3e 2K wird als frei
markiert. Zuséatzlich wird der gesamte zugehérige Unterbaum als frei gekennzeichnet.
Falls der Buddy von x frei ist, wiederhole das gleiche mit dem Vaterknoten.

Die Vorteile des Verfahrens liegen in seiner einfachen und effizienten Handhabung.
Nachteilig ist, daf3
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- benachbarte Speicherabschnitte, die nicht Buddies sind, nicht verschmolzen wer-
den kdénnen und deshalb auch nicht zusammenhéngend vergeben werden kon-
nen.

- ggdf. erheblicher Speicherplatz durch die Aufrundung der benétigten GrolRe 2K je-
desmal nicht genutzt werden kann (interne Fragmentierung).

11.4 Speicherbereinigung

Es wurde bereits diskutiert, dal3 die Wiedereingliederung freiwerdender Speicherab-
schnitte aufgeschoben werden kann; sie liegen dann brach, bis eine Speicherbereini-
gung (garbage collection) durchgefiihrt wird. Beim Tabellenverfahren werden dann alle
freien und physisch benachbarten Abschnitte (Einzelabschnitte) verschmolzen und in
der Freispeichertabelle dargestellt.

Schwieriger wird die Situation, wenn keine “unabh&ngigen” Abschnitte wieder einge-
gliedert werden sollen, sondern wenn allgemeinere Listenstrukturen vorliegen, die die
einzelnen Speicherabschnitte miteinander (durch Mehrfachreferenzen) verknupfen.
Beispielsweise konnte ein Anwendungsprogramm dynamische Datenstrukturen (Gra-
phen, Baume) auf der Halde (Heap) angelegt haben. Es mdge nun ein Uberlauf dro-
hen, weil die freigewordenen Knoten (Abschnitte) nicht der Freispeicherliste zugewie-
sen wurden oder nicht zugewiesen werden konnten, weil gar nicht erkannt wurde, dal3
sie frei sind (z. B. nicht mehr erreichbare Knoten).

Aufgabe eines Algorithmus zur Speicherbereinigung ist es nun, alle Knoten im Heap,
die vom Programm aus nicht erreichbar sind, zu markieren und dann die entsprechen-
den Speicherabschnitte in die Freispeicherliste einzugliedern. Eine andere Mdglichkeit
ware, den Heap zu “verdichten”, d.h. die belegten Speicherbereiche zusammenzu-
schieben.

Es gibt zwei grundséatzliche Methoden zur Speicherbereinigung.

Verweismethode

Jeder Knoten enthalt einen Zahler, der angibt, wie oft auf ihn verwiesen wird. Ist der
Zahler = 0, dann kann der Abschnitt (Knoten) wieder in die Freispeicherliste eingeglie-
dert werden. Diese Methode weist schwerwiegende Nachteile auf. Sie erfordert zum
einen eine Verflechtung von Speicherverwaltung (Bereinigung) und anwendungsbezo-
gener Aufgabe (Modifikation des Zahlers). Bei der Freigabe missen die Zahler der
Nachfolgeknoten ebenfalls erniedrigt werden.

Zum anderen sind bei dieser Methode keine zyklischen Strukturen erfal3bar; sie ent-
halten Zahlerwerte > 0, selbst wenn sie nicht mehr erreicht werden kénnen.
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Markierungsmethode

In jedem Knoten (Abschnitt) ist ein Belegungsindikator (Marke) enthalten, der bei der
Garbage Collection ausgewertet wird. Alle belegten Knoten miissen in mindestens ei-
ner Listenstruktur sein und vom lokalen Speicher des Programms aus erreichbar sein.
Das Verfahren lauft in zwei Phasen ab.

1. In der Markierungsphase werden zunachst alle Knoten als nicht erreichbar ge-
kennzeichnet (linearer Durchlauf). Danach werden alle Verzweigungen der Listen-
strukturen abgelaufen. Jeder Knoten, der dabei aufgesucht wird, wird als erreich-
bar markiert.

2. In einer Bereinigungsphase (sweep phase) wird der Speicher wiederum linear
durchlaufen. Die nicht markierten Knoten (Speicherabschnitte) werden dabei in die
Freispeicherliste eingegliedert.

Die grundlegende Datenstruktur, auf die die Markierungsmethode angewendet werden
soll, kann man sich als Graph mit Knoten (konstanter Lange) vorstellen, die jeweils
zwei Nachfolgerzeiger mit Inhalt und Hilfsinformation (Marke) besitzen:

TYPE Kptr = POINTER TO Knoten;
Knoten = RECORD
Inhalt: ...
Marke: BOOLEAN; {Hilfsinformation}
Links, Rechts: Kptr;
END;

Wenn 1 .. M die Speicheradressen sind und O NIL entspricht, ist Kptr eine Zahl zwi-
schen 0 und M. Die Lange eines Knotens sei k.

Der folgende Algorithmus beschreibt dann Phase 1 der Markierungsmethode:
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i:=1;
WHILE i <= M DO
Markiere Knoten mit Adresse i als FALSE;
INC (i,k);
END (* WHILE *);
Markiere alle direkt vom lokalen Speicher erreichbaren Knoten mit TRUE;
=1,
WHILE i<=MDO
ji=i+k;
IF  Knoten mit Adresse i besitzt keine Nachfolger
(d.h. Links = NIL und Rechts = NIL)
OR dieser Knoten ist mit FALSE markiert THEN
=];
ELSE
IF (Links <> NIL) AND Knoten Links™ mit FALSE markiert THEN
markiere Links™ mit TRUE;
] := Minimum (j, Adresse von Links")
END (* IF *);
IF (Rechts <> NIL) AND Knoten Rechts™ mit FALSE markiert THEN
markiere Rechts™ mit TRUE;
J := Minimum (j, Adresse von Rechts *)
END (* IF *);
=]
END (* IF *);
END (* WHILE *);
In Phase 2 werden alle mit FALSE markierten Knoten in die Freispeicherliste eingeglie-
dert.
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Beispiel:
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Bild 11.4: Mdogliche Speicherbelegung vor Ausflihrung der Speicherbereinigung

265



12. Literaturverzeichnis

AU96

Ba7l

Ba72

BMc72

Be70

BK70

CE70

CLR96

Co79

Fe88

FNPS79

HH85

HSA94

Hu71

Kn71

Kn73

Kn76

A. V. Aho, J. D. Uliman: Informatik - Datenstrukturen und Konzepte der Ab-
straktion, International Thomson, 1996, 1044 Seiten

R. Bayer: Binary B-trees for Virtual Memory, Proc. 1971 ACM SIGFIDET
Workshop, San Diego, 1971, pp. 219-235.

R. Bayer: Symmetric binary B-trees: Data structures and maintenance algo-
rithms, Acta Informatica, Vol. 1, 1972, pp. 290-306.

R. Bayer, McCreigtht, E.M.: Organization and maintenance of large ordered
indexes, Acta Informatica, Vol. 1, No. 3, 1972, pp. 173-189.

J.R. Bell: The Quadratic Quotient Method: A Hash Code Eliminating Secon-
dary Clustering, Comm. of the ACM, Vol. 13, No. 2, 1970, pp. 107-109.

J.R. Bell, C.H. Kaman: The Linear Quotient Hash Code, Comm. of the ACM,
Vol. 13, No. 11, 1970, pp. 675-677.

E.G. Coffmann, J. Eve: File Structures Using Hashing Functions, Comm. of
the ACM, Vol. 13, 1970, pp. 427-436.

T. H. Cormen, C. E. Leiserson, R. L. Rivest: Introduction to Algorithms, Mc-
Graw-Hill, 1996, 1028 Seiten.

D. Comer: The ubiquitous B-tree, ACM Computer Surveys, Vol. 11, No. 2,
1979, pp. 121-137.

M.B. Feldmann: Data Structures with MODULA-2, Prentice-Hall, 1988, 301
Seiten.

R. Fagin, J. Nievergelt, N. Pippenger, H.R. Strong: Extendible hashing - a
fast access method for dynamic files, ACM Trans. Database Systems, Vol.
4, No. 3, 1979, pp. 315-344.

J.H. Hester, D.S. Hirschberg: Self-organizing linear search, ACM Computer
Surveys, Vol. 17, 1985, pp. 295-311.

E. Horowitz, S. Sahni, S. Anderson-Freed: Grundlagen von Datenstrukturen
in C, International Thomson, 1994, 617 Seiten

T.C. Hu, A.C. Tucker: Optimal Computer Search Trees and Variable Length
Alphabetic Codes, SIAM J. Appl. Math., Vol. 21, No. 4, 1971.

D.E. Knuth: Optimum Binary Search Trees, Acta Informatica, Vol. 1, No. 1,
1971.

D.E. Knuth: The Art of Computer Programming, Vol. 3: Sorting and Sear-
ching, Addison-Wesley Publishing Co., Reading, Mass., 1973.

D.E. Knuth: Big omicron and big omega and big theta, SIGACT News, Vol.
8, No. 2, pp. 18-24, 1976.

266



Ki83

La78
La83

Li78

Mo68

Ni74

NH86

OW96

Se9?2

Su63

TA81

Wi83

Klspert, K.: Storage utilization in B*-trees with a generalized overflow tech-
nique, Acta Informatica, Vol. 19, No. 1, April 1983, pp. 35-55.

P.A. Larson: Dynamic hashing, BIT, Vol. 18, 1978, pp. 184-201.

P.A. Larson: Linear hashing with partial expansions, in: Proceedings 6th
Conference on Very Large Data Bases, Montreal, 1980, pp. 224-232.

W. Litwin: Virtual hashing: a dynamically changing hashing, in: Proceedings
4th Conference on Very Large Data Bases, 1978, pp. 517-523.

D.R. Morrison: PATRICIA-Practical Algorithm to Retrieve Information Co-
ded in Alphanumeric, Journal of the ACM, Vol. 15, 1968, pp. 514-534.
Nievergelt, J: Binary Search Trees and File Organization, ACM Computing
Surveys, Vol. 6, No. 3, pp. 195-207.

J. Nievergelt, K. Hinrichs: Programmierung und Datenstrukturen, Springer-
Verlag, 1986, 149 Seiten.

T. Ottmann, P. Widmayer: Algorithmen und Datenstrukturen, Spektrum
Akademischer Verlag, Reihe Informatik, 3. Gberarb. Auflage, 1996, 716 Sei-
ten.

R. Sedgewick: Algorithmen in C, Addison-Wesley 1992, 742 Seiten (Bei-
spiele in C).

E.H. Sussenguth, Jr.: Use of Tree Structures for Processing Files, Comm.
of the ACM, Vol. 6, 1963, pp. 272-279.

A.M. Tenenbaum, M.J. Augenstein: Data Structures Using Pascal, Prentice
Hall, 1981, 545 Seiten.

N. Wirth: Algorithmen und Datenstrukturen, B.G. Teubner, 1983.

267



