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1.
K

o
m

p
lexität vo

n
 A

lg
o

rith
m

en

N
eben der K

orrektheit, Z
uverlässigkeit und R

obustheit von P
rogram

m
en ist die E

ffizi-
enz eine w

ichtige P
rogram

m
eigenschaft. W

enn ein P
rogram

m
 sehr häufig ausgeführt

w
ird oder sehr groß

e D
atenstrukturen zu bearbeiten hat, m

uß
 die F

rage nach der P
ro-

gram
m

effizienz sehr sorgfältig untersucht w
erden. S

olche P
rogram

m
e, die beispiels-

w
eise im

 K
ern eines B

etriebs- oder D
atenbanksystem

s eingesetzt w
erden, bestim

m
en

dann in hohem
 M

aß
e die Leistung des G

esam
tsystem

s. D
eshalb w

ird für solche A
uf-

gaben nicht irgendein A
lgorithm

us gesucht, sondern m
indestens ein “guter” oder noch

w
eitergehend ein “optim

aler” A
lgorithm

us. D
abei ergibt sich die N

otw
endigkeit, die ef-

fiziente und effektive N
utzung der R

echnerressourcen festzustellen. D
ie w

eitaus w
ich-

tigsten M
aß

e sind hierfür die zur A
usführung des A

lgorithm
us benötigte R

echenzeit
und der dabei belegte S

peicherplatz. G
esucht sind also A

lgorithm
en, die m

it m
öglichst

geringem
 R

echenaufw
and auskom

m
en, d. h. auf konkrete R

echenanlagen bezogen:
m

it m
öglichst w

enig R
echenzeit und S

peicherplatz. U
ntersuchungen dieser A

rt be-
schäftigen sich m

it der K
om

plexität von A
lgorithm

en.

B
ei E

ffizienzbetrachtungen steht oft die F
rage nach der Laufzeit eines P

rogram
m

s -
und seltener die nach dem

 S
peicherplatzbedarf - im

 V
ordergrund. S

ie hängt von ver-
schiedenen F

aktoren ab:

-
E

ingabe für das P
rogram

m

-
Q

ualität des vom
 C

om
piler generierten C

odes und des gebundenen O
bjektpro-

gram
m

s

-
Leistungsfähigkeit der M

aschineninstruktionen, m
it deren H

ilfe das P
rogram

m
ausgeführt w

ird

-
Z

eitkom
plexität des A

lgorithm
us, der durch das ausgeführte P

rogram
m

 verkör-
pert w

ird.

D
ie Laufzeit eines P

rogram
m

s hängt offensichtlich von der “G
röß

e” der E
ingabe ab.

B
eispielsw

eise bestim
m

t die A
nzahl der E

ingabew
erte n die Laufzeit eines S

ortierpro-
gram

m
s. D

eshalb ist es üblich, die Laufzeit (Z
eitkom

plexität) eines P
rogram

m
s T

(n) als
F

unktion der E
ingabegröß

e anzugeben.

1.1
B

estim
m

u
n

g
 d

er K
o

m
p

lexität ein
es P

ro
g

ram
m

s

D
ie detaillierteste und teuerste F

orm
 der E

ffizienzbestim
m

ung ist die Z
eitm

essung, die
für verschiedene E

ingabegröß
en n durchzuführen ist. D

abei m
uß

 das P
rogram

m
 auf

eine konkrete M
aschine abgebildet w

erden, und die benötigten D
aten m

üssen für je-
den M

eß
lauf vorliegen. A

bstrahiert m
an von der konkreten M

aschine, so kann m
an zu

2

einer A
ufw

andsbestim
m

ung gelangen, w
enn m

an die einzelnen O
perationen ent-

sprechend den zu verarbeitenden E
ingabedaten zählt (schätzt). B

erücksichtigt m
an

bei dieser Z
ählung die K

osten der einzelnen O
perationen, so erhält m

an den Z
eitbe-

darf auf einem
 konkreten M

aschinenm
odell. S

olche A
ufw

andsbestim
m

ungen sind
sicher nur für einfache A

lgorithm
en durchführbar.

D
ie Z

ahl der O
perationen läß

t sich oft (annähernd) aus der E
ingabe- oder P

roblem
grö-

ß
e n berechnen, so daß

 m
an auf diesem

 W
ege von den konkreten E

ingabedaten ab-
strahieren kann. D

urch die A
bstraktion von M

aschine und E
ingabedaten erhält m

an ein
abstraktes A

ufw
ands- oder K

om
plexitätsm

aß
, das den V

ergleich verschiedener A
lgo-

rithm
en für ein P

roblem
 erlaubt. Jedoch m

üssen hierbei noch eine R
eihe von P

aram
e-

tern (für verschiedene O
perationstypen w

ie V
ergleich und W

ertzuw
eisung) berück-

sichtigt w
erden, um

 eine A
ussage über die A

usführungszeiten zu bekom
m

en. B
ei ei-

nem
 realistischen M

aschinenm
odell sind w

egen der V
ielzahl der O

perationen solche
V

ergleiche sehr kom
plex. A

ls w
eitere A

bstraktionsstufe gestattet die asym
ptotische

A
bschätzung nun einen V

ergleich von A
lgorithm

en, bei dem
 konstante P

aram
eter

nicht zu berücksichtigen sind. A
llerdings w

erden hierbei nur A
ussagen über die

W
achstum

sfunktion eines A
lgorithm

us angestrebt. W
ir kom

m
en später darauf zurück.

T
abelle 1.1:

Z
usam

m
enfassung der M

ethoden zur A
ufw

andsbestim
m

ung

M
it zunehm

ender A
bstraktion bei der A

ufw
andsbestim

m
ung treten die konkreten, lei-

stungsbestim
m

enden F
aktoren w

ie Q
ualität des C

odes oder Leistungsfähigkeit der
M

aschineninstruktionen in den H
intergrund; auch die konkrete P

rogram
m

eingabe fin-
det keine B

erücksichtigung m
ehr. Lediglich die E

ingabegröß
e n und die Z

eitkom
plexi-

tät als F
unktion von n w

erden bei der asym
ptotischen A

ufw
andsabschätzung herange-

zogen. 

D
ie K

om
plexitätstheorie verallgem

einert diese E
ffizienzbetrachtungen, indem

 sie fol-
gende F

ragen stellt:

•
W

elcher A
ufw

and an R
echenzeit ist erforderlich, um

 ein bestim
m

tes P
roblem

 zu lö-
sen (Z

eitkom
plexität)?

•
W

elcher A
ufw

and an S
peicherplatz ist erforderlich, um

 ein bestim
m

tes P
roblem

 zu
lösen (S

peicherplatzkom
plexität)?

M
aschine

D
aten

M
ethode zur A

ufw
andsbestim

m
ung

festgelegt
festgelegt

M
essung

abstrakt
festgelegt

Z
ählung

abstrakt
abstrakt

R
echnung (algebraisch)

abstrakt 
G

röß
e →

 ∞
asym

ptotische A
bschätzung
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D
abei ist eine m

aschinenunabhängige K
om

plexitätsbetrachtung zw
ar w

ünschensw
ert,

w
egen der groß

en V
ielfalt an R

echnertypen jedoch nicht realistisch. D
eshalb w

ird ge-
w

öhnlich ein abstraktes M
aschinenm

odell (das heutigen R
echnern im

 w
esentlichen

gerecht w
ird) unterstellt.

1.2
B

estim
m

u
n

g
sfakto

ren
 d

er Z
eitko

m
p

lexität

W
ir w

ollen nun die A
rt der angestrebten K

om
plexitätsaussage etw

as genauer beleuch-
ten. W

ie bereits skizziert, hängt sie von der G
röß

e der E
ingabe ab. D

ie Z
eitkom

plexität
drückt folglich den Z

eitbedarf als F
unktion der G

röß
e n des P

roblem
s aus, z. B

.

W
ie läß

t sich nun T
(n) optim

ieren?

U
m

 T
(n) zu verringern, kann m

an versuchen, die K
onstanten a, b und c zu verkleinern.

D
as nachfolgende B

eispiel zeigt, daß
 eine V

erbesserung in den K
onstanten b und c

m
it zunehm

ender G
röß

e von n im
m

er w
eniger ins G

ew
icht fällt und schließ

lich ver-
nachlässigt w

erden kann.

B
eispiel:

 

T
abelle 1.2:

E
influß

 von K
onstanten auf die Z

eitkom
plexität

W
ie w

irkt sich jedoch eine V
erbesserung in den K

onstanten der höchsten n-P
otenz

aus? D
a für hinreichend groß

e n allein dieser T
erm

 m
aß

gebend ist, w
ird die relative

V
erbesserung des F

aktors dieselbe relative V
erbesserung der Z

eitkom
plexität bew

ir-
ken, z. B

.:

T
n()

a
n

2
b

n
c

+
⋅

+
⋅

=

T
1

n()
n

2
n

1
+

+
=

T
2

n()
n

2
=

n
1

2
3

10
20

100
1000

T
1 (n)

3
7

13
111

421
10101

1001001

T
2 (n)

1
4

9
100

400
10000

1000000

T
1 /T

2
3

1.75
1.44

1.11
1.05

1.01
1.001

a
n

2
b

n
c

+
⋅

+
⋅

a′
n

2
b′

n
c′

+
⋅

+
⋅

----------------------------------------------
n

∞
→ lim

aa′ -----
=

4

A
uch die V

erbesserung in der K
onstanten der höchsten P

otenz ist eher bescheiden,
da der prinzipielle F

unktionsverlauf (auß
er einer V

erschiebung) unverändert bleibt.
E

ine V
erbesserung im

 F
unktionsverlauf selbst verspricht dagegen eine deutliche O

p-
tim

ierung. W
egen des schw

indenden E
influsses der niederen P

otenzen ist dabei die
V

erbesserung in der höchsten n-P
otenz besonders w

ichtig.

B
eispiel: G

egeben seien 6 A
lgorithm

en A
i , i=

1, ..., 6, zur Lösung derselben P
roblem

-
stellung; A

i  habe die Z
eitkom

plexität T
i (n) m

it

T
1 (n)

=
log

2 n
(logarithm

isches W
achstum

)

T
2 (n)

=
n

(lineares W
achstum

)

T
3 (n)

=
n log

2  n
(n-log n-W

achstum
)

T
4 (n)

=
n

2
(quadratisches W

achstum
)

T
5 (n)

=
n

3
(kubisches W

achstum
)

T
6 (n)

=
2

n
(exponentielles W

achstum
)

U
m

 den E
influß

 der Z
eitkom

plexität auf die zu lösende P
roblem

größ
e illustrieren zu

können, untersuchen w
ir folgende F

ragestellung: W
ie groß

 ist die P
roblem

größ
e, die

in 1 sec, 1 m
in und 1 h R

echenzeit bearbeitet w
erden kann? 

D
ie in der folgenden T

abelle angegebenen W
erte seien auf eine konkrete M

essung für
T

2 (n) bei 1 sec norm
iert. D

ie E
ingabe und D

arstellung insbesondere für A
1  seien in

diesem
 Z

usam
m

enhang vernachlässigt.

T
abelle 1.3:

B
erechnung von P

roblem
größ

en bei vorgegebener Z
eit

A
lg.

T
i (n)

1 sec
1 m

in
1 h

A
1

log2 n
2

1000
2

60000
 -

A
2

n
1000

60000
3600000

A
3

n log2 n
140

4893
20000

A
4

n
2

31
244

1897

A
5

n
3

10
39

153

A
6

2
n

9
15

21
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W
enn die M

axim
alzeit zur B

earbeitung eines P
roblem

s vorgegeben ist, ergeben sich
zw

ei M
öglichkeiten, größ

ere P
roblem

e zu lösen:

-
M

an setzt einen schnelleren R
echner ein.

-
M

an ändert den A
lgorithm

us oder w
ählt einen anderen, so daß

 eine günstigere
Z

eitkom
plexität erreicht w

ird.

D
er erste W

eg, der im
m

er w
ieder eingeschlagen w

ird, resultiert bei A
lgorithm

en hoher
Z

eitkom
plexität nur in geringen V

erbesserungen, w
ie folgende T

abelle zeigt. D
abei

w
urde der F

aktor abgeschätzt, m
it dem

 die P
roblem

größ
e w

achsen kann, w
enn ein

R
echner m

it 10-facher G
eschw

indigkeit eingesetzt w
ird.

T
abelle 1.4:

S
teigerungsfaktoren bei der P

roblem
größ

e für die 10-fache R
echner-

leistung

K
ann m

an dagegen einen A
lgorithm

us m
it günstigerer Z

eitkom
plexität finden, so läß

t
sich ohne zusätzliche m

assive R
echnerleistung die berechenbare P

roblem
größ

e deut-
licher steigern. W

ie aus T
abelle 1.3 zu entnehm

en ist, kann bei 1 h R
echenzeit ein 12-

m
al so um

fangreiches P
roblem

 gelöst w
erden, w

enn es gelingt, einen n
3- durch einen

n
2-A

lgorithm
us zu ersetzen.

T
abelle 1.4 m

acht deutlich, w
ie w

ichtig die W
achstum

sraten der T
i (n) für die B

eurtei-
lung von A

lgorithm
en und ihren E

insatz bei unterschiedlichen P
roblem

größ
en sind.

D
abei kom

m
t es vor allem

 an auf die G
röß

enordnung der Z
eitkom

plexität, die soge-
nannte asym

ptotische Z
eitkom

plexität.

A
lg.

T
i (n)

S
teigerungsfaktor bei der 

P
roblem

größ
e

A
1

log
2 n

hoch (10)

A
2

n
10

A
3

n log n
<

10

A
4

n
2

3.16

A
5

n
3

2.15

A
6

2
n

1 ( additiver T
erm

 3.3)

6

1.3
D

ie G
ro

ß
-O

h
- u

n
d

 G
ro

ß
-O

m
eg

a-N
o

tatio
n

Laufzeit und S
peicherplatzbedarf eines A

lgorithm
us hängen in der R

egel von der G
rö-

ß
e der E

ingabe ab, für die ein geeignetes K
ostenm

aß
 unterstellt w

ird (E
inheitskosten-

m
aß

). G
enerell unterscheidet m

an zw
ischen dem

 V
erhalten eines A

lgorithm
us im

 be-
sten F

all (best case), im
 schlechtesten F

all (w
orst case) und im

 durchschnittlichen F
all

(average case). B
ei der Laufzeituntersuchung scheinen die B

estim
m

ung von best und
w

orst case unproblem
atisch, da sie durch den m

inim
alen bzw

. m
axim

alen W
ert genau

festgelegt sind. D
ie A

verage-case-A
nalyse dagegen ist in der R

egel recht aufw
endig

durchzuführen, w
eil es viele F

älle zu einer P
roblem

größ
e gibt und der durchschnittli-

che F
all bei vielen P

roblem
en unbestim

m
t ist. E

s ist oft nicht klar, w
orüber m

an M
ittel-

w
erte bilden soll; auß

erdem
 ist in der P

raxis nicht jedes P
roblem

 der G
röß

e n (z. B
.

jede D
atenverteilung in einer Liste) gleichw

ahrscheinlich, w
as die schw

ierige F
rage

der G
ew

ichtung der F
allausw

ahl aufw
irft. A

us diesen G
ründen w

ird m
eist eine W

orst-
case-A

nalyse (und gelegentlich eine B
est-case-A

nalyse) durchgeführt. D
abei ist es

das Z
iel, die G

röß
enordnung der Laufzeit- und S

peicherplatzfunktionen in A
bhängig-

keit von der G
röß

e der E
ingabe zu bestim

m
en. In der w

issenschaftlichen W
elt hat sich

dazu die sogenannte G
roß

-O
h- und G

roß
-O

m
ega-N

otation durchgesetzt: S
ie erlaubt

es, W
achstum

sordnungen solcher Laufzeit- und S
peicherplatzfunktionen zu charakte-

risieren.

A
b

sch
ätzu

n
g

 vo
n

 o
b

eren
 S

ch
ran

ken

W
enn für die Laufzeit T

(n) eines A
lgorithm

us

für eine K
onstante c >

0 und für alle W
erte von n >

 n
0  gilt, dann sagt m

an “T
(n) ist von

der G
röß

enordnung n” oder “T
(n) ist in O

(n)”. D
ieser S

achverhalt läß
t sich auch kurz

folgenderm
aß

en darstellen: “T
(n) =

 O
(n)” oder “T

(n) 
∈

 O
(n)”.

D
ie K

lasse der F
unktionen O

(f), die zu einer F
unktion f gehören, lassen sich allgem

ei-
ner w

ie folgt definieren:

E
in P

rogram
m

, dessen Laufzeit oder S
peicherplatzbedarf O

(f(n)) ist, hat dem
nach die

W
achstum

srate f(n), z. B
. 

 
oder

 
.

W
enn 

 geschrieben w
ird, dürfen die üblicherw

eise für das G
leich-

heitszeichen geltenden E
igenschaften nicht ohne w

eiteres ausgenutzt w
erden. S

o

folgt beispielsw
eise aus 

 auch 
, jedoch gilt

T
n()

c
n⋅

≤

O
f()

g
c∃

0
:

n
0

∃
0

:
n

∀
>

>
n

0 :g
n()

≥
c

f
n()

⋅
≤

{
}

=

f
n()

n
2

=
f

n()
n

lo
g

2 n
⋅

=

f
n()

O
n

lo
g

2 n
⋅

(
)

=

f
n()

O
n

lo
g

2 n
⋅

(
)

=
f

n()
O

n
2

(
)

=
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natürlich 
.

A
b

sch
ätzu

n
g

 vo
n

 u
n

teren
 S

ch
ran

ken

D
ie G

roß
-O

m
ega-N

otation w
urde zur A

bschätzung von Laufzeit und S
peicherplatzbe-

darf eines A
lgorithm

us nach unten eingeführt. 
 oder 

 drückt aus,

daß
 f m

indestens so stark w
ächst w

ie g. A
llgem

ein läß
t sich die G

roß
-O

m
ega-N

otation
nach K

nuth [K
n76] w

ie folgt definieren:

E
s ist also 

 genau dann, w
enn 

 ist. D
iese F

orderung w
ird von

m
anchen A

utoren als zu scharf em
pfunden; in [A

H
U

83, O
W

90] w
ird deshalb die

A
bschätzung der unteren S

chranke w
ie folgt definiert:

W
enn für eine F

unktion f sow
ohl 

 als auch 
 gilt, so spricht m

an von

exakten S
chranken und schreibt 

.

D
ie bisherigen B

etrachtungen w
aren auf die asym

ptotische K
om

plexität ausgerichtet;
dadurch konnten die G

röß
enordnungen der Laufzeit- und S

peicherplatzfunktionen
asym

ptotisch abgeschätzt w
erden. D

ie dabei gew
onnenen B

ew
ertungen der A

lgorith-
m

en gelten natürlich nicht für alle P
roblem

größ
en n. B

ei w
eniger groß

en W
erten von

n, die in der praktischen A
nw

endung oft dom
inieren, spielen die konstanten F

aktoren
eine erhebliche R

olle; sie m
üssen deshalb bei B

ew
ertung und V

ergleich der A
lgorith-

m
en sorgfältig evaluiert w

erden. D
as B

eispiel in T
abelle 1.5 zeigt, daß

 A
lgorithm

en m
it

höherer 
asym

ptotischer 
K

om
plexität 

für 
bestim

m
te 

P
roblem

größ
en 

günstiger 
ab-

schneiden können als A
lgorithm

en m
it kleinerer asym

ptotischer K
om

plexität.

T
abelle 1.5:

B
ereiche m

it günstigster Z
eitkom

plexität

O
n

lo
g

2 n
⋅

(
)

O
n

2
(

)
≠

f
Ω

g()
∈

f
Ω

g()
=

Ω
g()

h
c∃

0
:

n
0

∃
0

:
n

∀
n

o :h
n()

c
g

n()
⋅

≥
>

>
>

{
}

=

f
Ω

g()
∈

g
O

f()
∈

Ω
g()

h
c∃

0
:

unendlichvielen:
h

n()
c

g
n()

⋅
≥

(
)

∃
>

{
}

=

f
O

g()
∈

f
Ω

g()
∈

f
Θ

g()
=

A
lg.

T
(n)

B
ereiche von n

m
it günstigster Z

eitkom
plexität

A
1

186182 log2 n
 

n
>

 2048

A
2

1000 n
1024 ≤ 

n ≤ 2048

A
3

100 n log2  n
 59 

≤ 
n ≤ 1024

A
4

10 n
2

 10 
≤ 

n
≤ 58

A
5

n
3

n 
=

 10

A
6

2
n

 2 
≤ 

n ≤ 9

8

1.4
B

erech
n

u
n

g
 d

er Z
eitko

m
p

lexität

D
ie B

estim
m

ung der Z
eitkom

plexität eines beliebigen P
rogram

m
s kann sich als kom

-
plexes m

athem
atisches P

roblem
 darstellen. In praktischen F

ällen genügen oft jedoch
nur w

enige R
egeln für diese A

ufgabe.

S
um

m
enregel:

T
1 (n) und T

2 (n) seien die Laufzeiten zw
eier P

rogram
m

fragm
ente P

1  und P
2 ; es gelte

 und 
. F

ür die H
intereinanderausführung von P

1

und P
2  ist dann 

.

P
roduktregel:

T
1 (n) und T

2 (n) seien in O
(f(n)) bzw

. O
(g(n)). D

ann ist (beispielsw
eise bei geschach-

telter S
chleifenausführung der zugehörigen P

rogram
m

teile P
1  und P

2 )

 
.

E
s gibt keine vollständige M

enge von R
egeln zur A

nalyse von P
rogram

m
en. D

ie V
or-

gehensw
eise, die im

 folgenden kurz skizziert w
ird, erfordert deshalb oft auch etw

as In-
tuition oder E

rfahrung. G
ew

öhnlich ist bei der A
nalyse der Z

eitkom
plexität die G

röß
e

der E
ingabe n der einzige zulässige P

aram
eter:

•
D

ie Laufzeit jeder Z
uw

eisung, Lese- oder S
chreibanw

eisung w
ird gew

öhnlich m
it

O
(1) angesetzt.

•
D

ie Laufzeit einer F
olge von A

nw
eisungen w

ird durch die S
um

m
enregel bestim

m
t,

d.h. die Laufzeit der F
olge ist bis auf einen konstanten F

aktor die Laufzeit der “läng-
sten” A

nw
eisung der F

olge.

•
D

ie Laufzeit einer F
alluntersuchung ergibt sich aus den K

osten für die bedingt aus-
geführten A

nw
eisungen und den K

osten für die A
usw

ertung der B
edingung, die ge-

w
öhnlich O

(1) ausm
achen. B

ei bedingten A
nw

eisungsfolgen w
ird gew

öhnlich die
längste F

olge angesetzt.

•
D

ie K
osten für eine S

chleifenausführung ergeben sich gew
öhnlich (unter V

ernach-
lässigung konstanter F

aktoren) aus dem
 P

rodukt von A
nzahl der S

chleifendurchläu-
fe und teuerstem

 A
usführungspfad im

 S
chleifenkörper.

•
A

uch P
rozeduraufrufe können m

it diesen R
egeln evaluiert w

erden. B
ei rekursiven

P
rozeduren m

uß
 m

an versuchen, die A
nzahl der A

ufrufe abzuschätzen (d.h. eine
R

ekurrenzrelation (recurrence relation) für T
(n) zu finden).

T
1

n()
O

f
n()

(
)

∈
T

2
n()

O
g

n()
(

)
∈

T
1

n()
T

2
n()

+
O

m
a

x
f

n()
g

n()
,

(
)

(
)

∈

T
1

n()
T

2
n()

⋅
O

f
n()

g
n()

⋅
(

)
∈
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1.5
D

efin
itio

n
 vo

n
 Z

eitko
m

p
lexitäts-K

lassen

E
in A

lgorithm
us heiß

t linear-zeitbeschränkt, w
enn für seine Z

eitkom
plexität T

(n) gilt

 
m

it c
1 , c

2  konstant,

d.h. T
(n) =

 O
(n).

E
in A

lgorithm
us heiß

t polynom
ial-zeitbeschränkt, w

enn gilt:

 
m

it 
 fest.

E
in A

lgorithm
us heiß

t exponentiell-zeitbeschränkt, w
enn gilt:

 
m

it 
, a fest.

D
as B

eispiel in T
abelle 1.5 zeigt, daß

 ein exponentiell-zeitbeschränkter A
lgorithm

us für
bestim

m
te W

erte von n einem
 polynom

ial-zeitbeschränken überlegen sein kann. Je-
doch ist das A

nw
achsen des R

echenzeitbedarfs im
 exponentiellen F

all so stark, daß
m

an A
lgorithm

en dieser K
lasse als im

 allgem
einen nicht benutzbar (tractable) verw

irft.
P

roblem
e, für die kein polynom

ial-zeitbeschränkter A
lgorithm

us existiert, w
erden des-

halb in diesem
 S

inne als nicht lösbar (intractable) angesehen. W
ir konzentrieren uns

deshalb auf A
lgorithm

en m
it polynom

ial-beschränktem
 A

ufw
and; sie decken viele P

ro-
blem

stellungen der P
raxis ab.

1.6
D

as P
rin

zip
 “T

eile u
n

d
 H

errsch
e”

Im
 A

bschnitt 1.2 w
urde anschaulich gezeigt, daß

 es zur S
teigerung der berechenbaren

P
roblem

größ
e w

esentlich angebrachter ist, einen A
lgorithm

us zu verbessern oder ei-
nen m

it günstigerer Z
eitkom

plexität zu w
ählen, als auf zusätzliche R

echnerleistung zu
setzen. E

in allgem
eines und breit einsetzbares P

rinzip zum
 E

ntw
urf guter A

lgorithm
en

(oder ihrer V
erbesserung) heiß

t “D
ivide and C

onquer” oder “T
eile und H

errsche”, w
o-

durch eine A
ufteilung des G

esam
tproblem

s in kleinere T
eilproblem

e derart angestrebt
w

ird, daß
 die S

um
m

e der K
osten für die Lösung der T

eilproblem
e sow

ie der K
osten für

das Z
usam

m
enfügen des G

esam
tproblem

s geringer ist als der ursprüngliche A
ufw

and
für das G

esam
tproblem

. A
ls Lösungsschem

a für ein P
roblem

 der G
röß

e n läß
t es sich

w
ie folgt form

ulieren [O
W

96]:

1.
D

ivide: T
eile das P

roblem
 der G

röß
e n in (w

enigstens) zw
ei annähernd gleich

groß
e T

eilproblem
e, w

enn n >
 1 ist; sonst löse das P

roblem
 der G

röß
e 1 direkt.

2.
C

onquer: Löse die T
eilproblem

e auf dieselbe A
rt (rekursiv).

3.
M

erge: F
üge die T

eillösungen zur G
esam

tlösung zusam
m

en.

T
n()

c
1

n⋅
c

2
+

=

T
n()

O
n

α
(

)
=

α
ℜ

α,
∈

T
n()

O
a

n
(

)
=

a
ℜ

∈

10

S
o

rtieren
 ein

er L
iste

E
s sei eine Liste von n N

am
en alphabetisch zu sortieren. E

infache S
ortieralgorithm

en
(K

ap. 3), die auf der gesam
ten Liste S

uch- und V
ertauschoperationen vornehm

en, be-
sitzen eine Z

eitkom
plexität von O

(n
2). Leistungsfähigere S

ortieralgorithm
en nutzen die

D
ivide-and-C

onquer-S
trategie, um

 zu w
esentlichen Laufzeitverbesserungen zu kom

-
m

en. A
ls B

eispiel w
ählen w

ir folgende S
kizze eines S

ortieralgorithm
us:

M
odul 

S
ortiere (Liste)

(* S
ortiert eine gegebene Liste von n N

am
en alphabetisch *)

F
alls 

n >
 1 dann

S
ortiere (erste Listenhälfte)

S
ortiere (zw

eite Listenhälfte)
M

ische beide H
älften zusam

m
en.

W
enn T

(n) der A
ufw

and zum
 S

ortieren von n N
am

en ist, dann erfordert das S
ortieren

von n/2 N
am

en den Z
eitaufw

and T
(n/2). D

as M
ischen der beiden H

älften ist sicherlich
proportional zu n. F

olglich erhalten w
ir als G

esam
taufw

and:

D
iese R

ekurrenzrelation (rekursives G
leichungssystem

) hat die geschlossene Lösung

A
lso haben w

ir dam
it einen S

ortieralgorithm
us in O

(n log n) gefunden.

M
u

ltip
likatio

n
 zw

eier Z
ah

len

A
ls w

eiteres B
eispiel ziehen w

ir die M
ultiplikation zw

eier n-stelliger Z
ahlen heran. D

er
S

tandardalgorithm
us, den w

ir in der S
chule lernen, erfordert die B

erechnung von n
Z

eilen und ihre A
ddition (in jew

eils n S
chritten), so daß

 die Laufzeit des A
lgorithm

us
proportional zu n

2 ist. E
in schnellerer A

lgorithm
us sei am

 folgenden B
eispiel skizziert.

D
abei w

ird die M
ultiplikation von 4-stelligen Z

ahlen auf die M
ultiplikation von 2-stelli-

gen Z
ahlen zurückgeführt:

A
C

 
=

 
=

=
 

=

B
D

 
=

 
=_____________

10755213

T
n()

2
T

n
/2

(
)

⋅
c

n⋅
+

=

T
1()

k
=

T
n()

c
n

log
2 n

k
n⋅

+
⋅

⋅
=

22
83

47
11

A
B

C
D

•22
47

⋅
1034

A
B

+
(

)
C

D
+

(
)

⋅
A

C
–

B
D

–
105

58)
1034

–
913

–
⋅

(
4143

83
11

⋅
913
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D
ieses B

eispiel läß
t sich verallgem

einern. B
ei einer Z

erlegung der dargestellten A
rt

sind drei M
ultiplikationen von Z

ahlen m
it halber Länge erforderlich. D

a der A
ufw

and für
die A

ddition und S
ubtraktion nur proportional zu n (m

it K
onstante c) ist, beträgt die Z

eit
zur M

ultiplikation von zw
ei n-stelligen Z

ahlen

.

D
ie Lösung der R

ekurrenzrelation ergibt sich zu

.

D
araus resultiert als asym

ptotisches V
erhalten ein zu n

log3 proportionaler A
ufw

and
(O

(n
1.59)).

M
atrizen

m
u

ltip
likatio

n

D
ie konventionelle M

ultiplikation zw
eier (n

×n)-M
atrizen A

 • B
 =

 C

 

benötigt n
3 (skalare) M

ultiplikationen und n
2 • (n-1) A

dditionen. B
ei (2

×2)-M
atrizen er-

gibt sich som
it ein A

ufw
and von 8 M

ultiplikationen und 4 A
dditionen. S

trassen hat 1969
gezeigt, daß

 das P
rodukt C

 =
 A

 • B
 zw

eier (2
×2)-M

atrizen A
 und B

 sich m
it 7 M

ultipli-
kationen und 18 A

dditionen/S
ubtraktionen nach dem

 folgenden S
chem

a berechnen
läß

t:

h
1

=
(a

12 -a
22 ) • (b

21 +
b

22 )

h
2

=
(a

11 +
a

22 ) • (b
11 +

b
22 )

h
3

=
(a

11 -a
21 ) • (b

11 +
b

12 )

h
4

=
(a

11 +
a

12 ) • b
22

h
5

=
a

11  • (b
12 -b

22 )

h
6

=
a

22  • (b
21 -b

11 )

h
7

=
(a

21 +
a

22 ) • b
11

c
11

=
h

1  +
 h

2  - h
4 +

 h
6

c
12

=
h

4  +
 h

5

c
21

=
h

6  +
 h

7

c
22

=
h

2  - h
3  +

 h
5  - h

7

D
ieses B

erechnungsverfahren läß
t sich auf (2n × 2n)-M

atrizen übertragen, w
enn m

an
A

, B
 und C

 in (n
×n)-U

nterm
atrizen A

ij , B
ij , C

ij , 1
 ≤ i, j ≤ 2 auf folgende W

eise unterteilt:

T
n()

3T
n

2⁄
(

)
cn

+
=

T
1()

k
=

T
n()

2c
k

+
(

)n
3

log
2cn

–
=

a
11

a
12

a
21

a
22

b
11

b
12

b
21

b
22

⋅
c

11
c

12

c
21

c
22

=

12

D
ann w

erden 7 M
ultiplikationen und 18 A

dditionen von (n
×n)-M

atrizen benötigt. Ist n
durch 2 teilbar, so kann dasselbe S

chem
a w

iederum
 angew

endet w
erden.

M
it n =

 2
k erhalten w

ir als Z
eitkom

plexität für die M
ultiplikation zw

eier (n
×n)-M

atrizen

T
(n)

=
7 T

(n/2) +
 18(n/2) 2

für n ≥ 2
T

(1)
=

c.

H
ier w

ird T
(1) durch eine K

onstante c abgeschätzt. D
ie A

uflösung der R
ekurrenzrela-

tion liefert unter V
ernachlässigung des quadratischen T

erm
s

T
(n)

=
O

(7
k) =

 O
(n

log7) =
 O

(n
2.81)

D
iese K

om
plexitätsaussage für die M

atrizenm
ultiplikation w

ar der A
uslöser für einen

“w
issenschaftlichen W

ettstreit” - vor allem
 in den Jahren von 1978 bis1981 -, den A

uf-
w

and w
eiter zu verbessern. S

o gab es laufend neue “W
eltrekorde” in der R

eihenfolge

O
(n

2.7801)

O
(n

2.7799)

O
(n

2.5448)

O
(n

2.5219)

O
(n

2.5161)

O
(n

2.4956).

D
iese F

olge ist sicher noch nicht abgeschlossen. Jedoch ist darauf hinzuw
eisen, daß

eine schnellere A
usführung der M

atrizenm
ultiplikation sich erst bei sehr groß

en W
er-

ten von n bem
erkbar m

acht.

A
11

A
12

A
21

A
22

B
11

B
12

B
21

B
22

⋅
C

11
C

12

C
21

C
22

=
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2.
L

in
eare L

isten

M
athem

atisch gesehen ist eine lineare Liste eine F
olge von null oder m

ehr E
lem

enten
eines gegebenen T

yps (E
lem

enttyp). S
ie läß

t sich folgenderm
aß

en als F
olge von E

le-
m

enten 

darstellen, w
obei 

 und jedes a
i  vom

 T
yp E

lem
enttyp ist. D

ie Z
ahl n der E

lem
ente

heiß
t die Länge der Liste. W

enn n =
 0 ist, haben w

ir die leere Liste, die keine E
lem

ente
besitzt. D

ie lineare A
nordnung der E

lem
ente in der Liste entsprechend ihrer P

osition
ist eine w

ichtige E
igenschaft der Liste. D

as E
lem

ent a
i  ist an P

osition i. W
ir sagen “a

i

geht a
i+

1  voraus” für 
 und “a

i  folgt a
i-1 ” für 

.

V
on ihrer F

unktion her sind lineare Listen besonders flexible D
atenstrukturen, w

eil sie
auf A

nforderung w
achsen und schrum

pfen können und w
eil ihre E

lem
ente in jeder P

o-
sition aufgesucht, eingefügt und gelöscht w

erden können. D
eshalb gibt es auch ein

breites S
pektrum

 von A
nw

endungen, die Listen intensiv einsetzen, z.B
. S

prachüber-
setzung, S

im
ulation, D

aten- und Inform
ationsverw

altung.

D
iese A

nw
endungen brauchen eine geeignete M

enge von O
perationen, um

 Listen
handhaben zu können und um

 gleichzeitig von der Im
plem

entierung der Liste isoliert
zu sein. D

as K
onzept der D

atenkapselung oder des A
bstrakten D

atentyps gew
ährlei-

stet diese Isolation, so daß
 Ä

nderungen an der Im
plem

entierung einer D
atenstruktur

vorgenom
m

en w
erden können, ohne daß

 es R
ückw

irkungen auf die zugreifenden P
ro-

gram
m

e hat.

D
a keine M

enge von O
perationen für alle A

nw
endungen geeignet ist, w

ollen w
ir hier

eine repräsentative M
enge von O

perationen skizzieren; ihre W
irkungsw

eise sollte in-
tuitiv klar sein. D

abei ist L eine Liste von O
bjekten vom

 T
yp E

lem
enttyp, x ist ein O

bjekt
dieses T

yps und p ist vom
 T

yp P
osition.

•
IN

IT
 (L): Initialisiert L, d. h., L w

ird eine leere Liste.

•
IN

S
E

R
T

 (x, p, L): F
ügt x an P

osition p in Liste L ein und verschiebt die E
lem

ente an
p und den nachfolgenden P

ositionen auf die jew
eils nächsthöhere P

osition.

•
D

E
LE

T
E

 (p, L): Löscht das E
lem

ent an P
osition p und verkürzt die Liste L.

•
LO

C
A

T
E

 (x, L): G
ibt die erste P

osition in L, an der x vorkom
m

t, zurück.

•
R

E
T

R
IE

V
E

 (p, L): Liefert das E
lem

ent an P
osition p der Liste L zurück.

•
N

E
X

T
 (p, L) und P

R
E

V
IO

U
S

 (p, L): Liefert das E
lem

ent der Listenposition, die p folgt
bzw

. vorausgeht, zurück.

•
F

IR
S

T
 (L): Liefert das E

lem
ent der ersten Listenposition zurück.

a
1

a
2

…
a

n
,

,
,

n
0

≥

i
1

2
…

n
1

–
,

,
=

i
2

3
…

n
,

,
,

=
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•
P

R
IN

T
LIS

T
 (L): S

chreibt die E
lem

ente der Liste L in der R
eihenfolge ihres A

uftre-
tens aus.

•
IS

E
M

P
T

Y
 (L): E

rm
ittelt, ob Liste L leer ist.

•
C

O
N

C
A

T
 (L1, L2): H

intereinanderfügen von  L1 und L2.

A
uf die A

ngabe der W
irkung dieser O

perationen bei unzulässigen Z
uständen (z. B

. p
nicht in L) w

urde hier verzichtet.

D
ie Leistungsfähigkeit dieser O

perationen hängt im
 w

esentlichen von der A
rt der

Im
plem

entierung der linearen Liste und von einer m
öglichen S

ortierordnung der E
le-

m
ente ab. D

eshalb können Leistungsbetrachtungen nicht auf der E
bene der abstrak-

ten O
perationen, w

ie sie oben angegeben w
urden, durchgeführt w

erden, sondern es
m

üssen dabei die konkreten R
epräsentationen der Listen herangezogen w

erden. D
ie

w
ichtigsten Im

plem
entierungen sind die sequentielle sow

ie die verkettete lineare Liste.
Letztere läß

t sich noch variieren als doppelt verkettete Liste.

N
eben dem

 A
uffinden eines O

bjektes zählt m
an gew

öhnlich auch das E
infügen, Lö-

schen und M
odifizieren von O

bjekten des D
atenbestandes zu den S

tandardoperatio-
nen. W

ir konzentrieren uns hier vorw
iegend auf die A

uffinde-O
peration, die ja auch im

Z
usam

m
enhang m

it den A
ktualisierungsoperationen angew

endet w
ird (S

uchen der
E

infügeposition usw
.). 

D
as S

uchen in F
olgen von geordneten oder ungeordneten D

atenobjekten zielt darauf
ab, in effizienter W

eise festzustellen, ob eine bestim
m

te Inform
ation im

 betreffenden
D

atenbestand vorhanden ist oder nicht. S
olche S

uchvorgänge treten in vielen R
ech-

neranw
endungen m

it groß
er H

äufigkeit auf; sie gehören deshalb zu den w
ichtigsten

und grundlegendsten A
lgorithm

en der Inform
atik.

A
lle S

uchverfahren lassen sich durch folgende allgem
eine V

orgehensw
eise charakte-

risieren: D
ie zu suchende Inform

ation w
ird durch einen S

uchschlüssel (das S
uchargu-

m
ent) beschrieben. D

urch V
ergleich m

it den S
chlüsseln der O

bjekte des betreffenden
D

atenbestandes w
ird erm

ittelt, ob ein O
bjekt m

it diesem
 S

chlüssel vorhanden ist. F
alls

ja, w
ird als E

rgebnis der erfolgreichen S
uche das erste gefundene O

bjekt, dessen
S

chlüssel m
it dem

 S
uchschlüssel übereinstim

m
t, geliefert. S

onst w
ird die S

uche er-
folglos beendet.

2.1
S

u
ch

en
 in

 u
n

g
eo

rd
n

eten
 L

isten

In einer sequentiellen linearen Liste (kurz Liste) w
erden die E

lem
ente sequentiell ge-

speichert, d.h., die B
eziehung zw

eier aufeinanderfolgender E
lem

ente ist durch physi-
sche N

achbarschaft dargestellt. E
ine T

abelle kann also unm
ittelbar durch eine solche

Liste im
plem

entiert w
erden.
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T
Y

P
E

 
S

atzT
yp =

R
E

C
O

R
D

K
ey : S

chluesselT
yp; (z.B

. ∗ C
A

R
D

IN
A

L ∗)
Info : InfoT

yp
E

N
D

 (∗ R
E

C
O

R
D

 ∗);

V
A

R
L:

A
R

R
A

Y
 [1 . . M

ax] O
F

 S
atzT

yp; 
K

:
S

chluesselT
yp;

D
ie folgenden A

lgorithm
en beziehen sich auf die Liste L; sie geben entw

eder den In-
dex des ersten E

lem
entes aus, dessen S

chlüssel m
it dem

 S
uchschlüssel K

 überein-
stim

m
t, oder m

elden die A
bw

esenheit eines solchen E
lem

entes. D
a L nicht vollständig

belegt sein m
uß

, führen w
ir als Index für das letzte tatsächlich belegte E

lem
ent eine

V
ariable n ein, für die gilt: 0 ≤ n ≤ M

ax.

S
eq

u
en

tielle S
u

ch
e

F
alls nicht bekannt ist, ob die E

lem
ente der Liste nach ihren S

chlüsselw
erten sortiert

sind, besteht nur die M
öglichkeit, die Liste sequentiell zu durchlaufen und elem

entw
ei-

se zu überprüfen.

i :=
 1;

W
H

IL
E

 (i <
=

 n) A
N

D
 (L[i].K

ey <
>

 K
) D

O
IN

C
(i)

E
N

D
;

gefunden :=
 (i <

=
 n);

B
ei erfolgreicher S

uche gibt es im
 ungünstigsten F

all n - 1 S
chleifendurchläufe (und n

S
chlüsselvergleiche). W

ird das gesuchte E
lem

ent nicht gefunden, so w
ird die S

chleife
n m

al durchlaufen.

W
enn m

an annim
m

t, daß
 jede A

nordnung der n S
chlüssel gleichw

ahrscheinlich ist und
daß

 jeder S
chlüssel m

it gleicher H
äufigkeit gesucht w

ird, so ergeben sich für eine er-
folgreiche S

uche im
 M

ittel 

S
chleifendurchläufe.

D
er sequentielle S

uchalgorithm
us bietet w

enig O
ptim

ierungspotential. E
ine M

öglich-
keit liegt in der V

ereinfachung der W
iederholbedingung. D

ie F
eldende-A

bfrage kann
w

eggelassen w
erden, w

enn sichergestellt ist, daß
 der S

uchalgorithm
us im

m
er term

i-
niert. D

as läß
t sich durch H

inzufügen eines W
ächters (englisch “S

entinel”) am
 E

nde
der Liste erreichen. W

enn n <
 M

ax, dann kann der W
ert von K

 im
 E

lem
ent n+

1 gespei-
chert w

erden, w
as das A

uffinden des gesuchten W
ertes in jedem

 F
all garantiert.

C
a

vg
n()

1n ---
i

n
1

–∑ ⋅
n

1
–2

------------
=

=
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S
u

ch
en

 m
it W

äch
ter

i :=
 1;

L[n+
1].K

ey :=
 K

;
W

H
IL

E
 L[i].K

ey <
>

 K
 D

O
IN

C
(i)

E
N

D
;

gefunden :=
 (i <

=
 n);

D
ie A

nzahl der S
chleifendurchläufe bleibt im

 w
esentlichen gleich, eine Leistungsver-

besserung ergibt sich jedoch durch die vereinfachte W
iederholbedingung.

2.2
S

u
ch

en
 in

 g
eo

rd
n

eten
 L

isten

W
enn die zu durchsuchende Liste sortiert ist, läß

t sich die sequentielle S
uche nur für

den erfolglosen F
all beschleunigen. H

ierfür genügen dann im
 M

ittel (n-1)/2 S
chleifen-

durchläufe.

B
in

äre S
u

ch
e

B
ei einer sortierten Liste läß

t sich der bisher erhaltene lineare S
uchaufw

and drastisch
verbessern. D

urch E
insatz der D

ivide-and-conquer-S
trategie lassen sich A

lgorithm
en

m
it logarithm

ischem
 A

ufw
and realisieren. D

as dabei anzuw
endende P

rinzip arbeitet
folgenderm

aß
en: M

an bestim
m

t das M
ittelelem

ent der Liste und vergleicht es m
it dem

S
uchschlüssel K

. W
enn das M

ittelelem
ent das gesuchte ist, w

ird die S
uche beendet,

sonst sucht m
an abhängig vom

 V
ergleichsergebnis in einer der beiden Listenhälften

w
eiter und w

endet das gleiche P
rinzip w

ieder an.

Iterativer A
lg

o
rith

m
u

s B
in

S
u

ch
e

(∗ ug und og enthalten die W
erte der U

nter- und O
bergrenze des aktuellen S

uch-
bereichs ∗)
gefunden :=

 F
A

LS
E

;
ug :=

 1;
og :=

 n;
W

H
IL

E
 (ug <

=
 og) A

N
D

 N
O

T
 gefunden D

O
pos :=

 (ug +
 og) D

IV
 2;

IF
 L[pos].K

ey >
 K

 T
H

E
N

(∗ linken B
ereich durchsuchen ∗)

og :=
 pos - 1

E
L

S
IF

 L[pos].K
ey <

 K
 T

H
E

N
(∗ rechten B

ereich durchsuchen ∗)
ug :=

 pos +
 1

E
L

S
E
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gefunden :=
 T

R
U

E
E

N
D

 (∗ IF ∗)
E

N
D

 (∗ W
H

ILE
 ∗);

F
alls das E

lem
ent gefunden w

ird, steht seine P
osition in pos.

Im
 günstigsten F

all ist nur ein S
chleifendurchlauf bei erfolgreicher S

uche erforderlich.
F

ür die erfolglose und erfolgreiche S
uche sind niem

als m
ehr als  log

2 (n+
1)  D

urch-
läufe bei einer Liste m

it n E
lem

enten notw
endig:

 und 

U
m

 den m
ittleren S

uchaufw
and der binären S

uche abschätzen zu können, nehm
en w

ir
n =

 2
m

-1 (für passendes m
) an. D

ann läß
t sich

C
avg (n) ≈ log

2 (n+
1) - 1, für groß

e n

ableiten.

Im
 M

ittel verursacht binäres S
uchen also etw

a einen D
urchlauf w

eniger als im
 schlech-

testen F
all.

F
ib

o
n

acci-S
u

ch
e

D
ie F

ibonacci-S
uche geht ähnlich vor w

ie die binäre S
uche, benötigt jedoch keine D

i-
vision zur B

estim
m

ung der jew
eils m

ittleren P
osition des S

uchbereichs, sondern
kom

m
t m

it A
dditionen und S

ubtraktionen aus. D
er S

uchbereich w
ird dabei entspre-

chend der F
olge der F

ibonacci-Z
ahlen geteilt, die w

ie folgt definiert sind:

F
0  =

 0 , F
1  =

 1 , F
k  =

 F
k-1  +

 F
k-2  für k ≥ 2.

Z
ur V

ereinfachung der P
rinzipdarstellung nehm

en w
ir an, daß

 die Liste n =
 F

k -1 sor-
tierte E

lem
ente besitze. D

ie T
eilung des zu durchsuchenden B

ereichs erfolgt dann im
V

erhältnis der beiden jew
eils vorangehenden F

ibonacci-Z
ahlen: 

D
as E

lem
ent an der P

osition i =
 F

k-2  w
ird m

it dem
 S

uchschlüssel K
 verglichen. W

ird
G

leichheit festgestellt, endet die S
uche erfolgreich. Ist K

 größ
er, w

ird der rechte B
e-

C
m

in
n()

1
=

C
m

a
x

n()
lo

g
2

n
1

+
(

)
=

F
k -1

F
k-1 -1

F
k-2 -1

1
i

n

18

reich m
it F

k-1 -1 E
lem

enten, ansonsten der linke B
ereich m

it F
k-2 -1 E

lem
ente auf die-

selbe W
eise durchsucht.

W
ieviele S

uchschritte (S
chlüsselvergleiche) sind bei diesem

 S
uchverfahren erforder-

lich? B
ei einem

 B
ereich m

it der A
nfangslänge F

k -1 sind im
 schlechtesten F

all k-2
S

uchschritte notw
endig, w

enn bei jeder T
eilung des S

uchbereichs der größ
ere B

ereich
zur F

ortsetzung der S
uche gew

ählt w
erden m

uß
.

D
ie F

ibonacci-Z
ahl F

k  läß
t sich durch

, m
it einer K

onstanten c,

abschätzen. F
ür 

 benötigt m
an also O

(k) S
chlüsselvergleiche im

schlechtesten F
all, d.h.

C
m

ax (n) =
 O

(log
1.618 (n+

1)) =
 O

(log
2 n).

M
an kann zeigen, daß

 auch C
avg (n) von derselben G

röß
enordnung ist.

S
p

ru
n

g
su

ch
e

B
ei der S

prungsuche w
ird der sortierte D

atenbestand in S
prüngen überquert, um

 zu-
nächst den A

bschnitt des D
atenbestandes zu lokalisieren, der ggf. den gesuchten

S
chlüssel enthält. In einer (oder m

ehr) w
eiteren P

hasen w
ird dann der S

chlüssel im
gefundenen A

bschnitt nach irgendeinem
 V

erfahren gesucht. 

E
in

fach
e S

p
ru

n
g

su
ch

e

D
er D

atenbestand w
ird m

it konstanten S
prüngen durchquert, w

obei jew
eils die S

chlüs-
sel an den P

ositionen m
, 2m

, 3m
 ... m

it dem
 S

uchschlüssel K
 verglichen w

erden. S
o-

bald 
.K

ey m
it 

 
, w

ird im
 A

bschnitt 
 bis

 sequentiell nach dem
 S

uchschlüssel K
 gesucht. U

nter der A
nnahm

e, daß
 ein

S
prung a und ein sequentieller V

ergleich b E
inheiten kosten, erhalten w

ir als m
ittlere

S
uchkosten

A
ls 

optim
ale 

S
prungw

eite 
ergibt 

sich 
, 

und 
daraus 

resultierend

 als m
ittlere S

uchkosten bei W
ahl einer optim

alen S
prungw

eite. W
enn a =

 b

F
k

c
1,618

k
⋅

≈

n
1

+
c

1,618
k

⋅
=

• • •
• • •

• • •
• • •

1
m

3m
2m

n

L

• • •

K
L

i[]
≤

i
j

m⋅
=

j
1

2
…

,
,

=
(

)
L

j
1

–
(

)m
1

+
[

]

L
j

m⋅
[

]

C
a

vg
n()

12 --- a
nm -----

⋅
12 --- b

m
1

–
(

)
+

=

m
a

b⁄
(

)n
=

a
b⋅

(
)n
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ist, vereinfachen sich m
 zu 

 und C
avg (n) zu 

. W
ir benötigen also 

S
chlüsselvergleiche.

Z
w

ei-E
b

en
en

-S
p

ru
n

g
su

ch
e

D
ie E

ffizienz der einfachen S
prungsuche ist sicher noch zu verbessern. A

nstelle der
sequentiellen S

uche im
 in der ersten P

hase lokalisierten A
bschnitt kann in den m

-1
E

lem
enten w

iederum
 eine Q

uadratw
urzel-S

prungsuche angew
endet w

erden, bevor
dann sequentiell gesucht w

ird. M
it den K

osten a für einen S
prung auf der ersten

E
bene, b für einen S

prung auf der zw
eiten E

bene und c für einen sequentiellen V
er-

gleich (auf der dritten E
bene) erhalten w

ir näherungsw
eise

 
.

M
it a =

 b =
 c vereinfacht sich dieser A

usdruck zu 
.

D
as skizzierte V

erfahren ist jedoch keine optim
ale zw

ei-E
benen-S

prungsuche, da die
S

prungw
eiten m

1  und m
2 der beiden E

benen nicht aufeinander abgestim
m

t sind. N
ä-

herungsw
eise sind folgende K

osten zu erw
arten:

M
it den optim

alen S
prungw

eiten

 und 

ergibt sich

als m
ittlerer S

uchaufw
and. M

it a =
 b =

 c erhalten w
ir

 und 

als optim
ale S

prungw
eiten und

als m
ittlere S

uchkosten.

n
a

n
a

2⁄
–

O
n

(
)

C
a

vg
n()

12 ---
a

n
⋅

⋅
12 ---

b
n

14 ---
12 ---

c
n

14 ---
⋅

⋅
+

⋅
⋅

+
≤

C
a

vg
n()

a
12 ---

n
n

14 ---
+










≤

C
a

vg
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≤

a
nm

1
-------

12 ---
b

m
1

m
2

-------
12 ---

c
m

2
⋅

⋅
+

⋅
⋅

+
⋅

⋅

m
1

n
2

a
2

⋅
(

)
b

c⋅
(

)
⁄

(
) 13 ---

=
m

2
n

a
b

c
2

⁄
⋅

⋅
(

) 13 ---

=

C
a
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n
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b

c
⋅
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m
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n
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m
2

n
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=

C
a
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n()

32 ---
a

n

13 ---
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A
uch die Z

w
ei-E

benen-S
prungsuche erreicht nicht die E

ffizienz der binären S
uche.

W
enn w

ir es jedoch zu einem
 n-E

benen-V
erfahren verallgem

einern, dann nähern w
ir

uns stetig dem
 Leistungsverhalten der binären S

uche an. B
ei log

2 n E
benen geht die

optim
ale S

prungsuche in das binäre S
uchverfahren über.

F
alls w

ir die einfache S
prungsuche m

it der binären S
uche (anstelle der sequentiellen

S
uche) kom

binieren, so ergibt sich als optim
ale S

prungw
eite n/2, also ein S

prung in
die M

itte des D
atenbestandes. D

er gesam
te S

uchablauf entspricht dann w
iederum

dem
 der binären S

uche, w
as w

iederum
 auf ihre generelle Ü

berlegenheit verw
eist.

D
ie S

prungsuche ist jedoch eine w
egen ihrer E

infachheit und E
ffizienz nützliche S

uch-
technik bei sortierten Listen, w

enn die binäre S
uche nicht angew

endet w
erden kann.

B
eispielsw

eise trifft dies bei bandorientierten S
uchvorgängen zu, w

enn die E
lem

ente
blockw

eise in den H
auptspeicher eingelesen w

erden. In einem
 solchen F

all ist die
S

prungsuche die natürliche V
orgehensw

eise zum
 A

uffinden einer zufälligen S
uchan-

forderung K
.

E
xp

o
n

en
tielle S

u
ch

e

B
inäre S

uche, F
ibonacci-S

uche und optim
ale S

prungsuche verlangen die K
enntnis

der Länge des S
uchbereichs, bevor m

it der S
uche begonnen w

erden kann. In F
ällen,

in denen der S
uchbereich sehr groß

 sein kann, ist es nützlich, für den vorliegenden
S

uchschlüssel K
 erst einm

al eine obere G
renze für den zu durchsuchenden A

bschnitt
zu bestim

m
en. D

ie exponentielle S
uche verfolgt diese V

orgehensw
eise.

D
er zu durchsuchende A

bschnitt der Liste L (m
it sehr groß

em
 n) für einen S

uchschlüs-
sel K

 w
ird m

it exponentiell w
achsenden S

chritten folgenderm
aß

en festgelegt:

i :=
 1;

W
H

IL
E

 K
 >

 L[i].K
ey D

O
i :=

 i +
 i

E
N

D
;

F
ür i >

 1 gilt für den auf diese W
eise bestim

m
ten S

uchabschnitt

L[i D
IV

 2].K
ey <

 K
 ≤ L[i].K

ey,

der dann m
it irgendeinem

 S
uchverfahren nach K

 zu durchsuchen ist.

W
enn in der sortierten Liste nur positive, ganzzahlige S

chlüssel ohne D
uplikate ge-

speichert sind, w
achsen die S

chlüsselw
erte m

indestens so stark w
ie die Indizes der

E
lem

ente. D
aher w

ird i in der den Listenabschnitt bestim
m

enden S
chleife höchstens

log
2

K
 m

al verdoppelt, d. h., der A
ufw

and zur B
estim

m
ung des gesuchten i-W

ertes er-
fordert m

axim
al log

2
K

 S
chlüsselvergleiche. D

urchsucht m
an nun den lokalisierten Li-

stenabschnitt beispielsw
eise m

it einer binären S
uche, so sind nochm

als höchstens
log

2
K

 S
chlüsselvergleiche erforderlich, da dieser A

bschnitt m
axim

al K
 E

lem
ente be-

sitzen kann. D
ie exponentielle S

uche nach einem
 E

lem
ent m

it S
chlüssel K

 erfordert
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also einen A
ufw

and von O
(log

2  K
). W

enn K
 sehr klein im

 V
ergleich zu n ist, kann die-

ses V
erfahren vorteilhaft eingesetzt w

erden.

In
terp

o
latio

n
ssu

ch
e

B
ei den bisher vorgestellten V

erfahren w
urden im

m
er nur Listenpositionen zur B

estim
-

m
ung des nächsten zu vergleichenden E

lem
entes herangezogen. D

ie S
chlüsselw

erte
selbst, m

it denen m
an den “A

bstand” zum
 S

uchschlüssel K
 abschätzen könnte, w

ur-
den nicht betrachtet. B

ei alltäglichen S
uchvorgängen, etw

a beim
 A

ufsuchen eines
S

tichw
ortes im

 Lexikon oder eines N
am

ens im
 T

elefonbuch, nutzen w
ir S

chlüsselw
erte

direkt aus, indem
 w

ir aus dem
 m

om
entan gefundenen S

chlüsselw
ert und dem

 W
ert

von K
 die nächste A

ufsuchposition abschätzen. D
a dieses A

bschätzen einem
 Inter-

polationsvorgang entspricht, bezeichnet m
an diese A

rt der S
uche auch als Interpo-

lationssuche.

Ä
hnlich w

ie bei der binären S
uche kann m

an die nächste S
uchposition pos aus den

W
erten ug und og der U

nter- und O
bergrenze des aktuellen S

uchbereichs berechnen.

N
atürlich ist pos noch in geeigneter W

eise auf die nächstkleinere oder -größ
ere Z

ahl
zu runden.

D
iese B

erechnung von pos ist nur dann eine gute S
chätzung, w

enn die S
chlüsselw

erte
im

 betreffenden B
ereich einigerm

aß
en gleichverteilt sind. T

rifft diese A
nnahm

e nicht
zu, so kann m

an sich durch die Interpolationsform
el sehr “verschätzen”. Im

 schlechte-
sten F

all führt diese S
uche dann auf einen linearen S

uchaufw
and (O

(n)) und w
ird som

it
von allen V

erfahren, die eine S
ortierordnung der E

lem
ente ausnutzen, deutlich über-

troffen. S
ind die n S

chlüssel jedoch unabhängig und gleichverteilte Z
ufallszahlen, so

läß
t 

sich 
zeigen, 

daß
 

die 
Interpolationssuche 

durchschnittlich 
m

it 
log

2 log
2 n 

+
 

1
S

chlüsselvergleichen auskom
m

t.

2.3
S

u
ch

en
 in

 g
eketteten

 D
aten

stru
ktu

ren

D
ie physische N

achbarschaft der E
lem

ente erfordert bei linearen Listen eine sequen-
tielle S

peicherung der G
esam

tstruktur. D
as bedeutet in der R

egel, daß
 der gesam

te
S

peicherplatz für die D
atenstruktur bei ihrer D

efinition zusam
m

enhängend angelegt
w

erden m
uß

 und nicht bei B
edarf dynam

isch erw
eitert w

erden kann. B
ei langsam

w
achsenden D

atenstrukturen führt dies zu einer schlechten S
peicherplatzausnutzung,

w
as bei einer langfristigen D

atenhaltung auf E
xternspeichern oft nicht toleriert w

erden
kann. E

ine V
ergröß

erung der statisch angelegten Liste erzw
ingt auß

erdem
 die A

lloka-
tion einer größ

eren Liste und das U
m

kopieren des m
om

entanen Listeninhalts.

p
o

s
u

g
K

L
u

g
[

].K
e

y
–

L
o

g
[

].K
e

y
L

u
g

[
].K

e
y

–
---------------------------------------------------------------

o
g

u
g

–
(

)
⋅

+
=
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G
eordnete Listen erlaubten schnelle S

uchalgorithm
en, die gerade die E

igenschaft
“sortierte S

chlüsselreihenfolge” und “direkter Z
ugriff auf alle Listenelem

ente” ausnutz-
ten. E

rhöhte K
osten ergeben sich dafür beim

 Ä
nderungsdienst in sortierten Listen, da

die genannten E
igenschaften bew

ahrt w
erden m

üssen. D
as E

infügen und Löschen ei-
nes E

lem
entes erfordert zunächst einen S

uchvorgang zur Lokalisierung der E
infüge-/

Löschposition. B
eim

 E
infügen ist dann für das neue E

lem
ent P

latz zu schaffen, w
as im

M
ittel einen A

ufw
and von n/2 V

erschiebungen von E
lem

enten im
pliziert. A

uch beim
Löschen fällt norm

alerw
eise ein m

ittlerer A
ufw

and von n/2 V
erschiebungen an, um

 den
frei gew

ordenen P
latz lückenlos zu schließ

en. D
urch V

ergabe sogenannter Lösch-
kennzeichen könnte m

an beim
 Löschen den V

erschiebeaufw
and einsparen, indem

m
an gelöschte E

lem
ente speziell kennzeichnet und in der Liste an ihrer P

osition be-
läß

t. Jedoch m
üssen dann die S

uch- und A
ktualisierungsalgorithm

en an diese M
aß

-
nahm

e angepaß
t w

erden. A
uß

erdem
 ist zu beachten, daß

 auf diese W
eise ggf. S

pei-
cherplatz in erheblichem

 U
m

fang ungenutzt blockiert w
ird. U

m
 diesen “toten S

peicher-
platz” freizugeben, m

uß
 m

an deshalb periodische R
eorganisationen durchführen oder

die F
reigabe m

it V
erschiebungen beim

 E
infügen kom

binieren.

H
äufige Ä

nderungsoperationen, starkes dynam
isches W

achstum
 oder fehlendes W

is-
sen zur statischen A

llokation des erforderlichen S
peicherplatzes erlauben es oft nicht,

eine sequentielle lineare Liste als D
atenstruktur heranzuziehen. S

tatt der A
llokation ei-

nes zusam
m

enhängenden S
peicherbereichs führen w

ir eine D
atenstruktur ein, bei der

der S
peicherplatz für jedes Listenelem

ent zum
 Z

eitpunkt seiner E
rzeugung dynam

isch
angelegt und beliebig über den verfügbaren S

peicherplatz verstreut w
erden kann; sie

w
ird gew

öhnlich als verkettete lineare Liste oder kurz als K
ette bezeichnet. D

er S
pei-

cherplatzbedarf dieser D
atenstruktur w

ächst also schritthaltend m
it den E

lem
enten,

die neu eingefügt w
erden. F

ür gelöschte E
lem

ente kann der S
peicherplatz sofort w

ie-
der freigegeben w

erden. S
o w

ird eine dynam
ische A

npassung des belegten S
peicher-

platzes an die aktuell gespeicherten Listenelem
ente erreicht. 

E
in

fach
 g

ekettete L
iste

D
ie Listenelem

ente w
erden als F

olge von K
noten organisiert, w

obei die einzelnen
K

noten beispielsw
eise folgenden T

yp besitzen:

T
Y

P
E

S
atzZ

eiger =
 P

O
IN

T
E

R
 T

O
 ListenE

lem
ent;

ListenE
lem

ent =
R

E
C

O
R

D
K

ey :
S

chluesselT
yp;

Info :
InfoT

yp;
N

ext :
S

atzZ
eiger

E
N

D
;
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E
ine K

ette m
it den Listenelem

enten 7, 13, 34, ..., 99 läß
t sich folgenderm

aß
en veran-

schaulichen:

D
urch eine A

nkeradresse ist der Listenanfang festzulegen. E
benso sind Listenenden

(durch N
IL) zu m

arkieren und eine K
ennzeichnung für die leere Liste zu bestim

m
en.

A
ls S

uchalgorithm
us kann bei der K

ettenstruktur sow
ohl im

 geordneten als auch im
 un-

geordneten F
all nur die sequentielle S

uche angew
endet w

erden. D
as bedeutet, daß

als durchschnittlicher S
uchaufw

and bei erfolgreicher S
uche stets

angenom
m

en w
erden m

uß
. Liegt eine S

ortierordnung vor, so kann die erfolglose
S

uche vorzeitig abgebrochen w
erden. S

ie benötigt im
 M

ittel das A
ufsuchen von

 E
lem

enten, w
ährend eine fehlende S

ortierordnung das vollständige D
urch-

suchen verlangt.

A
ktualisierungsoperationen w

ie E
infügen oder Löschen eines E

lem
ents erfordern bei

V
orliegen einer S

ortierordnung zunächst das A
ufsuchen der E

infügeposition oder des
zu löschenden E

lem
ents. B

ei zufälliger S
chlüsselausw

ahl und stochastischer U
nab-

hängigkeit der gespeicherten S
chlüsselm

enge (S
tandardannahm

en) m
üssen im

 M
ittel

 E
lem

ente aufgesucht w
erden. D

ie K
osten für das nachfolgende E

infügen

oder Löschen liegen dann bei O
(1).

D
o

p
p

elt g
ekettete L

iste

In 
der 

einfach 
geketteten 

Liste 
führen 

die 
O

perationen 
P

R
E

V
IO

U
S

(p, 
L) 

und
D

E
LE

T
E

(p, L) auf gew
isse S

chw
ierigkeiten oder im

plizieren eine aufw
endige Im

ple-
m

entierung. In sogenannten M
ultilist-S

trukturen (z.B
. zur U

nterstützung des Inform
ati-

on R
etrieval oder der D

atenbanksuche) kann ein E
lem

ent gleichzeitig M
itglied m

ehre-
rer Listen sein. V

or allem
 das Löschen w

ird dann besonders aufw
endig, w

enn die ein-
zelnen Listen sehr lang sind. Z

ur besseren U
nterstützung der D

E
LE

T
E

- und der
P

R
E

V
IO

U
S

-O
peration kann die doppelt gekettete Liste (D

oppelkette) vorgeschlagen
w

erden. Ihre K
noten besitzen beispielsw

eise folgenden T
yp:

T
Y

P
E

K
ettenZ

eiger =
 P

O
IN

T
E

R
 T

O
 K

ettenE
lem

ent;
K

ettenE
lem

ent =
R

E
C

O
R

D
K

ey :
S

chluesselT
yp;

Info :
InfoT

yp;
N

ext :
K

ettenZ
eiger;

P
rev:

K
ettenZ

eiger
E

N
D

;

7
...

13
...

34
...

99
...

• • •
•

C
a

vg
n

1
+2

------------
=

n
1

+
(

)
2⁄

n
1

+
(

)
2⁄
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E
ine D

oppelkette m
it den E

lem
enten 47, 13, 25, ..., 3 läß

t sich entsprechend illustrie-
ren:

Im
 V

ergleich zur einfachen V
erkettung ist ein höherer S

peicherplatzbedarf erforderlich.
D

er A
ufw

and bei den A
ufsuchoperationen entspricht dem

 der einfach geketteten Liste.
A

ktualisierungsoperationen erfordern höheren A
ufw

and zur A
npassung der V

erket-
tung, jedoch ggf. geringeren S

uchaufw
and zur B

estim
m

ung des V
orgängers.

2.4
Z

u
g

riffsb
estim

m
te lin

eare L
isten

F
alls die Z

ugriffshäufigkeiten für die einzelnen E
lem

ente einer Liste sehr unterschied-
lich sind, so kann es vorteilhaft sein, auf die S

ortierreihenfolge der S
chlüsselw

erte zu
verzichten, die E

lem
ente in der R

eihenfolge ihrer Z
ugriffshäufigkeit anzuordnen und

die Liste stets sequentiell zu durchsuchen.

H
äu

fig
keitsg

eo
rd

n
ete L

isten

F
alls die Z

ugriffsw
ahrscheinlichkeiten p

i  für die einzelnen Listenelem
ente bekannt

sind, können die m
ittleren S

uchkosten direkt berechnet w
erden:

Z
ur M

inim
ierung der S

uchkosten läß
t sich die Liste direkt so aufbauen oder um

organi-
sieren, daß

gilt.

E
ine berühm

te und häufig in der P
raxis beobachtete V

erteilung folgt der sogenannten
80-20-R

egel. B
eispielsw

eise betreffen 80%
 der S

uchanfragen 20%
 des D

atenbestan-
des und von diesen 80%

 w
iederum

 80%
, also insgesam

t 64%
, der S

uchanfragen rich-
ten sich an 20%

 von 20%
, also insgesam

t 4%
, der D

aten. D
iese V

erteilung nach der
80-20-R

egel kann m
athem

atisch approxim
iert w

erden; als erw
arteten S

uchaufw
and

erhält m
an

• • •
•

47
...

13
...

25
...

•
...

3

C
a

vg
n()

1
p

1
2

p
2

⋅
3

p
3

⋅
…

n
p

n
⋅

+
+

+
+

⋅
=

p
1

p
2

…
p

n
≥

≥
≥

C
a

vg
n()

0,122
n⋅

=
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S
elb

sto
rg

an
isieren

d
e L

isten

E
ine statische A

nordnung der Listenelem
ente ist nicht sehr hilfreich, w

enn die Z
ugriffs-

w
ahrscheinlichkeiten nicht bekannt sind oder w

enn sie sich ständig ändern. E
s gibt

verschiedene V
orschläge, die häufigkeitsgeordnete Liste durch S

elbstorganisation zu
erreichen.

In der Literatur w
urde die F

C
-R

egel (F
requency C

ount) intensiv analysiert. D
anach

w
ird jedem

 E
lem

ent ein H
äufigkeitszähler zugeordnet, der die aktuelle A

nzahl der Z
u-

griffe speichert. Jeder Z
ugriff auf ein E

lem
ent erhöht dessen H

äufigkeitszähler um
 1;

falls erforderlich, w
ird danach die Liste lokal neu geordnet, so daß

 die H
äufigkeitszäh-

ler der E
lem

ente eine absteigende R
eihenfolge bilden.

E
in w

eiteres V
erfahren, die Z

ugriffshäufigkeiten anzunähern, w
ird durch die M

F
-R

egel
(M

ove-to-F
ront) verkörpert. H

ierbei w
ird das Z

ielelem
ent eines S

uchvorgangs nach je-
dem

 Z
ugriff an die erste P

osition der Liste gesetzt. D
ie relative R

eihenfolge der übrigen
E

lem
ente ändert sich dadurch nicht.

A
ls drittes V

erfahren sei die T
-R

egel (T
ranspose) erw

ähnt. D
anach w

ird das Z
ielele-

m
ent eines S

uchvorgangs m
it dem

 unm
ittelbar vorangehenden E

lem
ent vertauscht.

D
ie W

irkung dieser R
egeln hängt stark von den Z

ugriffshäufigkeiten der E
lem

ente und
der R

eihenfolge der Z
ugriffsanforderungen ab. D

ie gleiche M
enge von S

uchanforde-
rungen kann in verschiedenen R

eihenfolgen ausgeführt unterschiedliche Listenanord-
nungen ergeben. D

ie F
C

-R
egel sorgt stets für eine A

nordnung der Listenelem
ente in

abnehm
ender Z

ugriffshäufigkeit. Ihr W
artungsaufw

and und ihr S
peicherplatzbedarf

sind jedoch deutlich höher als bei den anderen beiden S
trategien. B

ei A
nw

endung der
M

F
-R

egel springt ein E
lem

ent nach einer R
eferenz an die erste P

osition, w
ird es häufig

rereferenziert, so bleibt es auf den vorderen Listenpositionen. F
alls es jedoch längere

Z
eit nicht referenziert w

ird, w
ird es langsam

 zum
 Listenende hin verschoben. D

ie T
-

R
egel dagegen bew

irkt bei häufigen R
eferenzen ein langsam

es V
erschieben zum

Listenanfang und bei A
usbleiben von R

eferenzen ein solches zum
 Listenende. E

ine
genauere A

nalyse der V
erfahren findet sich in [H

H
85].

2.5
S

tacks

E
in S

tack kann als spezielle Liste aufgefaß
t w

erden, bei der alle E
infügungen und Lö-

schungen nur an einem
 E

nde, T
O

P
 genannt, vorgenom

m
en w

erden. E
r hat viele N

a-
m

en: S
tapel, K

eller, LIF
O

-Liste usw
. D

as M
odell eines S

tacks läß
t sich veranschauli-

chen durch einen S
tapel (beispielsw

eise von B
üchern), bei dem

 m
an jew

eils nur das
oberste E

lem
ent w

egnehm
en oder ein neues E

lem
ent nur auf das oberste legen kann.

26

S
tacks haben bei der rechnerinternen V

erarbeitung viele w
ichtige A

nw
endungen (A

us-
führung von P

rozeduren, S
prachübersetzung usw

.).

A
uf einem

 S
tack sind folgende O

perationen definiert:

•
C

R
E

A
T

E
: E

rzeugt den leeren S
tack.

•
IN

IT
(S

): Initialisiert S
 als leeren S

tack.

•
P

U
S

H
(S

, x): F
ügt das E

lem
ent x als oberstes E

lem
ent von S

 ein.

•
P

O
P

(S
): Löschen des E

lem
entes, das als letztes in den S

tack S
 eingefügt w

urde.

•
T

O
P

(S
): A

bfragen des E
lem

entes, das als letztes in den S
tack S

 eingefügt w
urde.

•
E

M
P

T
Y

(S
): A

bfragen, ob der S
tack S

 leer ist.

D
ie W

irkungsw
eise der O

perationen soll an einem
 kleinen B

eispiel dem
onstriert w

er-
den, w

obei die D
arstellung kein H

inw
eis auf die Im

plem
entierung der D

atenstruktur ist.

A
m

 B
eispiel eines S

tacks (und später der S
chlange) w

ollen w
ir zeigen, w

ie A
bstrakte

D
atentypen form

al spezifiziert w
erden. A

ls V
orteil einer solchen form

alen B
eschrei-

bungsw
eise läß

t sich anführen, daß
 nur die auf einem

 A
bstrakten D

atentyp ausführba-
ren O

perationen, nicht aber die E
igenschaften und Im

plem
entierung der D

atenstruktu-
ren festgelegt w

erden. E
s zeigt sich jedoch, daß

 eine solche B
eschreibungsw

eise nicht
im

m
er intuitiv verständlich ist und oft die S

pezifikation unw
ichtiger E

inzelheiten ver-
langt. B

ei kom
plexen D

atenstrukturen überw
iegen diese N

achteile, so daß
 in der R

e-
gel w

eniger form
ale S

pezifikationsw
eisen herangezogen w

erden.

Im
 folgenden bezeichne E

LE
M

 den W
ertebereich der E

lem
ente, die im

 S
tack gespei-

chert w
erden sollen. S

T
A

C
K

 sei die M
enge der Z

ustände, in denen sich der S
tack be-

finden kann. D
er leere S

tack w
ird durch s

0  ∈
 S

T
A

C
K

 bezeichnet. D
ie O

perationen w
er-

den durch ihre F
unktionalität charakterisiert. Ihre S

em
antik w

ird durch A
xiom

e festge-
legt. D

ann läß
t sich der S

tack als A
bstrakter D

atentyp w
ie folgt definieren:

D
atentyp

S
T

A
C

K
B

asistyp
E

LE
M

abcab

b
T

O
P

(S
) =

 a

T
O

P
(S

) =
 c

T
O

P
(S

) =
 b

P
U

S
H

(S
, c)

P
O

P
(S

)

P
O

P
(S

)

E
M

P
T

Y
(S

) =
 T

R
U

E
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O
perationen:

C
R

E
A

T
E

:
→

S
T

A
C

K
;

IN
IT

:
S

T
A

C
K

→
S

T
A

C
K

;
P

U
S

H
:

S
T

A
C

K
 × E

LE
M

→
S

T
A

C
K

;
P

O
P

:
S

T
A

C
K

 - {s
0 }

→
S

T
A

C
K

;
T

O
P

:
S

T
A

C
K

 - {s
0 }

→
E

LE
M

;
E

M
P

T
Y

:
S

T
A

C
K

→
{T

R
U

E
, F

A
LS

E
}.

A
xiom

e:,

C
R

E
A

T
E

=
s

0 ;
E

M
P

T
Y

 (C
R

E
A

T
E

) 
=

 
T

R
U

E
;

∀
s ∈

 S
T

A
C

K
, ∀

x ∈
 E

LE
M

:
IN

IT
(s)

=
s

0 ;
E

M
P

T
Y

(P
U

S
H

(s , x))
=

F
A

LS
E

;
T

O
P

(P
U

S
H

(s , x))
=

x;
P

O
P

(P
U

S
H

(s , x))
=

s;
N

O
T

 E
M

P
T

Y
(s) ⇒

 P
U

S
H

 (P
O

P
(s) , T

O
P

(s)) =
 s; 

D
iese S

pezifikation gibt nur die abstrakten E
igenschaften eines S

tacks w
ieder, der be-

liebig groß
 w

erden kann. S
ie verzichtet auf die F

estlegung jeglicher R
ealisierungsei-

genschaften. E
ine konkrete Im

plem
entierung kann beispielsw

eise auf der B
asis einer

sequentiellen Liste, einer K
ette oder einer D

oppelkette erfolgen. D
abei m

uß
 dann auch

das V
erhalten bei F

ehlern oder B
eschränkungen (z.B

. voller S
tack) festgelegt w

erden.

2.6
S

ch
lan

g
en

D
ie S

chlange (oder F
IF

O
-S

chlange, W
arteschlange) ist eine andere A

rt einer speziel-
len Liste, bei der die E

lem
ente an einem

 E
nde (hinten) eingefügt und am

 anderen
E

nde (vorne) entfernt w
erden. D

as M
odell der S

chlange ist intuitiv klar und kann durch
das B

ild der W
arteschlange beispielsw

eise vor einem
 S

chalter verdeutlicht w
erden.

A
uch sie w

ird in vielen R
echneranw

endungen eingesetzt (z.B
. S

cheduling, S
im

ulati-
on). O

bw
ohl die O

perationen ähnlich w
ie beim

 S
tack sind - der H

auptunterschied liegt
im

 E
infügen am

 hinteren E
nde -, hat sich eine gänzlich verschiedene T

erm
inologie her-

ausgebildet. A
uf einer S

chlange (Q
ueue) sind folgende O

perationen festgelegt:

•
C

R
E

A
T

E
:

E
rzeugt die leere S

chlange

•
IN

IT
(Q

) 
: 

Initialisiert Q
 als leere S

chlange

•
E

N
Q

U
E

U
E

(Q
, x)

: 
F

ügt das E
lem

ent x am
 E

nde der S
chlange Q

 ein
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•
D

E
Q

U
E

U
E

(Q
) 

:
Löschen des E

lem
entes, das am

 längsten in der S
chlange

verw
eilt (erstes E

lem
ent)

•
F

R
O

N
T

(Q
) 

:
A

bfragen des ersten E
lem

entes in der S
chlange

•
E

M
P

T
Y

(Q
) 

:
A

bfragen, ob die S
chlange leer ist.

Z
ur V

erdeutlichung der W
irkungsw

eise dieser O
perationen diene das folgende B

ei-
spiel:

D
ie zugehörige D

efinition des A
bstrakten D

atentyps S
chlange sieht folgenderm

aß
en

aus; dabei bezeichnet q
0  ∈

 Q
U

E
U

E
 die leere S

chlange:

D
atentyp

Q
U

E
U

E
B

asistyp
E

LE
M

O
perationen:

C
R

E
A

T
E

:
→

Q
U

E
U

E
;

IN
IT

:
Q

U
E

U
E

→
Q

U
E

U
E

;
E

N
Q

U
E

U
E

:
Q

U
E

U
E

 × E
LE

M
→

Q
U

E
U

E
;

D
E

Q
U

E
U

E
:

Q
U

E
U

E
 - {q

0 }
→

Q
U

E
U

E
;

F
R

O
N

T
:

Q
U

E
U

E
 - {q

0 }
→

E
LE

M
;

E
M

P
T

Y
:

Q
U

E
U

E
→

{T
R

U
E

, F
A

LS
E

}.

A
xiom

e:

C
R

E
A

T
E

=
q

0 ;

E
M

P
T

Y
 (C

R
E

A
T

E
) 

=
 

T
R

U
E

;

∀
q ∈

 Q
U

E
U

E
, ∀

x ∈
 E

LE
M

:
IN

IT
(q) =

 q
0 ;

E
M

P
T

Y
(E

N
Q

U
E

U
E

(q, x)) =
 F

A
LS

E
;

E
M

P
T

Y
(q) 

⇒
F

R
O

N
T

(E
N

Q
U

E
U

E
(q , x)) =

 x;
E

M
P

T
Y

(q) 
⇒

D
E

Q
U

E
U

E
(E

N
Q

U
E

U
E

(q , x) =
 q;

N
O

T
 E

M
P

T
Y

(q) 
⇒

F
R

O
N

T
(E

N
Q

U
E

U
E

(q , x)) =
 F

R
O

N
T

(q);
N

O
T

 E
M

P
T

Y
(q) 

⇒
D

E
Q

U
E

U
E

(E
N

Q
U

E
U

E
(q , x)) =

 E
N

Q
U

E
U

E
(D

E
Q

U
E

U
E

(q), x).

a
b

c
a

b
c

d

a
b

d
a

d

E
N

Q
U

E
U

E
 (Q

,d)

D
E

Q
U

E
U

E
 (Q

)

D
E

Q
U

E
U

E
 (Q

)

F
R

O
N

T
 (Q

) =
 a

F
R

O
N

T
 (Q

) =
 b

F
R

O
N

T
 (Q

) =
 c
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A
uch hier sind viele M

öglichkeiten für die Im
plem

entierung dieses D
atentyps denkbar.

H
äufig w

ird m
an dazu sequentielle Listen, K

etten oder D
oppelketten heranziehen.

2.7
V

o
rran

g
w

artesch
lan

g
en

E
ine V

orrangw
arteschlange (W

arteschlange m
it P

riorität, priority queue) ist eine D
a-

tenstruktur, bei der jedem
 E

lem
ent eine P

riorität zugeordnet ist. E
s w

ird in dieser S
truk-

tur im
m

er das E
lem

ent m
it der höchsten P

riorität (geringste Z
ahl in unseren B

eispie-
len) entfernt. D

as F
IF

O
-V

erhalten der einfachen W
arteschlange w

ird dadurch aufge-
geben. F

olgende O
perationen sind auf einer V

orrangw
arteschlange definiert:

•
C

R
E

A
T

E
:

E
rzeugt die leere S

chlange

•
IN

IT
(P

)
:

Initialisiert P
 als leere S

chlange

•
IN

S
E

R
T

(P
, x)

:
F

ügt neues E
lem

ent x in S
chlange P

 ein

•
D

E
LE

T
E

(P
)

:
Löschen des E

lem
entes m

it der höchsten P
riorität aus P

•
M

IN
(P

)
:

A
bfragen des E

lem
entes m

it der höchsten P
riorität

•
E

M
P

T
Y

(P
)

:
A

bfragen, ob S
chlange P

 leer ist.

A
us E

ffizienzgründen w
ird m

an die E
lem

ente in der W
arteschlange w

ie im
 folgenden

B
eispiel nach P

rioritäten geordnet halten. V
on der D

efinition des A
bstrakten D

atentyps
her ist dies jedoch nicht notw

endig. In unserem
 B

eispiel bezeichnen die Z
ahlen die

P
rioritäten der E

lem
ente:

E
ine V

orrangsw
arteschlange läß

t sich folgenderm
aß

en als A
bstrakter D

atentyp defi-
nieren; p

0  ∈
 P

Q
U

E
U

E
 bezeichne dabei die leere V

orrangw
arteschlange:

D
atentyp

P
Q

U
E

U
E

B
asistyp

E
LE

M
 (besitzt eine totale O

rdnung ≤)

7
5

4
9

1

IN
S

E
R

T
 (P

,5)

D
E

LE
T

E
 (P

)

IN
S

E
R

T
 (P

,1)

M
IN

 (P
) =

 3
M

IN
 (P

) =
 1

M
IN

 (P
) =

 3
M

IN
 (P

) =
 3

3
7

4
3

9

7
5

4
9

3
7

5
4

9
3
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O
perationen:

C
R

E
A

T
E

:
→

P
Q

U
E

U
E

;
IN

IT
:

P
Q

U
E

U
E

→
P

Q
U

E
U

E
;

IN
S

E
R

T
:

P
Q

U
E

U
E

 × E
LE

M
→

P
Q

U
E

U
E

;
D

E
LE

T
E

:
P

Q
U

E
U

E
 - {p

0 }
→

P
Q

U
E

U
E

;
M

IN
:

P
Q

U
E

U
E

 - {p
0 }

→
E

LE
M

;
E

M
P

T
Y

:
P

Q
U

E
U

E
→

{T
R

U
E

, F
A

LS
E

}.

A
xiom

e:

C
R

E
A

T
E

=
p

0 ;

E
M

P
T

Y
 (C

R
E

A
T

E
)

=
 

T
R

U
E

;

∀
p ∈

 P
Q

U
E

U
E

, ∀
x ∈

 E
LE

M
:

IN
IT

(p)
=

p
0 ;

E
M

P
T

Y
(IN

S
E

R
T

(p, x))
=

F
A

LS
E

;
E

M
P

T
Y

(p) 
⇒

M
IN

(IN
S

E
R

T
(p, x)) =

 x;
E

M
P

T
Y

(p) 
⇒

D
E

LE
T

E
(IN

S
E

R
T

(p, x)) =
 p;

N
O

T
 E

M
P

T
Y

(p) 
⇒

IF
 x ≤ M

IN
(p) T

H
E

N
 M

IN
(IN

S
E

R
T

(p, x)) =
 x

E
LS

E
 M

IN
(IN

S
E

R
T

(p, x)) =
 M

IN
(p);

N
O

T
 E

M
P

T
Y

(p)
⇒

IF
 x ≤ M

IN
(p) T

H
E

N
 D

E
LE

T
E

(IN
S

E
R

T
(p , x)) =

 p
E

LS
E

 D
E

LE
T

E
(IN

S
E

R
T

(p, x)) =
 IN

S
E

R
T

(D
E

LE
T

E
(p),x);

W
enn w

ir zur Im
plem

entierung dieses A
bstrakten D

atentyps Listen heranziehen, kön-
nen w

ir diese ungeordnet lassen oder bei jeder E
infügung die S

ortierreihenfolge der
P

rioritäten beachten. B
ei V

orliegen einer S
ortierreihenfolge ist die M

IN
-B

estim
m

ung
sehr einfach: es w

ird im
m

er das erste E
lem

ent der Liste genom
m

en. D
as E

infügen ist
jedoch aufw

endiger, da jedesm
al im

 M
ittel die H

älfte der Liste durchsucht w
erden m

uß
.

B
ei ungeordneten Listen ist das E

infügen sehr billig, der erhöhte A
ufw

and fällt dann
bei der M

IN
-B

estim
m

ung und beim
 Löschen an.

S
equentielle 

Listen 
taugen 

für 
die 

Im
plem

entierung 
von 

V
orrangw

arteschlangen
schlecht; in der R

egel w
ird m

an gekettete Listen heranziehen. M
an könnte aber auch

spezielle B
aum

strukturen zur D
arstellung solcher W

arteschlangen verw
enden.

2.8
L

isten
 au

f extern
en

 S
p

eich
ern

 

B
ei der O

rganisation von D
aten in zw

eistufigen S
peichern (H

auptspeicher, E
xternspei-

cher) m
üssen die D

aten erst in den H
auptspeicher (Z

ugriffszeit etw
a 60 ns) gebracht

w
erden, bevor eine V

ergleichs- und V
erzw

eigungsoperation abgew
ickelt w

erden kann.
D

er “lange Z
ugriffsw

eg” bei externen D
atenbeständen ist in B

ild 2.1 skizziert. B
ei einer
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zw
eistufigen S

peicherhierarchie verläuft der Z
ugriffsw

eg über K
anal und S

teuereinheit
zur M

agnetplatte. B
ei der S

uche auf der M
agnetplatte fallen verschiedene Z

eitanteile
an: zur P

ositionierung des S
chreib-/Lesekopfes über dem

 richtigen Z
ylinder (Z

ugriffs-
bew

egungszeit), zur Lokalisierung der gesuchten D
aten in der S

pur (U
m

drehungsw
ar-

tezeit) und für ihren T
ransport zum

 H
auptspeicher (Ü

bertragungszeit). D
er D

atentrans-
port erfolgt gew

öhnlich in E
inheiten fester Länge, die als B

löcke, S
eiten oder physische

S
ätze bezeichnet w

erden. T
ypische B

locklängen liegen zw
ischen 2 K

 und 8 K
 B

ytes.
D

ie Z
ugriffszeit zum

 A
ufsuchen und Ü

bertragen eines B
lockes beträgt bei heutigen

M
agnetplattengeräten etw

a 12 - 20 m
s. E

ine interne O
peration ist also etw

a um
 den

F
aktor 2*10

5 schneller als ein externer Z
ugriff. D

eshalb spielt die N
utzung von R

efe-
renzlokalität bei der V

erarbeitung von D
aten eine herausragende R

olle, um
 die Z

u-
griffshäufigkeit auf externe D

aten zu m
inim

ieren. D
iese Lokalität läß

t sich durch selbst-
organisierende Listen und entsprechende E

rsetzungsverfahren für D
aten, die sich be-

reits im
 H

auptspeicher befinden, erheblich steigern. 

B
ild 2.1:

Z
ugriffsw

ege bei einer zw
eistufigen S

peicherhierarchie

A
lle sequentiellen O

rganisationsform
en sind zugeschnitten auf die fortlaufende V

erar-
beitung aller S

ätze eines S
atztyps und besitzen im

 allgem
einen groß

e N
achteile beim

w
ahlfreien Z

ugriff und beim
 Ä

nderungsdienst.

S
eq

u
en

tielle L
isten

B
ei sequentiellen Listen - oft auch als S

A
M

-O
rganisation (sequentiell access m

ethod)
bezeichnet - sind die S

ätze physisch benachbart in S
eiten abgelegt. D

ieses S
truktu-

rierungsm
erkm

al gew
ährleistet eine C

luster-B
ildung der S

ätze in der sequentiellen Li-
ste, w

odurch bei der sequentiellen V
erarbeitung eine M

inim
ierung des E

/A
-A

ufw
an-

B
etriebssystem

E
/A

-P
uffer

B
enutzer

• • •

S
teuereinheit

K
anal

E
xternspeicher 

H
auptspeicher

(z. B
. M

agnetplatten)
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des erreicht w
ird. D

ie S
ätze der Listenstruktur können dabei nach einem

 eindeutigen
S

chlüssel (P
rim

ärschlüssel) sortiert (key sequenced) oder völlig ungeordnet (entry se-
quenced) sein, da beim

 S
uchen physisch fortlaufende V

ergleiche durchgeführt w
er-

den. B
ei n S

ätzen eines S
atztyps und b S

ätzen pro S
eite ergeben sich im

 M
ittel für

das w
ahlfreie A

ufsuchen eines S
atzes n/(2*b) S

eitenzugriffe. Im
 F

alle einer S
ortier-

ordnung bleibt das E
infügen von S

ätzen nur dann auf ein erträgliches M
aß

 be-
schränkt, w

enn S
eiten durch K

ettungstechniken beliebig zugeordnet und S
plit-V

erfah-
ren angew

endet w
erden können. Lediglich im

 S
onderfall der sortierten sequentiellen

Listen m
it fortlaufend zugeordneten S

eiten läß
t sich das binäre S

uchen als ein baum
-

strukturiertes V
ergleichsverfahren m

it O
(log

2 (n/b)) S
eitenzugriffen einsetzen. D

as
E

infügen eines S
atzes erfordert dann jedoch im

 D
urchschnitt das V

erschieben von n/
2 S

ätzen oder Ä
nderungen in n/(2*b) S

eiten.

G
ekettete L

isten

In geketteten Listen sind alle S
ätze eines S

atztyps - sortiert oder ungeordnet - durch
Z

eiger m
iteinander verkettet. D

as E
infügen von S

ätzen w
ird dadurch erleichtert, daß

sie auf einen beliebigen freien S
peicherplatz gespeichert w

erden können. D
a durch

die S
truktur keinerlei K

ontrolle über eine C
luster-B

ildung ausgeübt w
ird, erfordert das

A
ufsuchen eines S

atzes durch logisch fortlaufenden V
ergleich im

 M
ittel n/2 S

eitenzu-
griffe.

B
ei den typischen G

röß
enordnungen von n ergibt sich ganz abgesehen von den W

ar-
tungskosten ein so hoher A

ufw
and für den direkten Z

ugriff über einen eindeutigen
S

chlüssel, daß
 solche S

trukturen z. B
. in einer D

atenbankum
gebung nur in A

usnah-
m

efällen für den P
rim

ärschlüsselzugriff in F
rage kom

m
en.

E
in

satz vo
n

 L
isten

M
it Listen lassen sich S

atzm
engen beliebiger G

röß
e auf dem

 E
xternspeicher able-

gen. W
ie eben diskutiert, existieren dafür zw

ei prinzipielle O
rganisationsm

öglichkei-
ten: alle nach dem

 V
erknüpfungskriterium

 zusam
m

engehörigen S
ätze können in die

V
erknüpfungsstruktur eingebettet sein oder sie können ausgelagert und separat ge-

speichert w
erden. D

a die E
lem

ente der V
erknüpfungsstruktur ebenso physisch be-

nachbart oder durch Z
eiger verkettet organisiert w

erden können, ergeben sich vier
G

rundform
en der S

trukturierung (B
ild 2.2).  W

ir diskutieren hier diese G
rundform

en
vor allem

 hinsichtlich ihrer U
nterstützung der inhaltsbezogenen S

uche, also der M
ög-

lichkeit, m
it H

ilfe von sogenannten S
ekundärschlüsseln direkt auf die zugehörigen

S
ätze des D

atenbestandes zugreifen zu können (Z
ugriffspfade für S

ekundärschlüs-
sel, Invertierung über W

erte von A
ttributen). 

O
bw

ohl prinzipiell m
öglich, ist M

ethode 1 - auch sequentielle Liste (LIS
T

 O
F

 T
U

P
LE

)
genannt - als Im

plem
entierungstechnik für S

ekundärschlüsselzugriff nicht gebräuch-
lich. D

a in der R
egel Z

ugriffspfade für m
ehrere S

ekundärschlüssel eines S
atztyps an-
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zulegen sind, w
ürde ein hoher G

rad an S
peicherredundanz eingeführt w

erden, da die
S

ätze w
egen des V

erknüpfungskriterium
s “physische N

achbarschaft” für jeden S
e-

kundärschlüssel separat gespeichert w
erden m

üß
ten. G

gf. w
äre es denkbar, für den

“w
ichtigsten” S

ekundärschlüssel eine solche Listenstruktur vorzusehen, w
eil dann

das A
ufsuchen der zusam

m
engehörigen S

ätze w
egen ihrer physischen N

achbar-
schaft besonders schnell erfolgen kann.

M
ethode 2 - auch als K

ettungstechnik (C
H

A
IN

 O
F

 T
U

P
LE

) bekannt - legt bei jedem
invertierten A

ttribut pro A
ttributw

ert eine gekettete Liste (K
ette) an. S

ie verm
eidet

zw
ar die S

peicherredundanz, im
pliziert aber bei der A

nfrageausw
ertung schw

erw
ie-

gende N
achteile. D

a die S
ätze in einer geketteten Liste nur satzw

eise nacheinander
aufgesucht w

erden können, läß
t sich bei E

rgebnism
engen für eine A

nfrage der S
atz-

zugriff nicht beschleunigen. D
ie vom

 K
onzept her gegebene M

öglichkeit des paralle-
len und in der R

eihenfolge optim
ierten Z

ugriffs ausschließ
lich auf die T

refferm
enge ei-

ner A
nfrage w

ird durch die K
ettenbildung verhindert. W

eiterhin lassen sich die bei der
A

usw
ertung 

von 
A

nfragen 
m

it 
m

ehreren 
S

uchkriterien 
erforderlichen 

m
engen-

algebraischen O
perationen nur sehr um

ständlich realisieren. B
ei disjunktiven V

er-
knüpfungen (O

D
E

R
) sind alle betroffenen K

etten zu verfolgen, w
ährend bei konjunkti-

ven V
erknüpfungen (U

N
D

) aus K
ostengründen m

öglichst die kürzeste K
ette zu be-

B
ild 2.2:

Listentechniken - K
onzepte zur V

erknüpfung von S
atzm

engen

S
atz 1

S
atz 2

S
atz 3

E
in

g
eb

ettete V
erkn

ü
p

fu
n

g
sstru

ktu
r:

1. P
hysische N

achbarschaft der S
ätze

2. V
erkettung der S

ätze

A
u

sg
elag

erte V
erkn

ü
p

fu
n

g
sstru

ktu
r:

3. P
hysische N

achbarschaft der V
erw

eise (Z
eiger)

4. V
erkettung der V

erw
eise 

S
atz 1

Z
S

atz 2
Z

S
atz 3

²

S
atz 1

Z

S
atz 2

Z

S
atz 3

Z

S
atz 1

Z

S
atz 2

S
atz 3

Z
Z

Z
Z

²
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stim
m

en und auszuw
erten ist. Im

 allgem
einen F

all m
üssen dabei auch S

ätze, die sich
nicht für die A

nfrage qualifizieren, aufgesucht w
erden. A

us diesen G
ründen findet die

K
ettungstechnik in der P

raxis für sekundäre Z
ugriffspfade kaum

 A
nw

endung.

M
ethode 3 - auch sequentielle V

erw
eisliste (LIS

T
 O

F
 P

O
IN

T
E

R
) genannt - ist zuge-

schnitten auf die A
usw

ertung von A
nfragen m

it m
ehreren S

uchkriterien. D
urch die se-

parate S
peicherung der S

atzverw
eise (Z

eigerliste, B
itliste) lassen sich m

engenalge-
braische O

perationen sehr effizient und ausschließ
lich auf diesen S

trukturdaten aus-
führen. N

ach A
bleitung der T

refferliste können - durch N
utzung von P

arallelität, R
ei-

henfolge u. a. - beliebige V
erfahren zur O

ptim
ierung des Z

ugriffs auf die qualifizierten
S

ätze eingesetzt w
erden. A

us diesen G
ründen verkörpert M

ethode 3 das S
tandard-

verfahren für sekundäre Z
ugriffspfade. 

M
ethode 4 - gekettete V

erw
eisliste (C

H
A

IN
 O

F
 P

O
IN

T
E

R
) genannt - w

eist zw
ar die

höchsten F
reiheitsgrade auf, die aber in den typischen A

nw
endungen nicht ausge-

nutzt w
erden. N

eben den höchsten S
peicherplatzkosten erfordert sie die höchsten

Z
ugriffskosten, so daß

 sich ihr E
insatz auch aus ökonom

ischen G
ründen verbietet.

2.9
B

itlisten

B
itlisten können als eine spezielle Im

plem
entierung von V

erw
eislisten angesehen w

er-
den. N

eben einer S
peicherplatzeinsparung - bei dünn besetzten B

itlisten durch K
om

-
prim

ierungstechniken - läß
t sich dadurch auch bei der S

uche nach m
ehreren S

uchkri-
terien eine B

eschleunigung der m
engenalgebraischen O

perationen bei der V
erknüp-

fung der zugehörigen B
itlisten erzielen. 

D
er G

rundgedanke dieser Invertierungstechnik besteht darin, die B
itpositionen einer

linearen B
itfolge eindeutig den S

ätzen zuzuordnen. D
ieses läß

t sich im
m

er durch eine
sogenannte Z

uordnungstabelle erreichen; in S
onderfällen kann die Z

uordnung auch
algorithm

isch erfolgen - beispielsw
eise durch die B

erechnung der N
um

m
er oder

A
dresse des S

atzes aus der B
itposition. W

enn ein A
ttribut invertiert und som

it zu ei-
nem

 S
ekundärschlüssel w

erden soll, w
ird für jedes seiner A

ttributw
erte (S

ekundär-
schlüsselw

ert) eine B
itliste angelegt, in der die P

ositionen m
arkiert sind (1-B

it), deren
zugeordneter S

atz den W
ert des S

ekundärschlüssels besitzt. D
ie einfachste F

orm
 der

Im
plem

entierung erhält m
an durch die B

itm
atrix fester Länge (B

it-P
attern-M

atrix), bei
der die Z

eilen den S
ekundärschlüsselw

erten und die S
palten den S

ätzen entsprechen.
Im

 P
rinzip hat eine B

itm
atrix für ein A

ttribut A
i  m

it j verschiedenen A
ttributw

erten a
i1 ,

..., a
ij  folgendes A

ussehen:
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B
eim

 Z
ugriff über ein einfaches S

uchkriterium
 (A

i =
a

ij ) lassen sich in der betreffenden

B
itliste die zugehörigen M

arkierungen und daraus die A
dressen der qualifizierten S

ät-
ze direkt erm

itteln. S
ollen S

ätze nach m
ehreren S

uchkriterien - beispielsw
eise ((A

i =
a

ij )

A
N

D
 (A

k =
a

kn ) O
R

 (A
k =

a
km

)) - aufgesucht w
erden, so sind zunächst die betreffenden

B
itlisten m

it H
ilfe der m

engenalgebraischen O
perationen A

N
D

 und O
R

 zu verknüpfen,
w

as bei der vorliegenden D
arstellungsform

 sehr effizient erfolgen kann. D
ie resultie-

rende B
itliste enthält dann unm

ittelbar die M
arkierungen aller qualifizierten S

ätze (T
ref-

fer), deren A
dressen w

ie im
 F

all des Z
ugriffs über ein einfaches S

uchkriterium
 be-

stim
m

t w
erden können. 

D
er S

peicherplatzbedarf für die B
itm

atrix ist im
 allgem

einen relativ hoch, da in jeder
B

itliste jew
eils B

itpositionen für alle S
ätze vorgesehen sein m

üssen. Z
ur S

peicherung
einer solchen B

itm
atrix benötigt m

an deshalb N
*j B

its. W
enn in jedem

 S
atz pro A

ttribut
ein A

ttributw
ert vorkom

m
t, sind insgesam

t N
 B

itpositionen m
arkiert (M

arkierung =
 ge-

setztes B
it). E

s ergibt sich also ein S
peicherplatzbedarf pro M

arkierung von j B
its

(S
M

=
j). Lediglich bei niedriger S

elektivität der S
chlüsselw

erte (relativ w
enige A

ttribut-

w
erte pro A

ttribut) ist eine B
itliste dicht besetzt, so daß

 sich als S
M

 günstige W
erte er-

geben. W
enn m

an den S
peicherplatzbedarf S

M
 m

it dem
 für die direkte D

arstellung von

V
erw

eisen (typischerw
eise 4, 6 oder 8 B

ytes) vergleicht, w
ird klar, daß

 sich die Inver-
tierung m

it H
ilfe der B

itm
atrix nur für kleine W

erte von j lohnt. In diesen F
ällen ist jedoch

eine Invertierung zum
indest bei einem

 S
uchkriterium

 von geringerem
 W

ert, da bei gro-
ß

en T
refferm

engen (>
 1%

) m
eist ein sequentielles A

ufsuchen aller S
ätze einen kleine-

ren Z
ugriffsaufw

and verursacht.

D
er Z

w
ang, auch die N

icht-A
nw

esenheit eines W
ertes darzustellen, führt bei größ

eren
j oft zu langen N

ullfolgen in einer B
itliste, d. h., sie ist dünn besetzt. In vielen A

nw
en-

dungsfällen trifft dies für invertierte A
ttribute zu, da diese in der R

egel eine relativ hohe
S

elektivität besitzen. Z
ur S

peicherplatzm
inim

ierung lassen sich in solchen F
ällen w

irk-
sam

e K
om

prim
ierungstechniken einsetzen. B

ei dieser V
orgehensw

eise stehen jedoch
dem

 S
peicherplatzgew

inn und der dam
it verbundenen reduzierten Ü

bertragungszeit
der B

itliste vom
/zum

 E
xternspeicher auch zusätzliche K

osten gegenüber. S
o sind die

1  2  3  .  .  . 
N

0  1  0  0  1  0  0  .  .  .
1  0  0  0  0  0  1
.  .  .
0  0  0  1  0  1  0

a
i1

a
i2

a
ij

B
ild 2.3: P

rinzipielle D
arstellung einer B

itliste

S
atznum

m
ern

A
ttributw

erte
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B
itlisten bei ihrem

 A
ufbau und nach jeder A

ktualisierung zu kom
prim

ieren und vor der
D

urchführung einer O
peration - S

uche, A
ktualisierung oder m

engenalgebraische V
er-

knüpfung - zu dekom
prim

ieren. 

In der Literatur gibt es eine F
ülle von V

orschlägen und U
ntersuchungen zur R

eduzie-
rung der R

edundanz bei der D
arstellung von B

itfolgen. D
ie entw

ickelten K
om

prim
ie-

rungstechniken besitzen neben ihrer A
nw

endung als C
odierungsm

ethoden für die A
b-

bildung von Z
ugriffspfaden eine groß

e B
edeutung in vielen G

ebieten der Inform
atik;

beispielsw
eise lassen sie sich in der graphischen D

atenverarbeitung zur D
arstellung

von dünn besetzten M
atrizen, von B

ildinhalten, von Landkarten in geographischen D
a-

tenbanken usw
. w

irkungsvoll einsetzen. D
ie w

ichtigsten A
nsätze sollen deshalb hier

an einem
 einheitlichen B

eispiel dargestellt w
erden. 

W
ir richten uns dabei nach folgender in der Literatur eingeführten K

lassifikation.

L
au

fko
m

p
rim

ieru
n

g
 (run length com

pression):

E
in „Lauf“ oder ein „R

un“ ist eine B
itfolge gleichartig gesetzter B

its. B
ei der Laufkom

-
prim

ierung w
ird die unkom

prim
ierte B

itliste in aneinanderhängende, alternierende
N

ull- und E
insfolgen aufgeteilt. D

ie K
om

prim
ierungstechnik besteht nun darin, jeden

„Lauf“ durch seine Länge in einer C
odierfolge darzustellen. E

ine C
odierfolge kann sich

aus m
ehreren C

odiereinheiten fester Länge (k B
its) zusam

m
ensetzen. A

us im
plem

en-
tierungstechnischen G

ründen w
ird k m

eist als ein V
ielfaches der B

yte-Länge 8 ge-

w
ählt. F

alls eine Lauflänge größ
er als (2

k-1) B
its ist, w

ird zu ihrer A
bbildung als C

odier-
folge m

ehr als eine C
odiereinheit bentigt. D

abei gilt allgem
ein für die K

om
prim

ierung
einer B

itfolge der Länge L m
it 

daß
 n C

odiereinheiten erforderlich sind, w
obei die ersten n-1 C

odiereinheiten voll m
it

N
ullen (siehe nachfolgenden C

odierungsvorschlag) belegt sind. D
urch dieses M

erk-
m

al kann die Z
ugehörigkeit aufeinanderfolgender C

odiereinheiten zu einer C
odierfolge

erkannt w
erden. D

ie Ü
berprüfung jeder C

odiereinheit auf vollständige N
ullbelegung ist

bei der D
ekom

prim
ierung zw

ar aufw
endiger; die E

inführung dieser im
pliziten K

enn-
zeichnung der F

ortsetzung einer F
olge verhindert aber, daß

 das V
erfahren bei F

olgen

der Länge >
 2

k scheitert. E
in B

eispiel soll diese T
echnik verdeutlichen (k=

6):

Lauflänge
C

odierung

1
000001

2
000010

63
111111

64
000000 000001

65
000000 000010

(n-1) ∗ (2
k-1) <

 L ≤ n ∗ (2
k-1),

 n =
 1, 2, . . . , 



37

Z
ur D

arstellung der W
irkungsw

eise dieser Laufkom
prim

ierung nehm
en w

ir an, daß
 in

der unkom
prim

ierten B
itliste die B

itpositionen 15, 16, 47, 92, 94, 159 und 210 auf 1 ge-
setzt sind. Z

ur K
ennzeichnung des B

eginns, ob m
it einer N

ull- oder einer E
insfolge ge-

startet w
ird, ist ein zusätzliches B

it erforderlich. B
ei C

odiereinheiten von k =
 6 B

its er-
gibt sich folgende kom

prim
ierte B

itliste:

D
ieses B

eispiel m
acht deutlich, daß

 die Laufkom
prim

ierung bei der Z
ugriffspfaddar-

stellung w
egen der typischerw

eise dünnen B
esetzung der B

itliste m
it E

insen relativ
speicheraufw

endig ist. Ihre M
odifikation zur sogenannten N

ullfolgenkom
prim

ierung er-
scheint daher angebracht. 

N
u

llfo
lg

en
ko

m
p

rim
ieru

n
g

E
ine N

ullfolge ist eine F
olge von 0-B

its zw
ischen zw

ei 1-B
its in der unkom

prim
ierten

B
itliste. D

er G
rundgedanke dieser T

echnik ist es, die B
itliste nur durch aufeinanderfol-

gende N
ullfolgen darzustellen, w

obei jew
eils ein 1-B

it im
plizit ausgedrückt w

ird. D
a

jetzt auch die Länge L=
0 einer N

ullfolge auftreten kann, ist folgende C
odierung zu w

äh-

len (k=
6), w

as einer A
ddition von B

inärzahlen ≤
 2

k-1 entspricht:

N
ullfolgenlänge

C
odierung

0
000000

1
000001

62
111110

63
111111 000000

64
111111 000001 

D
urch die M

öglichkeit, eine C
odierfolge w

iederum
 additiv durch m

ehrere C
odiereinhei-

ten zusam
m

enzusetzen, lassen sich beliebig lange N
ullfolgen darstellen. E

s sind n C
o-

diereinheiten erforderlich, w
enn gilt:

U
nser V

ergleichsbeispiel läß
t sich jetzt folgenderm

aß
en kom

prim
ieren:

D
ieses auf C

odiereinheiten fester Länge basierende V
erfahren besitzt den N

achteil,
daß

 sehr lange N
ullfolgen in A

bhängigkeit von P
aram

eter k durch m
ehrere C

odierein-

0
000010

001110
011110

000001
101100

110010
000001

0
000001

000001
000001

000000
000001

000001

(n-1) ∗ (2
k -1) ≤ L <

 n ∗ (2
k-1),

n =
 1, 2, . . . 

001110
000000

011110
101100

000001
111111

000001
110010
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heiten nachgebildet w
erden m

üssen. D
ie W

ahl eines kleinen W
ertes für k führt in die-

sem
 F

all zu einer w
enig effizienten K

om
prim

ierung; ein groß
es k dagegen verringert

den S
peicherplatzgew

inn bei kurzen N
ullfolgen und w

irkt sich bei E
insfolgen beson-

ders gravierend aus. D
urch E

inführung von C
odiereinheiten variabler Länge kann die-

sem
 unerw

ünschten V
erhalten entgegengew

irkt w
erden.

E
ine M

öglichkeit liegt in der N
ullfolgenkom

prim
ierung durch variabel lange C

odierein-
heiten, bei denen die Länge jeder als B

inärzahl codierten N
ullfolge oder N

ullteilfolge in
einem

 zusätzlichen Längenfeld fester Länge 1 gespeichert ist. D
am

it erlaubt das V
er-

fahren die K
om

prim
ierung von N

ullfolgen der Länge <
 2

(2 l-1)-1 durch eine C
odierein-

heit. D
urch K

onkatenation von (variabel langen) C
odiereinheiten läß

t sich eine beliebig
lange N

ullfolge durch eine C
odierfolge ausdrücken. D

abei kann folgenderm
aß

en ver-
fahren w

erden:

N
ullfolgenlänge

C
odierung

0
000

1
001 1

126
111 1111110

127
111

 1111111
000

128
111 1111111

001 1 

F
ür die A

nzahl der C
odiereinheiten zur D

arstellung einer N
ullfolge der Länge L sind n

C
odiereinheiten erforderlich m

it

w
obei die ersten n-1 C

odiereinheiten jew
eils ihren höchsten W

ert annehm
en. 

M
it l =

 3 läß
t sich unser A

nw
endungsbeispiel w

ie folgt kom
prim

ieren:

D
iese A

rt der C
odierung läß

t sich noch etw
as w

eiter optim
ieren. B

ei N
ullteilfolgen der

Länge ≥
 1 ist das linke R

andbit der B
inärzahl im

m
er gesetzt; folglich kann es im

plizit

ausgedrückt w
erden: 

(n-1) . (2
(2 l-1) - 1) ≤

 L
 <

 n . (2
(2 l-1) - 1), 

 n =
 1, 2, . . ., 

100
1110

000
101

11110
110

101100
001

1
111

1000000
110

110010

Längenfeld

100
110

000
101

1110
110

01100
001

111
000000

110
10010
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E
ine andere A

rt der N
ullfolgenkom

prim
ierung durch variabel lange C

odierfolgen ist un-
ter dem

 N
am

en G
olom

b-C
ode bekannt (B

ild 2.4). E
ine N

ullfolge der Länge L w
ird

durch eine C
odierfolge bestehend aus einem

 variabel langen P
räfix, einem

 S
eparator-

bit und einem
 R

estfeld fester Länge m
it   log2m

 B
its dargestellt. D

er P
räfix setzt sich

aus L/m
 1-B

its gefolgt von einem
 0-B

it als S
eparator zusam

m
en. D

as R
estfeld be-

schreibt als B
inärzahl die A

nzahl der restlichen 0-B
its der N

ullfolge: L - m
*L/m

. D
ie-

ses V
erfahren besitzt den V

orteil, unabhängig von der W
ahl der P

aram
eter die K

om
-

prim
ierung beliebig langer N

ullfolgen zu gestatten. W
enn p die 0-B

it-W
ahrscheinlich-

keit in der B
itliste ist, sollte der P

aram
eter m

 so gew
ählt w

erden, daß
 p

m
 ≈ 0.5 ist. D

ie
K

om
prim

ierung w
ird bei diesem

 V
erfahren folgenderm

aß
en durchgeführt (m

=
4):

A
uf unser A

nw
endungsbeispiel bezogen ergibt der G

olom
b-C

ode folgende kom
pri-

m
ierte B

itliste (m
=

4):

D
er G

olom
b-C

ode zeigt gute K
om

prim
ierungseigenschaften bei zufälliger V

erteilung
der M

arkierungen; bei C
lusterbildung ist er jedoch nicht m

ehr annähernd optim
al. S

ei-
ne M

odifizierung m
it der Idee der M

ehr-M
odus-K

om
prim

ierung führt in diesen F
ällen

zu V
erbesserungen. 

E
ine andere M

öglichkeit, das ‘w
orst-case’-V

erhalten des G
olom

b-C
odes (bei C

luster-
bildung) zu verbessern, stellt die sogenannte exponentielle G

olom
b-K

om
prim

ierung
dar (E

x-G
olom

b) (B
ild 2.5). D

ieses V
erfahren kom

prim
iert in jeder N

ullfolge aufeinan-

derfolgende T
eilfolgen m

it 2
k, 2

k+
1, 2

k+
2, . . . 0-B

its jew
eils durch ein 1-B

it. D
er R

est der
N

ullfolge w
ird durch ein S

eparator-B
it getrennt als B

inärzahl in einem
 variabel langen

R
estfeld dargestellt. W

enn die letzte T
eilfolge 

2
k+

i0-B
its um

faß
t, sind k+

i+
1 B

its er-

N
ullfolge

0000
0000

0000
0000

000
. . . 01

10 . . .

m
m

m
m

11110
11

P
räfix

S
eparator R

estfeld 

B
ild 2.4: S

chem
a der G

olom
b-C

odierung

111010
000

1111111010
1111111111111111000

001
111111111111010
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forderlich, um
 den R

est der N
ullfolge zu codieren. D

ie exponentielle G
olom

b-K
om

pri-
m

ierung w
ird folgenderm

aß
en durchgeführt (k=

1):

D
er V

orteil dieses V
erfahrens liegt darin, daß

 es sow
ohl kurze als auch lange N

ullfol-
gen effizient kom

prim
iert, da die dazu eingesetzten N

ullteilfolgen exponentiell w
ach-

sen. D
as V

erfahren ist nicht sehr sensitiv in B
ezug auf den P

aram
eter k. In der Literatur

w
ird em

pfohlen, ihn bei bekanntem
 p so zu w

ählen, daß
 p

2 k ≈ 0.5 ergibt. 

D
ie E

x-G
olom

b-K
om

prim
ierung ergibt für unser A

nw
endungsbeispiel folgenden 

B
itstring (k=

1):

M
eh

r-M
o

d
u

s-K
o

m
p

rim
ieru

n
g

 (m
ulti-m

ode com
pression)

E
ine w

eitere M
öglichkeit, B

itlisten zu verdichten, besteht darin, ein oder zw
ei B

its der
C

odierfolge fester Länge k als sogenannte K
ennbits zu reservieren, um

 verschiedene
M

odi der C
odierfolge zu kennzeichnen. M

it einem
 K

ennbit lassen sich folgende zw
ei

M
odi unterscheiden:

1: k-1 B
its der F

olge w
erden als „B

itm
uster“ übernom

m
en;

0: ≤
 2

k-1-1 B
its w

erden als N
ullfolge durch eine B

inärzahl ausgedrückt. 

B
ei C

odierfolgen von k =
 6 B

its und einem
 K

ennbit ergibt sich folgende B
eispielkom

-
prim

ierung:

N
ullfolge

00
0000

00000000
00000

. . . 01
10. . .

2
k+

11110
0101

P
räfix

S
eparator 

R
estfeld ( k+

2+
1 B

its )

2
k

2
k+

2

B
ild 2.5: S

chem
a der E

x-G
olom

b-C
odierung

11100000
00

1111000000
1111001110

01
111110000010

1111010100

0
01110

1
11000

0
11011

1
10000

0
11111

0
01001

1
10100

0
11111

N
ullfolge

B
itm

uster

0
11111

1
10000

0
11111

0
01111

1
10000
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B
ei dieser A

rt der C
odierung erw

eist es sich als nachteilig, daß
 w

egen der B
eschrän-

kung von k eine N
ullfolge oft durch m

ehrere aufeinanderfolgende C
odierfolgen kom

-
prim

iert w
erden m

uß
. W

eiterhin ist für freistehende E
insen in der B

itliste eine C
odier-

folge zu „opfern“, um
 sie als B

itm
uster ausdrücken zu können. D

urch R
eservierung ei-

nes w
eiteren K

ennbits sind diese D
efekte zu beheben. G

gf. besteht zusätzlich die
M

öglichkeit, lange E
insfolgen als B

inärzahl verdichtet zu speichern. M
it zw

ei K
ennbits

lassen sich beispielsw
eise folgende vier M

odi unterscheiden: 

11: k-2 B
its der F

olge w
erden als B

itm
uster übernom

m
en;

10: ≤
 2

k-2 -1 B
its w

erden als E
insfolge durch eine B

inärzahl codiert;

01: ≤
 2

k-2 -1 B
its w

erden als N
ullfolge durch eine B

inärzahl codiert;

00: ≤
 2

2k-2 -1 B
its w

erden in einer verdoppelten C
odierfolge als N

ullfolge 

 
durch eine B

inärzahl ausgedrückt. 

D
urch die E

inführung der verdoppelten C
odierfolge läß

t sich bei einer geeigneten W
ahl

von k praktisch jede N
ullfolge auf einm

al codieren. A
us diesem

 G
rund kann die zusätz-

liche R
egel eingeführt w

erden, daß
 zw

ischen zw
ei aufeinanderfolgenden codierten

N
ullfolgen im

m
er eine im

plizite E
ins angenom

m
en w

ird. D
araus resultiert folgende B

ei-
spielkom

prim
ierung:

T
rotz des höheren V

erw
altungsanteils ergibt sich eine w

esentllich bessere V
erdich-

tung. M
it einer W

ahl von k =
 16 läß

t sich ein durchschnittlicher S
peicherplatzbedarf pro

M
arkierung S

M
 von w

eniger als 2 B
ytes erzielen. B

ei A
uftreten von langen E

insfolgen

ist es m
öglich, ein 
S

M
 <

<
 1 B

it 

zu erreichen. 

B
lo

ckko
m

p
rim

ieru
n

g
 (block com

pression)

B
ei dieser K

lasse von V
erfahren w

ird die unkom
prim

ierte B
itliste in B

löcke der Länge
k eingeteilt. E

ine erste T
echnik besteht darin, die einzelnen B

löcke durch einen C
ode

variabler Länge zu ersetzen. W
enn die W

ahrscheinlichkeit des A
uftretens von M

arkie-
rungen bekannt ist oder abgeschätzt w

erden kann, läß
t sich ein sogenannter H

uffm
an-

C
ode anw

enden. B
ei einer B

locklänge k gibt es 2
k verschiedene B

elegungen, für die

in A
bhängigkeit der W

ahrscheinlichkeit ihres A
uftretens 2

k C
odew

orte variabler Länge
zu konstruieren sind. K

om
prim

ierung und D
ekom

prim
ierung sind bei dieser T

echnik
recht aufw

endig, da m
it H

ilfe einer U
m

setztabelle jeder B
lock durch sein C

odew
ort und

01
1110

1100
00

0000011100
00

0000101100
11

11
1010

00
0000111111

00
0000110010
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um
gekehrt zu ersetzen ist. A

us A
ufw

andsgründen verzichten w
ir deshalb auf die K

om
-

prim
ierung unseres A

nw
endungsbeispiels durch einen H

uffm
an-C

ode. W
egen des ge-

forderten V
orausw

issens, des inhärenten R
echenaufw

andes und der N
otw

endigkeit,
B

locklänge/H
uffm

an-C
ode an die jew

eilige M
arkungsdichte (S

elektivität eines A
ttribu-

tes) einer B
itliste anpassen zu m

üssen, um
 einen optim

alen K
om

prim
ierungsgew

inn
zu erzielen, erscheint der E

insatz dieses V
erfahrens in D

atenbanksystem
en als zu auf-

w
endig. 

B
ei einer zw

eiten T
echnik w

erden nur solche B
löcke gespeichert, in denen ein oder

m
ehrere B

its gesetzt sind. Z
ur K

ennzeichnung der w
eggelassenen B

löcke w
ird eine

zw
eite B

itliste als D
irectory verw

altet, in der jede M
arkierung einem

 gespeicherten
B

lock entspricht: D
iese A

rt der B
lockkom

prim
ierung ergibt für unser A

nw
endungsbei-

spiel m
it k =

 6 folgendes E
rgebnis:

D
a im

 D
irectory w

iederum
 lange N

ullfolgen auftreten können, läß
t es sich vorteilhaft

m
it M

ethoden der N
ullfolgen- oder M

ehr-M
odus-K

om
prim

ierung verdichten. 

D
ie Idee, auf das D

irectory w
iederum

 eine B
lockkom

prim
ierung anzuw

enden, führt auf
die hierarchische B

lockkom
prim

ierung. S
ie läß

t sich rekursiv solange fortsetzen, bis
sich die E

lim
inierung von N

ullfolgen nicht m
ehr lohnt. A

usgehend von der obersten
H

ierarchiestufe h kann die unkom
prim

ierte B
itliste leicht rekonstruiert w

erden. M
it glei-

chen B
lockgröß

en k =
 6 auf allen H

ierarchieebenen führt unser B
eispiel auf die im

 B
ild

2.6 gezeigte D
arstellung:

B
ei der hierarchischen B

lockkom
prim

ierung sollten die W
erte für k relativ klein gew

ählt
w

erden. F
ür k =

 3 erhält m
an nach einem

 determ
inistischen M

odell einer B
itliste m

it
äquidistanten A

bständen der M
arkierungen einen m

inim
alen S

peicherplatzbedarf. D
er

00100001000000010000000000100000001
001100

000010
010100

001000
000001

D
irectory

B
itliste m

it B
löcken, die M

arkierungen enthalten

111011

001000
010000

000100
001000

000010

001100
000010

010100
001000

000001

B
ild 2.6: B

itlistendarstellung bei hierarchischer B
lockkom

prim
ierung 
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P
aram

eter h hängt von der S
elektivität des A

ttributs ab. D
ie sogenannte Q

U
A

D
T

R
E

E
-

K
om

pression resultiert aus der W
ahl von k =

 4 . 

M
ethoden der B

lockkom
prim

ierung m
it A

usnahm
e des H

uffm
an-C

odes erscheinen für
die praktische A

nw
endung deshalb gut geeignet, w

eil sie die T
eile der B

itliste, die M
ar-

kierungen enthalten, in ihrer ursprünglichen F
orm

 speichern und som
it eine schnelle

R
ekonstruktion der unkom

prim
ierten B

itliste gestatten. D
ie F

rage nach dem
 besten

K
om

prim
ierungsverfahren ist jedoch schw

ierig zu beantw
orten. 
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3.
E

lem
en

tare S
o

rtierverfah
ren

In der P
raxis w

erden erhebliche R
echnerressourcen eingesetzt, um

 eine vorgegebene
D

atenm
enge in eine bestim

m
te R

eihenfolge zu bringen. E
s gibt U

ntersuchungen von
R

echnerherstellern und -anw
endern, die belegen, daß

 oft über 25%
 der R

echenzeit für
S

ortiervorgänge eingesetzt w
ird. Ihr N

utzen in externen und internen A
rbeitsabläufen

ist vielfältig. B
eispielsw

eise vereinfacht sich die B
earbeitung einer in alphabetischer

R
eihenfolge ausgegebenen Liste von N

am
en oder S

ätzen für den B
enutzer w

esent-
lich. A

uch die rechnerinterne V
erarbeitung von D

aten w
ird durch eine S

ortierreihenfol-
ge stark beeinfluß

t, w
ie m

an am
 B

eispiel des S
uchens in einer Liste leicht sehen kann.

D
as S

ortierproblem
 stellt sich w

ie folgt dar: G
egeben ist eine F

olge von S
ätzen (oder

E
lem

enten) S
1 , ... S

n , w
obei jeder S

atz S
i  einen S

chlüssel K
i  besitzt. G

esucht ist eine
P

erm
utation π der Z

ahlen von 1 bis n, so daß
 die S

ätze gem
äß

 π um
geordnet w

erden
können und sich dadurch eine aufsteigende S

chlüsselreihenfolge ergibt:

W
egen der herausragenden praktischen B

edeutung des S
ortierproblem

s w
urden be-

sonders in den sechziger Jahren viele A
nstrengungen unternom

m
en, m

öglichst effizi-
ente S

ortieralgorithm
en zu entw

ickeln. O
bw

ohl seither eine kaum
 zu überschauende

F
lut an w

issenschaftlichen V
eröffentlichungen über S

ortierverfahren und ihre Lei-
stungsfähigkeit entstanden ist, gibt es im

m
er noch in diesem

 Z
usam

m
enhang F

rage-
stellungen, die ungelöst sind.

S
ortierverfahren w

erden üblicherw
eise eingeteilt in interne und externe V

erfahren.
B

eim
 internen S

ortieren w
ird angenom

m
en, daß

 die M
enge der zu sortierenden S

ätze
vollständig im

 H
auptspeicher P

latz findet und w
ährend des S

ortierens nicht auf externe
S

peicher ausgelagert w
erden m

uß
. E

xterne S
ortierverfahren dagegen w

erden einge-
setzt, w

enn sich m
it einer einm

aligen A
usführung eines internen S

ortierverfahrens die
gew

ünschte S
ortierreihenfolge des gesam

ten D
atenbestandes nicht erreichen läß

t.
D

ann sind m
ehrere P

artitionen des D
atenbestandes zu bilden, die nach interner S

or-
tierung auf einem

 externen S
peicherm

edium
 zw

ischengespeichert w
erden, bevor die

in sich sortierten D
atenpartitionen (R

uns) zu einem
 sortierten D

atenbestand zusam
-

m
engem

ischt w
erden. D

azu ist w
iederum

 die ein- oder m
ehrm

alige E
in-/A

usgabe der
D

aten von E
xternspeicher zum

 H
auptspeicher erforderlich.

In diesem
 K

apitel betrachten w
ir zunächst nur solche internen S

ortierverfahren, die
auch als einfache oder elem

entare V
erfahren bezeichnet w

erden. Ihre Z
eitkom

plexität
liegt generell in O

(n
2) oder ist polynom

ial-zeitbeschränkt m
it α<

2; später w
erden dann

kom
plexere V

erfahren zum
 internen S

ortieren eingeführt, die sich durch eine asym
pto-

tische Z
eitkom

plexität von O
(n log n) auszeichnen.

K
π

1()
K

π
2()

…
K

π
n()

≤
≤

≤



45

Z
ur A

nalyse der verschiedenen S
ortierverfahren ziehen w

ir als K
ostenm

aß
e die A

n-
zahl der S

chlüsselvergleiche C
 und die A

nzahl der S
atzbew

egungen M
 heran. A

ndere
K

osten w
ie einfache Z

uw
eisungen w

erden nicht berücksichtigt. D
ie zu sortierende Li-

ste und die H
ilfsgröß

en seien beispielsw
eise w

ie folgt definiert:

T
Y

P
E

S
atzT

yp =
R

E
C

O
R

D
K

ey :
C

A
R

D
IN

A
L;

Info :
InfoT

yp
E

N
D

;

V
A

R
L : 

A
R

R
A

Y
 [1..n] O

F
 S

atzT
yp;

T
em

p : S
atztyp;

3.1
S

o
rtieren

 d
u

rch
 A

u
sw

äh
len

 (S
traig

h
t S

electio
n

)

E
ine zunächst unsortierte Liste der Länge n w

ird w
iederholt durchlaufen. D

ie G
rund-

operation beim
 (direkten) A

usw
ählen besteht darin, das kleinste E

lem
ent aus dem

 un-
sortierten T

eil der Liste zu erm
itteln und dieses dann m

it dem
 ersten E

lem
ent des un-

sortierten Listenteils zu vertauschen. N
ach D

urchführung dieser G
rundoperation ver-

ringert sich die Länge der zu sortierenden Liste um
 1. D

as V
erfahren stoppt, w

enn die
gesam

te Liste sortiert ist.

D
as S

ortieren durch A
usw

ählen läß
t sich folgenderm

aß
en veranschaulichen: 

D
as K

ernstück des zugehörigen A
lgorithm

us kann folgenderm
aß

en skizziert w
erden:

27
75

99
3

45
12

87

3
75

99
27

45
12

87

3
12

99
27

45
75

87

3
12

27
99

45
75

87

3
12

27
45

99
75

87

3
12

27
45

75
99

87

3
12

27
45

75
87

99

1
2

3
4

5
6

7
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F
O

R
i :=

 1 T
O

 n-1 D
O

m
in :=

 i;
F

O
R

j :=
 i+

1 T
O

 n D
O

IF
 

L[j].K
ey <

 L[m
in].K

ey T
H

E
N

m
in :=

 j
E

N
D

E
N

D
;

S
w

ap (L[i], L[m
in]);

(∗ V
ertauschen der beiden E

lem
ente ∗)

E
N

D
;

Ist i =
 m

in, so m
üß

te nicht vertauscht w
erden. D

ie zusätzliche A
bfrage w

ürde aber das
P

rogram
m

 eher langsam
er m

achen, w
enn m

an annim
m

t, daß
 dieser F

all recht selten
auftritt. 

D
ie A

ufw
andsabschätzung ist hier sehr einfach. D

er A
ufw

and ist nicht vom
 Inhalt der

Liste abhängig; deshalb w
ird die R

estliste im
m

er bis zum
 E

nde durchsucht.

A
ls A

nzahl der S
chlüsselvergleiche ergibt sich

D
ie A

nzahl der S
atzbew

egungen (durch S
w

ap) ist bei diesem
 A

lgorithm
us ebenfalls

unabhängig von der A
usgangsanordnung:

.

3.2
S

o
rtieren

 d
u

rch
 E

in
fü

g
en

B
eim

 S
ortieren durch E

infügen w
erden die n zu sortierenden E

lem
ente der R

eihe nach
betrachtet und jew

eils in die bereits sortierte T
eilliste, die anfangs nur aus dem

 ersten
E

lem
ent besteht, an der richtigen P

osition eingefügt. D
abei m

üssen alle E
lem

ente der
sortierten T

eilliste m
it höherem

 S
chlüsselw

ert verschoben w
erden. D

as folgende A
b-

laufschem
a verdeutlicht diese V

orgehensw
eise:

C
m

in
n()

C
m

a
x

n()
n

i
–

(
)

i
1

=

n
1

–∑
n

n
1

–
(

)
2

-----------------
⋅

Θ
n

2
(

)
=

=
=

=

M
m

in
n()

M
m

a
x

n()
M

a
vg

n()
3

n
1

–
(

)
⋅

=
=

=
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D
ie V

erschiebung der E
lem

ente in der bereits sortierten T
eilliste läß

t sich in einfacher
W

eise m
it der S

uche nach der E
infügeposition kom

binieren. D
abei durchläuft m

an die
sortierte T

eilliste rückw
ärts und verschiebt, solange erforderlich, die aufgesuchten E

le-
m

ente. E
s w

ird vorausgesetzt, daß
 sich zusätzlich ein W

ächter in L[0] befindet. 

F
O

R
 i :=

 2 T
O

 n D
O

j :=
 i;

(∗ L[i] an der richtigen P
osition einfügen

 ∗)
T

em
p :=

 L[i];
W

H
IL

E
 L[j-1].K

ey >
 T

em
p.K

ey D
O

L[j] :=
 L[j-1];

(∗ nach rechts verschieben
 ∗)

j :=
 j-1

E
N

D
;

L[j] :=
 T

em
p;

E
N

D
;

B
ei der A

ufw
andsabschätzung sind die verschiedenen F

älle gesondert zu betrachten.
D

er beste F
all ergibt sich, w

enn die Liste bereits sortiert ist. P
ro D

urchlauf fallen dann
ein V

ergleich und zw
ei S

atzbew
egungen an. D

er schlechteste F
all tritt offensichtlich

dann ein, w
enn pro D

urchlauf i S
chlüsselvergleiche und i+

1 S
atzbew

egungen erfol-
gen. E

in solcher S
ortierablauf w

ird von einer absteigend sortierten Liste erzw
ungen.

; 

; 

27
75

99
3

45
12

87

27
75

99
3

45
12

87

27
75

99
3

45
12

87

3
27

75
99

45
12

87

3
27

45
75

99
12

87

3
12

27
45

75
99

87

3
12

27
45

75
87

99

C
m

in
n()

n
1

–
=

C
m

a
x

n()
i

1
–

(
)

i
2

= n∑
12 ---

n
2

n
+

(
)

=
=

M
m

in
n()

2
n

1
–

(
)

=
M

m
a

x
n()

i
1

+
(

)

i
2

= n∑
12 ---

n
2

3n
+

(
)

⋅
2

–
=

=
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Z
ur B

estim
m

ung des durchschnittlichen A
ufw

andes kann m
an annehm

en, daß
 das

einzufügende E
lem

ent i in der M
itte der bereits sortierten T

eilliste von 1 bis i-1 fällt.
D

ann verursacht jede E
infügung (i-1)/2 S

atzbew
egungen und (i-1)/2+

1 V
ergleiche.

 und 
 sind som

it O
(n

2).

D
a die T

eilliste, in die das jew
eilige E

lem
ent einzufügen ist, sortiert ist, kann m

an ver-
suchen, den obigen A

lgorithm
us zu verbessern. D

ie E
infügeposition könnte durch bi-

näres S
uchen erm

ittelt w
erden, w

as den V
ergleichsaufw

and auf log
2 i reduziert. D

ie
A

nzahl der S
atzbew

egungen bleibt jedoch von dieser M
aß

nahm
e unberührt.

3.3
S

o
rtieren

 d
u

rch
 V

ertau
sch

en
 (B

u
b

b
leso

rt)

D
ie G

rundoperation beim
 B

ubblesort besteht im
 V

ertauschen jew
eils benachbarter

E
lem

ente der Liste. D
er S

ortiervorgang startet am
 Listenanfang und bew

egt durch suk-
zessives V

ertauschen von S
atzpaaren, deren S

chlüssel sich nicht in S
ortierreihenfol-

ge befinden, S
ätze m

it höheren S
chlüsseln zum

 Listenende hin. N
ach dem

 ersten
D

urchgang befindet sich das höchste E
lem

ent an P
osition n; im

 zw
eiten D

urchgang
w

ird die P
osition n-1 m

it dem
 zw

eithöchsten E
lem

ent belegt usw
. D

ie einzelnen S
or-

tierdurchläufe lassen sich an unserem
 B

eispiel illustrieren: 

W
enn in einem

 D
urchgang keine V

ertauschung m
ehr festgestellt w

ird, befinden sich
alle E

lem
ente in der richtigen R

eihenfolge, d.h., sie sind sortiert. 

F
olgende P

rogram
m

skizze charakterisiert den B
ubblesort:

M
a

vg
n()

C
avg

n()

27
75

99
3

45
12

87

27
75

3
45

12
87

99

27
3

45
12

75
87

99

3
27

12
45

75
87

99

3
12

27
45

75
87

99

3
12

27
45

75
99

87
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i :=
 n;

sorted :=
 F

A
LS

E
;

W
H

IL
E

 (i >
 0) A

N
D

 N
O

T
 sorted D

O
sorted :=

 T
R

U
E

;
F

O
R

 j :=
 1 T

O
 i-1 D

O
IF

 L[j].K
ey >

 L[j+
1].K

ey T
H

E
N

S
w

ap (L[j], L[j+
1];

(∗ V
ertauschen benachbarter E

lem
ente

 ∗)
sorted :=

 F
A

LS
E

E
N

D
;

E
N

D
;

i :=
 i-1

E
N

D
;

D
ie A

nalyse des A
ufw

andes im
 besten und im

 schlechtesten F
all läß

t sich recht ein-
fach durchführen. Ist der D

atenbestand bereits sortiert, w
ird die F

O
R

-S
chleife genau

einm
al durchlaufen. D

abei w
erden keine S

atzbew
egungen ausgeführt. A

lso sind

 
und

 
.

B
ei absteigend sortierten E

lem
enten stellt sich für den B

ubblesort der w
orst case ein.

In diesem
 F

all rückt das E
lem

ent m
it dem

 kleinsten S
chlüsselw

ert bei jedem
 D

urchlauf
um

 eine P
osition nach vorn, und es dauert n D

urchläufe, bis es an der richtigen P
osi-

tion angelangt ist. B
eim

 i-ten D
urchlauf sind (n-i) V

ertauschungen, also 3(n-i) S
atzbe-

w
egungen erforderlich. D

eshalb ergeben sich 

 
und

A
uch im

 durchschnittlichen F
all bleibt der B

ubblesort in O
(n

2). O
bw

ohl der B
ubblesort

recht “populär” zu sein scheint, ist er nach dieser A
nalyse ein schlechtes elem

entares
S

ortierverfahren. S
elbst bei fast sortierten D

atenbeständen benötigt er n-1 D
urchläufe,

um
 das m

inim
ale E

lem
ent von der P

osition n auf die erste P
osition der Liste zu schaf-

fen. D
iese S

chw
äche hat m

an in einer V
ariante nam

ens S
hakersort (B

i-directional
B

ubblesort), in der die “B
lasen” bei jedem

 D
urchgang ihre Laufrichtung w

echseln, aus-
zugleichen versucht.

C
m

in
n()

n
1

–
=

M
m

in
n()

0
=

C
m

a
x

n()
n2 ---

n
1

–
(

)
=

M
m

a
x

n()
3

n
i

–
(

)

i
1

=

n
1

–∑
32 --- n

n
1

–
(

)
=

=
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3.4
S

h
ellso

rt

B
eim

 S
ortieren durch E

infügen m
uß

te ein E
lem

ent w
iederholt um

 eine P
osition nach

rechts verschoben w
erden, bis es seine endgültige P

osition erreicht. D
iese aufw

endi-
ge V

orgehensw
eise soll dadurch verbessert w

erden, daß
 durch V

erschieben von E
le-

m
enten - allerdings in größ

eren A
bständen - ein E

lem
ent schneller seinen richtigen

P
latz in der sortierten Liste findet.

D
.L. S

hell hat folgende V
erfeinerung des S

ortierens durch direktes E
infügen vorge-

schlagen. E
s w

ird eine F
olge positiv ganzzahliger S

chrittw
eiten h

1 , h
2 ,...,h

t  gew
ählt,

w
obei die h

i , i=
1, ..., t, abnehm

end und h
t =

1 sein m
üssen. A

lle E
lem

ente, die im
 A

b-
stand h

i  voneinander auftreten, w
erden zusam

m
en als h

i -F
olge aufgefaß

t und getrennt
m

it H
ilfe des direkten E

infügens sortiert. Im
 ersten D

urchgang w
ird die S

chrittw
eite h

1

angew
endet; als E

rgebnis erhalten w
ir eine M

enge sortierter h
1 -F

olgen. D
er i-te D

urch-
gang erzeugt dann sortierte h

i -F
olgen und schließ

lich der t-te D
urchgang eine sortierte

1-F
olge, also eine sortierte G

esam
tfolge. W

egen dieser A
blaufcharakteristik w

ird der
S

hellsort auch als S
ortieren durch E

infügen m
it abnehm

enden S
chrittw

eiten bezeich-
net.

Z
ur D

em
onstration der W

irkungsw
eise dieses A

lgorithm
us w

ählen w
ir die S

chrittw
ei-

ten 4, 2 und 1 und w
enden sie auf unser S

tandardbeispiel an:

U
m

 ein P
rogram

m
stück für den A

lgorithm
us S

hellsort zu skizzieren, nehm
en w

ir an,
daß

 die t S
chrittw

eiten in einem
 F

eld

h: A
R

R
A

Y
[1..t] O

F
 C

A
R

D
IN

A
L

m
it h[t] =

 1 und h[i+
1] <

 h[i] für i =
 1 . . . t-1

vorliegen. Jede h
i -F

olge w
ird durch direktes E

infügen sortiert (siehe A
bschnitt 3.2).

27
75

99
3

45
12

87

27
12

87
3

45
75

99

27
3

45
12

87
75

99

3
12

27
45

75
87

99

1
2

3
4

1
2

3

1
2

1
2

1
2

1

S
o

rtierte 4-F
o

lg
en

S
o

rtierte 2-F
o

lg
en

S
o

rtierte 1-F
o

lg
e
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F
O

R
p :=

 1 T
O

 t D
O

F
O

R
 i :=

 h[p]+
1 T

O
 n D

O
j :=

 i;
T

em
p :=

 L[i];
w

eiter :=
 T

R
U

E
;

W
H

IL
E

 (L[j-h[p]].K
ey >

 T
em

p.K
ey) A

N
D

 w
eiter D

O
L[j] :=

 L[j-h[p]];
j :=

 j-h[p];
w

eiter :=
 (j >

 h[p])
E

N
D

;
L[j] :=

 T
em

p
E

N
D

;
E

N
D

;

D
ie A

ufw
andsanalyse führt bei diesem

 A
lgorithm

us auf schw
ierige m

athem
atische

P
roblem

e, die bisher nicht gelöst sind. M
an kann zeigen, daß

 die verschiedenen
D

urchläufe zur E
rzeugung der h

i -sortierten F
olgen nicht m

ehr A
ufw

and verursachen
als das direkte E

infügen (zur E
rzeugung einer 1-sortierten F

olge). E
s w

erden hier zw
ar

m
ehr F

olgen sortiert, jedoch jew
eils m

it relativ w
enigen E

lem
enten oder in einem

schon “fast sortierten” Z
ustand, so daß

 nur w
enige S

atzbew
egungen erforderlich sind.

F
ür die O

ptim
ierung des V

erfahrens bietet die W
ahl der A

nzahl und A
rt der S

chrittw
ei-

ten groß
e F

reiheitsgrade, die für die Leistungsfähigkeit sehr w
ichtig sind. D

.E
. K

nuth
em

pfiehlt beispielsw
eise in [K

n73] eine S
chrittw

eitenfolge von 1, 3, 7, 15, 31 . . . m
it

, h
t  =

 1 und t =
 log

2  n
 - 1.

F
ür diese F

olge erreicht der S
hellsort einen zu O

(n
1.2) proportionalen A

ufw
and. W

ir
können also durch den S

hellsort eine deutliche V
erbesserung gegenüber den anderen

elem
entaren S

ortierverfahren erw
arten. S

päter lernen w
ir jedoch noch eine R

eihe
schnellerer V

erfahren in der K
lasse O

(n log n) kennen, so daß
 w

ir die A
nalyse hier

nicht vertiefen m
üssen.

h
i

1
–

2
h

i
⋅

1
+

=
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4.
A

llg
em

ein
e B

äu
m

e u
n

d
 B

in
ärb

äu
m

e

B
aum

strukturen sind aus dem
 täglichen Leben w

ohlbekannt. S
ie w

erden bei der D
ar-

stellung von S
achverhalten dazu benutzt, einer M

enge eine bestim
m

te S
truktur aufzu-

prägen. E
in anschauliches B

eispiel ist der S
tam

m
baum

 der V
orfahren eines M

en-
schen. Jeder M

ensch hat zw
ei direkte V

orfahren, die E
ltern, und diese haben w

ieder-
um

 
jew

eils 
zw

ei 
V

orfahren. 
W

eitere 
bekannte 

B
eispiele 

sind 
die 

V
orgesetzten-

H
ierarchie in einem

 U
nternehm

en, die S
truktur eines P

rogram
m

es aus P
rozeduren

und F
unktionen usw

. 

In der Inform
atik spielen B

äum
e eine gew

ichtige R
olle und finden als D

atenstrukturen
vielfache A

nw
endung. D

abei dienen sie vor allem
 der effizienten U

nterstützung von
S

ortier- und S
uchvorgängen. B

ei Z
ugriffspfaden zu D

atensätzen in externen D
ateien

(logische Z
ugriffsm

ethoden) w
erden sie in vielfältiger W

eise eingesetzt. A
ndersartige

A
nw

endungen von B
äum

en ergeben sich beispielsw
eise in der E

ntscheidungstheorie
(S

pielbäum
e) oder bei der D

arstellung von arithm
etischen A

usdrücken w
ährend ihrer

B
earbeitung durch einen Ü

bersetzer.

B
äum

e lassen sich als eine sehr w
ichtige K

lasse von G
raphen auffassen (siehe K

apitel
10). D

anach ist ein B
aum

 ein azyklischer einfacher, zusam
m

enhängender G
raph. E

r
enthält keine S

chleifen und Z
yklen; zw

ischen jedem
 P

aar von K
noten besteht höch-

stens eine K
ante. In B

ild 4.1 sind nur die G
raphen a und b B

äum
e.

B
ild 4.2:

V
erschiedene G

raphen

4.1
O

rien
tierte B

äu
m

e

W
ir beschränken unsere B

etrachtungen auf sogenannte W
urzelbäum

e. E
in B

aum
heiß

t W
urzelbaum

, w
enn er einen von allen anderen K

noten ausgezeichneten K
noten

besitzt, der als W
urzel bezeichnet w

ird. 

D
efin

itio
n

: S
ei X

 eine B
asis-D

atenstruktur. E
ine orientierter W

urzelbaum
 oder kurz ein

orientierter B
aum

 ist eine endliche M
enge B

 von O
bjekten aus X

, die entw
eder leer ist,

oder es gilt folgendes:

a

b
c

d

a

b
c

d

b

a
d

c

a)
b)

c)
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i.
In B

 existiert ein ausgezeichnetes E
lem

ent w
 - W

urzel von B
.

ii.
D

ie E
lem

ente in B
 - {w

} können disjunkt zerlegt w
erden in B

1 , B
2 ,..., B

m
, w

obei je-
des B

i  ebenfalls ein orientierter B
aum

 ist.

D
ie M

engen B
1 , ..., B

m
 heiß

en U
nterbäum

e (T
eilbäum

e) der W
urzel w

. D
ie R

eihenfolge
der U

nterbäum
e hat keine B

edeutung. D
ie O

rientierung der B
aum

struktur ist jew
eils

von der W
urzel zu den einzelnen U

nterbäum
en festgelegt.

E
s gibt verschiedene M

öglichkeiten, eine B
aum

struktur darzustellen. B
ei der M

engen-
darstellung w

ird die W
urzel A

 m
it ihren U

nterbäum
en B

1 , B
2  und B

3  w
ie folgt zusam

-
m

engefaß
t:

D
ieses S

chem
a w

ird für jeden U
nterbaum

 w
iederholt angew

endet, so daß
 sich eine

D
arstellung geschachtelter M

engen ergibt.

B
ei der K

lam
m

er-D
arstellung w

ird der B
aum

 als ungeordnete M
enge von U

nterbäu-
m

en m
it H

ilfe von geschachtelten K
lam

m
ern dargestellt. D

abei ist die W
urzel jew

eils
das erste E

lem
ent innerhalb eines K

lam
m

ernpaares

.

A
uch hier w

ird das D
arstellungsschem

a rekursiv auf die U
nterbäum

e angew
endet. D

a
die R

eihenfolge der U
nterbäum

e gleichgültig ist, bezeichnen die folgenden A
usdrücke

den gleichen orientierten W
urzelbaum

:

In entsprechender W
eise läß

t sich eine B
aum

struktur durch rekursives E
inrücken der

U
nterbäum

e ausdrücken:

A
B

1

B
2

B
3

D
ie drei skizzierten V

erfahren sind durch ein ausführliches B
eispiel in B

ild 4.2 illustriert.
E

s w
ird deutlich, daß

 alle drei M
ethoden bei kom

plexeren S
trukturen sehr unanschau-

lich w
erden. D

eshalb w
erden w

ir ausschließ
lich die G

raphen-D
arstellung w

ählen. D
ie

G
raphen-D

arstellung eines einelem
entigen B

aum
es ist ein einziger K

noten. A
n die

W
urzel eines B

aum
es w

erden nach dem
 folgenden S

chem
a die U

nterbäum
e ange-

hängt.

A

B
1

B
2

B
3

A
B

1
B

2
B

3
,

,
,

{
}

A
B{

}
C{

}
,

,
{

}
A

C{
}

B{
}

,
,

{
}

≡
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a)
geschachtelte M

engen-D
arstellung

b)
geschachtelte K

lam
m

ern-D
arstellung

A

E

FG

HI

J

KLM

B

C

D

c)
D

arstellung durch E
inrückung

B
ild 4.3:

V
erschiedene D

arstellungsform
en für B

aum
strukturen

AB
2

B
1

B
3

D

I H
L

M

K

C

F

G

J

E

B

A

A
E

F{
}

G
H{

}
I{}

,
,

{
}

,
,

{
}

J
K{

}
M{

}
L{}

,
,

,
{

}
B

C
D{

}
,

{
}

,
{

}
,

,
,

{
}

D
I

H

L
M

K
C

F
G

J
E

B

A
d) G

raphen-D
arstellung 
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D
ie U

nterbäum
e w

erden w
iederum

 solange zerlegt, bis sich einelem
entige U

nterbäu-
m

e ergeben. F
olgende S

trukturen sind äquivalente orientierte W
urzelbäum

e:

In B
ild 4.2d ist unser ausführliches B

eispiel als G
raph veranschaulicht. D

abei w
urde

jede V
erbindung als gerichtete K

ante gezeichnet. W
enn w

ir die in der Inform
atik übli-

che K
onvention einführen, daß

 die W
urzel eines B

aum
es stets oben ist und daß

 die
K

antenorientierung stets von oben nach unten gerichtet ist, können w
ir auf die explizite

R
ichtungsangabe einer K

ante verzichten. D
ies w

ird durch B
ild 4.3 verdeutlicht.

B
ild 4.4:

O
rientierter W

urzelbaum
 

D
ie B

egriffe, m
it denen B

aum
strukturen und ihre E

lem
ente beschrieben w

erden, sind
der Lebensw

elt entlehnt und w
erden in ähnlicher W

eise benutzt w
ie bei S

tam
m

bäum
en

oder lebenden B
äum

en. W
enn eine K

ante von K
noten A

 nach K
noten B

 geht, dann
heiß

t A
 V

ater (V
orgänger) von B

 und B
 S

ohn (K
ind, N

achfolger) von A
. Z

w
ei K

noten
m

it dem
selben V

ater heiß
en B

rüder (G
eschw

ister) usw
. D

ie N
achfahren eines K

notens
K

 sind alle K
noten, die zu T

eilbäum
en eines B

aum
es m

it K
 als W

urzel gehören, d. h.
alle seine N

achfolger und deren N
achfolger usw

. A
nalog ist der B

egriff V
orfahre defi-

niert. 

D
er G

rad eines K
notens K

 ist durch die A
nzahl seiner N

achfolger bestim
m

t. K
noten

vom
 G

rad 0 heiß
en B

lätter. Innere K
noten besitzen einen G

rad >
 0. Jeder K

noten bis

A

C
B

A

C
B

A

B
C

D
I

H

L
M

K
C

F
G

J
E

B

A

S
tufe (E

bene)

0123
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auf die W
urzel hat genau einen V

orgänger. D
ie W

urzel besitzt keinen V
orgänger. D

er
G

rad eines B
aum

es ergibt sich durch die m
axim

ale (m
axim

al m
ögliche) A

nzahl der
N

achfolger eines K
notens K

. 

D
ie S

tufe eines K
notens w

ird durch die P
fadlänge l von der W

urzel zum
 betreffenden

K
noten bestim

m
t. S

ie ergibt sich w
ie folgt:

S
tufe der W

urzel :=
 0

S
tufe eines K

notens K
 :=

 1 +
 S

tufe des V
orgängers von K

.

D
ie H

öhe h eines B
aum

es ergibt sich aus der m
axim

alen S
tufe seiner K

noten plus eins.
D

as G
ew

icht w
 eines B

aum
es ist die A

nzahl seiner B
lätter.

B
eispiel aus B

ild 4.3:

W
urzel:

A
innere K

noten:
A

, B
, C

, J, E
, G

B
lätter:

D
, K

, L, M
, F

, H
, I

S
tufe 0:

A
S

tufe 1:
B

, J, E
S

tufe 2:
C

, K
, L, M

, F
, G

S
tufe 3:

D
, H

, I
N

achfolger von E
: 

F
, G

N
achfahren von E

: 
F

, G
, H

, I
V

orfahren von G
:

E
, A

h =
 4

w
 =

 7

4.2
G

eo
rd

n
ete B

äu
m

e

W
enn die R

eihenfolge seiner U
nterbäum

e relevant ist, bezeichnet m
an einen W

urzel-
baum

 auch als geordneten (W
urzel-) B

aum
. 

D
efin

itio
n

: B
ei einem

 geordneten B
aum

 bilden die U
nterbäum

e B
i  jedes K

notens eine
geordnete M

enge. (D
ie N

achfolger eines K
notens lassen sich als erster, zw

eiter,..., n-
ter S

ohn bezeichnen).

D
a sich durch die geschachtelte M

engen-D
arstellung keine O

rdnung ausdrücken läß
t,

ist sie für geordnete B
äum

e ungeeignet. D
ie übrigen D

arstellungsform
en können je-

doch übernom
m

en w
erden. D

ie K
lam

m
ern-D

arstellung unseres B
eispiels ergibt sich

dann w
ie folgt, w

enn der B
aum

 in B
ild 4.3 als geordneter B

aum
 zugrundegelegt w

ird:

(A
, (B

, (C
, (D

))), (J, (K
), (L), (M

)), (E
, (F

), (G
, (H

), (I))))
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E
in A

nw
endungsbeispiel für einen geordneten B

aum
 ist der S

yntaxbaum
 zur B

eschrei-
bung der A

usw
ertung eines arithm

etischen A
usdrucks (B

ild 4.4).

Jeder innere K
noten repräsentiert einen O

perator; seine linken und rechten U
nterbäu-

m
e enthalten die zugehörigen O

peranden. D
ie O

rdnung im
 B

aum
 ist deshalb notw

en-
dig, w

eil die O
perationen -, ↑

, / nicht kom
m

utativ sind.

D
efin

itio
n

: E
ine geordnete M

enge von geordneten B
äum

en heiß
t W

ald.

4.3
B

in
ärb

äu
m

e: B
eg

riffe u
n

d
 D

efin
itio

n
en

D
er w

ichtigste S
onderfall einer B

aum
struktur ist der B

inärbaum
, bei dem

 jeder innere
K

noten einen G
rad ≤ 2 besitzt.

D
efin

itio
n

: E
in B

inärbaum
 ist eine endliche M

enge von E
lem

enten, die entw
eder leer

ist oder ein ausgezeichnetes E
lem

ent - die W
urzel des B

aum
es - besitzt und folgende

E
igenschaften aufw

eist:

i.
D

ie verbleibenden E
lem

ente sind in zw
ei disjunkte U

nterm
engen zerlegt.

ii.
Jede U

nterm
enge ist selbst w

ieder ein B
inärbaum

 und heiß
t linker bzw

. rechter U
n-

terbaum
 des ursprünglichen B

aum
es.

B
em

erkung: Jeder B
inärbaum

 m
it A

usnahm
e des leeren B

inärbaum
s ist ein geordne-

ter B
aum

. N
icht jeder B

aum
 m

it höchstens 2 N
achfolgern pro K

noten ist ein B
inärbaum

,
da ein N

achfolger eines K
notens nicht rechter/linker S

ohn zu sein braucht. 

D
er B

inärbaum
 kann als abstrakter D

atentyp w
ie folgt definiert w

erden. D
abei bezeich-

net  b
0  ∈

 B
IN

B
A

U
M

 den leeren B
inärbaum

.

a
•

+b
↑

c
2

-

d
e

/

B
ild 4.4: G

eordneter B
aum

 zur D
arstellung des arithm

etischen A
usdrucks 

 
a

b
c

↑
2

•
d

e⁄
–

+
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D
atentyp

B
IN

B
A

U
M

B
asistyp

E
LE

M

O
p

eratio
n

en
:

E
R

Z
E

U
G

E
:

→
 B

IN
B

A
U

M
;

LE
E

R
:

B
IN

B
A

U
M

→
 {T

R
U

E
, F

A
LS

E
};

B
A

U
E

B
A

U
M

:
B

IN
B

A
U

M
 × E

LE
M

 ×
B

IN
B

A
U

M
→

 B
IN

B
A

U
M

;
LIN

K
S

:
B

IN
B

A
U

M
 - {b

0 }
→

 B
IN

B
A

U
M

;
W

U
R

Z
E

L:
B

IN
B

A
U

M
 - {b

0 }
→

 E
LE

M
;

R
E

C
H

T
S

:
B

IN
B

A
U

M
 - {b

0 }
→

 B
IN

B
A

U
M

 .

A
xio

m
e:

E
R

Z
E

U
G

E
 

=
 b

0;

LE
E

R
(E

R
Z

E
U

G
E

) 
=

 T
R

U
E

;

∀
 l, r, ∈

 B
IN

B
A

U
M

, ∀
 d ∈

 E
LE

M
:

LE
E

R
(B

A
U

E
B

A
U

M
(l, d, r)) =

 F
A

LS
E

;
LIN

K
S

(B
A

U
E

B
A

U
M

(l, d, r)) =
 l;

W
U

R
Z

E
L(B

A
U

E
B

A
U

M
(l, d, r)) =

 d;
R

E
C

H
T

S
(B

A
U

E
B

A
U

M
(l, d, r) =

 r;

M
it H

ilfe dieser M
enge von G

rundoperationen lassen sich w
eitere O

perationen aufbau-
en. D

iese M
öglichkeit soll hier nicht w

eiter verfolgt w
erden.

E
s ist eine U

nterscheidung zw
ischen B

inärbäum
en und geordneten B

äum
en m

it höch-
stens zw

ei N
achfolgern pro K

noten zu treffen:

E
s handelt sich um

 zw
ei verschiedene B

inärbäum
e:

B
A

U
E

B
A

U
M

(B
A

U
E

B
A

U
M

(0, b, B
A

U
E

B
A

U
M

(0, d, 0)), a, B
A

U
E

B
A

U
M

(0, c, 0))
B

A
U

E
B

A
U

M
(B

A
U

E
B

A
U

M
(B

A
U

E
B

A
U

M
(0, d, 0), b, 0), a, B

A
U

E
B

A
U

M
(0, c, 0))

A

B

A

B

AB

a.)
b.)

c.)

a.) und b.) sind zw
ei verschiedene B

inärbäum
e; c.) ist kein B

inärbaum

a

b
c

d

a

b
c

d
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E
s handelt sich jedoch in beiden F

ällen um
 den gleichen geordneten B

aum
:

(a, (b, (d)), (c))

B
ild 4.5a zeigt einige S

trukturen, die keine B
inärbäum

e sind.

Z
w

ei B
inärbäum

e w
erden als ähnlich bezeichnet, w

enn sie dieselbe S
truktur besitzen

(B
ild 4.5b). S

ie heiß
en äquivalent, w

enn sie ähnlich sind und dieselbe Inform
ation ent-

halten.

E
in vollständiger B

inärbaum
 enthält die für seine H

öhe m
axim

al m
ögliche A

nzahl von
K

noten (B
ild 4.5c).

D
efin

itio
n

: E
in vollständiger B

inärbaum
 der S

tufe n hat folgende E
igenschaften:

i.
Jeder K

noten der S
tufe n ist ein B

latt (hat G
rad 0).

ii.
Jeder K

noten auf einer S
tufe <

 n hat G
rad 2.

S
atz: D

ie m
axim

ale A
nzahl von K

noten in einem
 B

inärbaum
 

i.
auf S

tufe i ist 2
i, i ≥ 0

ii.
der H

öhe h ist 2
h-1, h ≥ 1

B
ew

eis:

i.
D

er B
ew

eis erfolgt durch Induktion über i.

Induktionsanfang: D
ie W

urzel ist der einzige K
noten auf S

tufe 0. D
ie m

axim
ale A

n-
zahl der K

noten auf S
tufe i=

0 ist 2
i=

2
0=

1.

Induktionsbehauptung: D
ie m

axim
ale A

nzahl von K
noten auf S

tufe j, 0 ≤ j ≤ i, ist 2
j.

Induktionsschritt: D
ie m

axim
ale A

nzahl der K
noten auf S

tufe i -1 ist nach Indukti-
onsbehauptung 2

i-1. D
a auf S

tufe i -1 jeder K
noten 2 N

achfolger hat, ist auf S
tufe

i die m
axim

ale A
nzahl der K

noten  
.

ii.
D

ie m
axim

ale A
nzahl von K

noten in einem
 B

inärbaum
 der H

öhe h ist

D
efin

itio
n

: In einem
 strikten B

inärbaum
 hat jeder innere K

noten G
rad 2.

D
efin

itio
n

: E
in fast vollständiger B

inärbaum
 ist ein B

inärbaum
 (k ≥ 0), so daß

 gilt:

i.
Jedes B

latt im
 B

aum
 ist auf S

tufe k oder k+
1.

ii.
F

alls ein innerer K
noten einen rechten N

achfahren auf S
tufe k+

1 besitzt, dann ist
sein linker T

eilbaum
 vollständig m

it B
lättern auf S

tufe k+
1.

iii.
Jeder K

noten auf S
tufe <

 k hat G
rad 2.

2
2

i
1

–
⋅

2
i

=

N
2

0
2

1
2

2
…

2
h

1
–

+
+

+
+

2
i

i
0

=

h
1

–∑
2

h
1

–
=

=
=
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D
efin

itio
n

: B
ei einem

 ausgeglichenen B
inärbaum

 ist jedes B
latt auf S

tufe k oder k+
1

(k ≥ 0). Jeder K
noten auf S

tufe <
 k hat G

rad 2.

a)
S

trukturen, die keine B
inärbäum

e sind

b)
zw

ei ähnliche B
inärbäum

e

c)
vollständiger B

inärbaum
strikter B

inärbaum

d)
fast vollständiger B

inärbaum
ausgeglichener B

inärbaum

B
ild 4.5:

S
trukturen zur V

eranschaulichung der D
efinitionen

A

C
B

D
F

E

H
G

A

C
B

E

F
D

A

C
B

D
X

E

H
G

U

W
V

Y

A

C
B

D
E

G
F

A

C
B

D
E

G
F

I
H

A

C
B

D
E

G
F

K
J

I
H

A

C
B

D
E

G
F
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Z
ur V

erdeutlichung sind B
eispielstrukturen für diese D

efinitionen in B
ild 4.5c und d auf-

gezeichnet. D
er zw

eite B
inärbaum

 in B
ild 4.5d verletzt die zw

eite B
edingung der D

efi-
nition für fast vollständige B

inärbäum
e. D

er K
noten A

 hat rechte N
achfolger auf S

tufe
3, hat aber gleichzeitig einen linken N

achfolger, der auf S
tufe 2 B

latt ist. D
er B

inärbaum
ist also nicht fast vollständig. B

ei den B
äum

en in B
ild 4.5d handelt es sich um

 ausge-
glichene B

inärbäum
e.

4.4
D

arstellu
n

g
 vo

n
 B

in
ärb

äu
m

en

V
erkettete D

arstellu
n

g

B
inärbäum

e sind dynam
ische D

atenstrukturen. S
ie lassen sich in naheliegender W

ei-
se durch gekettete Listen darstellen. Jeder K

noten besteht dann aus drei E
lem

enten:
ein E

lem
ent zur S

peicherung der K
noteninform

ation und zw
ei Z

eiger auf die linken und
rechten U

nterbäum
e des K

notens. D
ie K

notendefinition kann in M
O

D
U

LA
-2 w

ie folgt
vorgenom

m
en w

erden:

T
Y

P
E

K
ptr =

 P
O

IN
T

E
R

 T
O

 K
noten;

K
noten =

R
E

C
O

R
D

Lsohn : K
ptr;

Info : InfoT
yp;

R
sohn : K

ptr
E

N
D

;

D
urch die V

erw
endung von (dynam

ischen) Z
eigertypen w

ird die F
reispeicherverw

al-
tung der S

truktur von der S
peicherverw

altung des P
rogram

m
iersystem

s übernom
m

en.

D
er B

inärbaum
 aus B

ild 4.4 ergibt die in B
ild 4.6a gezeigte verkettete D

arstellung.

F
eld

b
au

m
-D

arstellu
n

g

E
ine w

eitere S
peicherungsm

ethode basiert auf der V
erw

endung eines F
eldes m

it R
E

-
C

O
R

D
-K

om
ponenten. D

ie daraus resultierende F
eldbaum

-D
arstellung entspricht einer

S
im

ulation der dynam
ischen S

truktur des B
inärbaum

s in einem
 statischen D

atentyp
F

eld. F
olgende M

O
D

U
LA

-D
atenstrukturen beschreiben den F

eldbaum
:

C
O

N
S

T
 M

ax =
 100;

T
Y

P
E

B
aum

knoten =
R

E
C

O
R

D
Info : InfoT

yp;
Lsohn : [0..M

ax];
R

sohn : [0..M
ax]

E
N

D
;

F
eld =

 
A

R
R

A
Y

[1..M
ax] O

F
 B

aum
knoten;
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V
A

R
F

baum
 : F

eld;
W

urzel, F
rei : [0..M

ax];

Jeder B
aum

knoten w
ird auf einen E

intrag des F
eldes abgebildet. Lsohn und R

sohn
enthalten Integer-W

erte, die auf die entsprechenden N
achfolger im

 F
eld verw

eisen.
E

in N
ullw

ert entspricht dem
 N

IL in der geketteten D
arstellung. E

ine V
ariable m

uß
 als

E
instieg in die B

aum
struktur auf den W

urzel-E
intrag verw

eisen. M
it H

ilfe einer V
aria-

blen F
rei läß

t sich auf einfache W
eise die F

reispeicherverw
altung der S

truktur durch-
führen. S

ie dient als A
nker für den ersten freien E

intrag; von dort aus können alle freien
E

inträge über eine interne V
erkettung erreicht w

erden. B
eim

 E
infügen eines K

notens
(bis zur O

bergrenze von M
ax E

inträgen) w
ird der erste E

intrag der F
reiliste genom

m
en;

F
rei zeigt dann auf den N

achfolger. E
in Löschvorgang läuft analog ab. D

ie A
bbildung

eines B
inärbaum

s in eine F
eldbaum

-D
arstellung w

urde in B
ild 4.6b vorgenom

m
en.

E
ine alternative D

efinition des F
eldbaum

s ergibt sich durch V
erw

endung von drei F
el-

dern m
it einfachen K

om
ponenten:

V
A

R
Info : A

R
R

A
Y

 [1..M
ax] O

F
 InfoT

yp;
Lsohn, R

sohn : A
R

R
A

Y
 [1..M

ax] O
F

 [0..M
ax];

D
er gravierende N

achteil beider F
eldbaum

-D
arstellungen liegt darin, daß

 die F
elder

statisch, d.h. m
it festgelegter O

bergrenze zugeordnet w
erden und daß

 der B
enutzer

eine explizite F
reispeicherverw

altung durchzuführen hat. 

V
ater-D

arstellu
n

g

F
ür spezielle A

nw
endungen, die nur eingeschränkte O

perationen auf der B
aum

struktur
durchführen, bietet sich eine platzsparende D

arstellung an. F
ür jeden K

noten w
ird nur

der V
erw

eis zum
 V

ater gespeichert, w
as die B

ezeichnung dieser D
arstellungsform

 er-
klärt. S

ie erlaubt deshalb nur die D
urchlaufrichtung von den B

lättern zur W
urzel. W

ei-
terhin geht die O

rdnung auf N
achfolgern eines K

notens verloren, da an keiner S
telle

verm
erkt ist, ob ein K

noten linker oder rechter S
ohn ist. F

olgende D
atenstruktur läß

t
sich für die R

ealisierung der V
ater-D

arstellung heranziehen:

T
Y

P
E

Info =
 A

R
R

A
Y

 [1..M
ax] O

F
 InfoT

yp; 
V

ater =
 A

R
R

A
Y

 [1..M
ax] O

F
 [0..M

ax];

E
ine A

nw
endung der V

ater-D
arstellung ist in B

ild 4.7 gezeigt. In der skizzierten F
orm

dürfte diese M
ethode nur bei einer geringen A

nzahl von P
roblem

en die angem
essene

D
atenstruktur sein; in [K

n73] w
ird als B

eispiel die algorithm
ische B

ehandlung von Ä
qui-

valenzrelationen genannt. Jedoch ist es denkbar, daß
 für A

nw
endungen, die ein häu-

figes A
uf- und A

bsteigen in B
äum

en verlangen, der V
ater-Z

eiger m
it den beiden S

ohn-
zeigern aus der F

eldbaum
-D

arstellung kom
biniert w

ird.
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4.5
S

eq
u

en
tielle D

arstellu
n

g
 vo

n
 B

in
ärb

äu
m

en

D
ie folgenden M

ethoden versuchen bei der R
epräsentation eines B

inärbaum
es m

it ei-
nem

 geringeren S
peicherplatzbedarf auszukom

m
en. D

abei w
ird versucht, Z

eiger auf
S

ohnknoten im
plizit darzustellen. D

ie sequentielle A
nordnung der K

noten in einem
F

eld w
ird dazu benutzt, bestim

m
te B

eziehungen zw
ischen diesen K

noten ohne expli-
zite V

erw
eise auszudrücken.

H
alb

seq
u

en
tielle D

arstellu
n

g

B
ei dieser M

ethode w
ird jew

eils der V
erw

eis vom
 V

aterknoten zum
 linken S

ohnknoten
durch physische N

achbarschaft zum
 A

usdruck gebracht; der linke S
ohn w

ird im
m

er un-
m

ittelbar nach dem
 V

ater angeordnet. F
ür den rechten S

ohn w
ird ein expliziter Z

eiger
verw

endet. D
iese D

arstellungskom
bination erklärt auch den B

egriff ‘halbsequentiell’. 

F
olgende D

atenstruktur w
ird benutzt:

T
Y

P
E

B
aum

knoten =
R

E
C

O
R

D
Info : InfoT

yp;
R

sohn : [0..M
ax];

B
latt : B

O
O

LE
A

N
 {zeigt an, ob K

noten B
latt ist}

E
N

D
;

B
inbaum

 =
 A

R
R

A
Y

[1..M
ax] O

F
 B

aum
knoten;

D
as B

eispiel in B
ild 4.8 m

acht deutlich, daß
 die K

noten des B
aum

es in V
orordnung

(siehe 4.7) fortlaufend in das F
eld eingetragen w

erden. D
araus resultiert eine S

peiche-
rungsform

, in der die beiden U
nterbäum

e eines K
notens jew

eils in zusam
m

enhängen-
den F

olgen unm
ittelbar hinter dem

 V
aterknoten auftreten. D

ie R
sohn-Z

eiger kreuzen
sich dabei nie. D

ie V
orteile dieser S

truktur liegen in der S
peicherplatzersparnis, der

einfachen F
reispeicherverw

altung und dem
 effizienten D

urchlauf des B
inärbaum

es in
V

orordnung, da er der sequentiellen R
eihenfolge der E

inträge entspricht. S
ehr aufw

en-
dig dagegen sind A

ktualisierungsoperationen zu handhaben, die S
trukturveränderun-

gen des B
aum

es bew
irken. D

ie dabei notw
endigen V

erschiebungen von E
intragsfol-

gen im
plizieren eine erneute B

erechnung oder E
rm

ittlung der R
sohn-Z

eiger.
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a)
verkettete D

arstellung eines B
inärbaum

s

b)
F

eldbaum
-D

arstellung

B
ild 4.6:

D
arstellung von B

inärbäum
en -

+

a
d

e

/

↑
b

c
2

•

a
•

+b
↑

c
2

-

d
e

/

/frei
-+a•frei
b↑c2defrei

12745081401000000

1316090110000

2 134567891011121314

Info
Lsohn

R
sohn

F
rei =

 2; W
urzel =

 3

1

3

4

5
6

8
9

10
11

12
13



65

B
ild 4.7:

V
ater-D

arstellung eines B
inärbaum

es

B
ild 4.8:

H
albsequentielle D

arstellung von B
inärbäum

en

a
•

+b
↑

c
2

-

d
e

/

-+afrei
•/b↑frei
c22de

012921551288066

2 134567891011121314
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V
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W
urzel =

 1, F
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2

1

3
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6

7
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a
•
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↑

c
2

-

d
e

/

-+a•b↑c2/de
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B
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W
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 1, F
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R
sohn

S
peicherung der K

noten in V
orordnung
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 a • b ↑ c 2 / d e
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S
eq

u
en

tielle D
arstellu

n
g

D
iese M

ethode kom
m

t ohne explizite V
erw

eise zur D
arstellung der B

aum
struktur aus.

F
ür fast vollständige oder zum

indest ausgeglichene B
inärbäum

e bietet sie eine sehr
elegante und effiziente D

arstellungsform
 an. S

ie beruht auf einem
 sequentiellen N

u-
m

erierungsschem
a, das allen K

noten des B
aum

es von S
tufe 0 bis S

tufe k und inner-
halb jeder S

tufe von links nach rechts fortlaufende N
um

m
ern zuordnet. D

ie K
noten las-

sen sich direkt in ein eindim
ensionales F

eld abbilden, w
obei die K

notennum
m

er den
F

eldindex angibt. D
ie B

estim
m

ung von V
ater- und S

ohnknoten kann für jeden K
noten

des B
inärbaum

es auf einfache W
eise durchgeführt w

erden.

S
atz: E

in fast vollständiger B
aum

 m
it n K

noten sei sequentiell nach obigem
 N

um
erie-

rungsschem
a gespeichert. F

ür jeden K
noten m

it Index i, 1 ≤ i ≤ n, gilt:

-
V

ater(i) hat N
um

m
er 

 für i >
 1

-
Lsohn(i) hat N

um
m

er 2i für 2i ≤ n

-
R

sohn(i) hat N
um

m
er 2i+

1 für 2i+
1 ≤ n.

D
er B

ew
eis läß

t sich durch Induktion über i führen. 

In B
ild 4.9 sind einige B

inärbäum
e m

it ihrer sequentiellen D
arstellung gezeigt. D

ieses
V

erfahren ist ideal für fast vollständige B
äum

e. W
ird es für beliebige B

inärbäum
e an-

gew
endet, so m

üssen alle “Löcher” m
itgespeichert w

erden. Je stärker ein B
aum

 von
der F

orm
 des vollständigen B

aum
es abw

eicht, um
so größ

er ist die S
peicherplatzver-

schw
endung. B

ei einem
 zu einer linearen Liste entarteten B

aum
 sind von 2

k-1 S
pei-

cherplätzen k belegt.

4.6
D

arstellu
n

g
 allg

em
ein

er B
äu

m
e d

u
rch

 B
in

ärb
äu

m
e

B
ei einem

 allgem
einen B

aum
 ist die A

nzahl der N
achfolger eines K

notens unbestim
m

t.
U

m
 einen solchen B

aum
 zu im

plem
entieren, m

üß
te entw

eder für jeden K
noten eine dy-

nam
ische S

peicherplatzzuw
eisung zur A

nordnung einer beliebigen A
nzahl von S

ohn-

1

3
2

4
5

7
6

S
tufe

012

i
2⁄
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zeigern m
öglich sein oder es m

üß
te die A

nzahl der S
öhne auf m

 beschränkt w
erden.

Im
 zw

eiten F
all w

ürde dann jedem
 K

noten S
peicherplatz für m

 S
ohnzeiger statisch zu-

geordnet w
erden, unabhängig davon, ob er benötigt w

ird oder nicht. W
ie leicht einzu-

sehen ist, führt diese Lösung auf eine erhebliche S
peicherplatzverschw

endung. B
inär-

bäum
e dagegen sind w

esentlich einfacher zu im
plem

entieren, da jeder K
noten höch-

stens zw
ei S

öhne besitzt.

E
s gibt jedoch eine einfache T

echnik, die es gestattet, allgem
eine B

äum
e in B

inärbäu-
m

e zu transform
ieren. F

ür den transform
ierten B

aum
 kann dann eine der D

arstellungs-
form

en für B
inärbäum

e gew
ählt w

erden. D
em

 A
lgorithm

us liegt die B
eobachtung zu-

grunde, daß
 jeder K

noten höchstens einen B
ruder als rechten N

achbarn und höch-
stens 

einen 
S

ohn 
als 

Linksauß
en 

besitzt. 
D

ie 
T

ransform
ation 

besteht 
aus 

zw
ei

S
chritten:

1.
V

erknüpfe alle B
rüder untereinander von links nach rechts durch jew

eils eine K
an-

te und lösche alle von einem
 V

ater zu seinen S
öhnen ausgehenden K

anten bis auf
die zu seinem

 Linksauß
en-S

ohn.

2.
R

otiere d
ie w

aagerechten K
anten (D

rehpunkte sind jew
eils die Linksauß

en-S
öh-

ne)  im
 entstandenen G

raph um
 45

0, um
 besser zw

ischen linken und rechten U
n-

terbäum
en unterscheiden zu können.

In B
ild 4.10 ist dieser T

ransform
ationsalgorithm

us an B
eispielen veranschaulicht. E

s
w

urde dabei gezeigt, daß
 m

it H
ilfe dieses T

ransform
ationsalgorithm

us ein W
ald von

allgem
einen B

äum
en in einen B

inärbaum
 um

gew
andelt w

erden kann. D
ie V

erknüp-
fung der einzelnen B

äum
e geschieht durch die R

sohn-Z
eiger in den W

urzeln.

D
urch U

m
kehrung der T

ransform
ationsvorschrift läß

t sich der ursprüngliche allgem
ei-

ne B
aum

 oder der W
ald von allgem

einen B
äum

en w
iedergew

innen.
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a)
A

bbildung eines fast vollständigen B
inärbaum

es

b)
A

bbildung des A
nw

endungsbeispiels

c)
A

bbildung eines entarteten B
inärbaum

es

B
ild 4.9:

S
equentielle D
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a)
S

chrittw
eise T

ransform
ation eines allgem

einen B
aum

s

B
ild 4.10:

D
arstellung allgem

einer B
äum

e durch B
inärbäum

e

l
k

a

d
b

e
g

j
i

c

f
h

l
k

a

d
b

e
g

j
i

c

f
h

1. S
chritt

⇒

2. S
chritt

⇒

l

k

a

d

b

e

g

j

i

c

f
h
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b)
T

ransform
ation eines W

aldes von allgem
einen B

äum
en

B
ild 4.10:

D
arstellung allgem

einer B
äum

e durch B
inärbäum

e (F
ortsetzung)

4.7
A

u
fb

au
 vo

n
 B

in
ärb

äu
m

en

O
perationen zum

 E
infügen und E

ntfernen von K
noten in einem

 B
inärbaum

 sind relativ
einfach. F

olgende O
perationen zum

 E
rzeugen eines K

notens und zum
 A

nhängen ei-
nes B

lattes an einen B
aum

 sind beim
 A

ufbau eines B
inärbaum

s recht nützlich. W
ir un-

terstellen für den B
inärbaum

 eine gekettete R
epräsentation.

B
auebaum

 erzeugt die W
urzel eines B

inärbaum
s m

it leeren linken und rechten U
nter-

bäum
en. D

ie P
rozedur Linksanhaengen (C

urrent,X
) erzeugt einen neuen B

aum
knoten

m
it Inhalt X

 und hängt ihn als linken S
ohn des K

notens C
urrent an einen B

inärbaum
an. B

eide K
om

ponenten sind als P
rogram

m
 4.1 in M

O
D

U
LA

-N
otation aufgelistet.

a

d
b

e
g

c

f
h

i

j

l
n

km

op

q
s

r

ad

b

e

g

c

f

h

i

jl

n

km

o

p

q

r

s
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E
ine P

rozedur R
echtsanhaengen ergibt sich analog. In ähnlicher W

eise können P
ro-

zeduren zum
 E

infügen von inneren K
noten oder zum

 Löschen von K
noten geschrieben

w
erden. D

as Löschen von B
lättern ist dabei sehr einfach. Löschen von inneren K

noten
dagegen bereitet gew

isse S
chw

ierigkeiten, da die beiden U
nterbäum

e des gelöschten
K

notens m
it dem

 B
aum

 verbunden w
erden m

üssen. W
ir w

erden die B
ehandlung dieser

O
perationen ausführlicher bei der D

iskussion der binären S
uchbäum

e aufgreifen.

P
R

O
C

E
D

U
R

E
 B

auebaum
 (X

 : InfoT
yp) : K

ptr;

V
A

R
K

noten : K
ptr;

B
E

G
INN

E
W

(K
noten);

K
noten^.Info :=

 X
;

K
noten^.Lsohn :=

 N
IL;

K
noten^.R

sohn :=
 N

IL;
R

E
T

U
R

N
 K

noten;
E

N
D

 B
auebaum

;

P
R

O
C

E
D

U
R

E
 Linksanhaengen (C

urrent : K
ptr; X

 : InfoT
yp);

V
A

R
K

noten : K
ptr;

B
E

G
INIF

 
C

urrent =
 N

IL T
H

E
N

W
riteS

tring (‘leerer B
aum

’)
E

L
S

IF
 C

urrent^.Lsohn <
>

 N
IL T

H
E

N
W

riteS
tring (‘ungueltige E

infuegung’)
E

L
S

EK
noten :=

 B
auebaum

(X
);

C
urrent^. Lsohn :=

 K
noten;

E
N

D
E

N
D

 Linksanhaengen;

P
rogram

m
 4.1:

O
perationen zum

 A
ufbau eines B

inärbaum
es

4.8
D

u
rch

lau
fen

 vo
n

 B
in

ärb
äu

m
en

B
äum

e w
erden oft benutzt, um

 strukturierte D
atensam

m
lungen zu repräsentieren und

deren E
lem

ente entsprechend der vorgegebenen S
trukturierung zu verarbeiten. D

abei
fällt häufig die A

ufgabe an, die K
noten des B

aum
es in system

atischer R
eihenfolge auf-

zusuchen und die K
noteninhalte zu verarbeiten. E

in solcher V
erarbeitungsvorgang, bei

dem
 jeder K

noten des B
aum

es genau einm
al aufgesucht w

ird, heiß
t B

aum
durchlauf
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(tree traversal). E
s sind eine R

eihe von M
ethoden zum

 D
urchlaufen von B

inärbäum
en

bekannt. Jedes D
urchlaufverfahren im

pliziert eine sequentielle, lineare O
rdnung auf

den K
noten des B

aum
es. E

s entspricht also der sequentiellen V
erarbeitung aller E

le-
m

ente der S
truktur. D

ie w
ichtigsten V

erfahren erhält m
an durch folgende rekursiv an-

zuw
endende V

erarbeitungsschritte:

V
erarbeite die W

urzel: W
D

urchlaufe den linken U
nterbaum

: L
D

urchlaufe den rechten U
nterbaum

: R

D
ie einzelnen V

erfahren unterscheiden sich in der R
eihenfolge der drei V

erarbeitungs-
schritte. D

urch P
erm

utation ergeben sich sechs D
urchlauf-M

öglichkeiten:

M
it der K

onvention, den linken vor dem
 rechten U

nterbaum
 zu durchlaufen, verbleiben

gew
öhnlich die ersten drei P

erm
utationen, aus denen sich die gebräuchlichen rekursi-

ven D
urchlauf-A

lgorithm
en ableiten lassen:

D
urchlauf in V

orordnung (pre-order)

1.
V

erarbeite die W
urzel

2.
D

urchlaufe den linken U
nterbaum

 in V
orordnung

3.
D

urchlaufe den rechten U
nterbaum

 in V
orordnung

D
urchlauf in Z

w
ischenordnung (in-order)

1.
D

urchlaufe den linken U
nterbaum

 in Z
w

ischenordnung

2.
V

erarbeite die W
urzel

3.
D

urchlaufe den rechten U
nterbaum

 in Z
w

ischenordnung

D
urchlauf in N

achordnung (post-order, end-order)

1.
D

urchlaufe den linken U
nterbaum

 in N
achordnung

2.
D

urchlaufe den rechten U
nterbaum

 in N
achordnung

3.
V

erarbeite die W
urzel

1
2

3
4

5
6

W
L

L
W

R
R

L
W

R
R

W
L

R
R

W
L

L
W
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D
ie K

noten unseres A
nw

endungsbeispiels w
erden durch diese A

lgorithm
en in folgen-

der W
eise durchlaufen:

V
orordnung: - +

 a • b ↑
 c 2 / d e

Z
w

ischenordnung: a +
 b • c ↑

 2 - d / e

N
achordnung: a b c 2 ↑

 • +
 d e / -

D
ieses B

eispiel zeigt eine R
eihe von A

nw
endungen für die D

urchlauf-A
lgorithm

en. D
er

D
urchlauf in V

orordnung transform
iert den durch den S

yntaxbaum
 repräsentierten

arithm
etischen A

usdruck in seine P
räfix-F

orm
, in der die beiden O

peranden dem
 O

pe-
rator folgen. D

urch den D
urchlauf in Z

w
ischenordnung w

urde der arithm
etische A

us-
druck in Infix-F

orm
 abgeleitet. D

arin steht der O
perator zw

ischen seinen O
peranden.

B
ei Infix- und bei P

räfix-D
arstellung geht die richtige O

perator-P
räzedenz verloren,

w
enn im

 ursprünglichen A
usdruck die natürliche P

räzedenz durch K
lam

m
ern aufgeho-

ben w
ar. D

ie N
achordnung entspricht der P

ostfix-F
orm

. In ihr bleibt die O
perator-P

rä-
zedenz erhalten. S

ie w
ird ausschließ

lich durch die R
eihenfolge der O

peratoren be-
stim

m
t. 

D
ie Z

w
ischenordnung heiß

t auch sym
m

etrische O
rdnung; sie w

ird zur E
rzeugung von

S
ortierordnungen herangezogen. B

ei binären S
uchbäum

en lassen sich beispielsw
eise

m
it H

ilfe eines D
urchlaufs in Z

w
ischenordnung die Inhalte aller K

noten in S
ortierreihen-

folge verarbeiten.

A
uch die V

orordnung hat w
eitere w

ichtige A
nw

endungen. B
eispielsw

eise w
erden die

B
aum

strukturen nach dem
 hierarchischen D

atenm
odell, w

ie sie im
 D

atenbanksystem
IM

S
 von IB

M
 verw

altet w
erden, in V

orordnung durchlaufen. A
lle O

perationen sind dort
im

 H
inblick auf die V

orordnung (hierarchic sequence order) definiert.

a
•

+b
↑

c
2

-

d
e

/
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R
eku

rsives D
u

rch
lau

fen

Im
 folgenden w

erden verschiedene M
öglichkeiten, die D

urchlauf-A
lgorithm

en zu im
-

plem
entieren, diskutiert. D

abei beschränken w
ir uns jew

eils auf die Z
w

ischenordnung.
F

ür die D
atenstrukturen w

ählen w
ir ausschließ

lich die verkettete R
epräsentation. E

ine
R

ealisierung dieser A
lgorithm

en in M
O

D
U

LA
 erfolgt am

 einfachsten m
it H

ilfe rekursiver
S

trukturen.

D
er T

yp K
ptr für einen B

aum
knoten w

urde bereits definiert. D
am

it ergibt sich die als
P

rogram
m

 4.2 dargestellte P
rozedur.

Iterativer D
u

rch
lau

f

N
icht-rekursive A

lgorithm
en, die ihre eigene S

tapelverw
altung ausführen, laufen oft

w
esentlich effizienter ab als rekursive A

lgorithm
en. A

uch für das D
urchlaufen von B

äu-
m

en lassen sich solche A
lgorithm

en entw
ickeln. B

ei der iterativen V
ersion des D

urch-
laufs in Z

w
ischenordnung w

ählt m
an solange w

ie m
öglich die linke A

bzw
eigung und

speichert den zurückgelegten W
eg auf einem

 S
tapel:

A
ktion 1:

P
U

S
H

(S
, C

urrent);
C

urrent :=
 C

urrent^.Lsohn;

W
enn es links oder rechts nicht m

ehr w
eitergeht, w

ird der oberste K
noten des S

tapels
ausgegeben und vom

 S
tapel entfernt. D

er D
urchlauf w

ird m
it dem

 rechten U
nterbaum

des entfernten K
notens fortgesetzt:

A
ktion 2:

W
riteS

tring(T
O

P
(S

)^.Info);
C

urrent :=
 T

O
P

(S
)^.R

sohn;
P

O
P

(S
);

E
in A

usführungsplan skizziert den iterativen D
urchlauf bei unserem

 A
nw

endungsbei-
spiel.P

R
O

C
E

D
U

R
E

 LW
R

 (W
urzel : K

ptr);

B
E

G
INIF

W
urzel <

>
 N

IL T
H

E
N

LW
R

 (W
urzel^.Lsohn);

V
erarbeite (W

urzel^.Info);
LW

R
 (W

urzel^.R
sohn);

E
N

D
E

N
D

 LW
R

;

P
rogram

m
 4.2:

R
ekursive V

ersion der Z
w

ischenordnung
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D
ieser iterative D

urchlauf läß
t sich zur als P

rogram
m

 4.3 dargestellten P
rozedur zu-

sam
m

enfassen. D
abei w

ird angenom
m

en, daß
 geeignete O

perationen auf einem
 vor-

definierten T
yp S

tapel verfügbar seien.

G
efäd

elte B
in

ärb
äu

m
e

D
ie rekursiven A

lgorithm
en zum

 D
urchlaufen von B

inärbäum
en verkörpern elegante,

aber teure Lösungen. S
ie w

erden unter im
pliziter V

erw
endung eines S

tapels (durch die
Laufzeitorganisation des R

echensystem
s) ausgeführt. D

ie iterativen D
urchlauf-A

lgo-
rithm

en erfordern m
ehr P

rogram
m

ieraufw
and, da der eingesetzte S

tapel explizit ver-
w

altet w
erden m

uß
; sie erlauben jedoch eine im

 V
ergleich zur rekursiven V

ersion effi-
zientere A

usführung, da die Laufzeitaktionen zur dynam
ischen S

peicherplatzverw
al-

tung und zur rekursiven P
rozeduraktivierung w

egfallen.

S
tapel S

C
urrent^

A
ktion

A
usgabe

0
-

1
-

+
1

-+
a

1
-+

a
N

IL
2

a 
-+

N
IL

2
+

-
• 

1
-•

b
1

-•b
N

IL
2

b
-•

N
IL

2
 •

-
↑

1
-↑

c
1

-↑
c

N
IL

2
c

-↑
N

IL
2

↑
- 

2 
1

-2
N

IL
2

2
-

N
IL 

2
 -

0
/ 

1
/ 

d 
1

/d
N

IL 
2

d
/ 

N
IL

2
/

0
e

1
e

N
IL

2
e

0
N

IL 
S

top
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D
ie T

echnik der F
ädelung zielt auf eine w

eitere V
erbesserung der D

urchlauf-A
lgorith-

m
en ab. S

ie gestattet den E
ntw

urf nicht-rekursiver A
lgorithm

en zum
 D

urchlaufen ge-
ordneter B

inärbäum
e, ohne auf eine S

tapel-O
rganisation rückgreifen zu m

üssen. 

P
R

O
C

E
D

U
R

E
 LW

R
iterativ (W

urzel : K
ptr);

{iterative A
usführung des D

urchlaufs in Z
w

ischenordnung}

V
A

R
S

 : S
tapel;

C
urrent : K

ptr;
S

top : B
O

O
LE

A
N

;

B
E

G
INC

urrent :=
 W

urzel;
S

top :=
 F

A
LS

E
;

R
E

P
E

A
T

W
H

IL
E

 C
urrent <

>
 N

IL D
O

P
U

S
H

 (S
, C

urrent);
C

urrent :=
 C

urrent^.Lsohn
E

N
D

;
IF

E
M

P
T

Y
(S

) T
H

E
N

S
top :=

 T
R

U
E

E
L

S
EW

riteS
tring (T

O
P

(S
)^.Info);

C
urrent :=

 T
O

P
(S

)^.R
sohn;

P
O

P
(S

);
E

N
D

U
N

T
IL

 S
top;

E
N

D
 LW

R
iterativ;

P
rogram

m
 4.3:

Iterative V
ersion der Z

w
ischenordnung

D
ies w

ird durch einen “F
aden” erreicht, der die B

aum
knoten in der F

olge der D
urchlauf-

ordnung verknüpft. E
s lassen sich zw

ei T
ypen von F

äden unterscheiden: ein R
echts-

faden verbindet jeden K
noten m

it seinem
 N

achfolgerknoten in D
urchlaufordnung, w

äh-
rend ein Linksfaden die V

erbindung zum
 V

orgängerknoten in D
urchlaufordnung her-

stellt.

D
urch H

inzufügen von Z
eigern zu den B

aum
knoten kann eine F

ädelung in V
or-, Z

w
i-

schen- oder N
achordnung erreicht w

erden. F
ür jede dieser O

rdnungen ist R
echts- und

Linksfädelung m
öglich. S

elbst eine M
ehrfachfädelung ist denkbar (allerdings unter E

in-
führung zusätzlicher R

edundanz).

B
eispielsw

eise könnte für R
echts- und Linksfädelung in einer der D

urchlaufordnungen
folgende K

notenstruktur gew
ählt w

erden:
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T
Y

P
E

K
ptr =

P
O

IN
T

E
R

 T
O

 F
knoten;

F
knoten =

R
E

C
O

R
D

Lsohn : K
ptr;

Info : InfoT
yp;

R
sohn : K

ptr;
Lfaden : K

ptr;
R

faden : K
ptr;

E
N

D
;

In B
ild 4.11 ist für unsere B

eispielanw
endung die F

ädelung in V
or-, Z

w
ischen- und

N
achordnung veranschaulicht. D

er Ü
bersichtlichkeit halber w

urde jew
eils nur die

R
echtsfädelung eingezeichnet.

a)
R

echtsfädelung der V
orordnung

b)
R

echtsfädelung der Z
w

ischenordnung

B
ild 4.11:

V
erschiedene A

rten der F
ädelung durch zusätzliche Z

eiger

a
•

+b
↑

c
2 -

d
e

/

S
tart

N
IL

S
tart

N
IL

a
•

+b
↑

c
2 -

d
e

/
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c)
R

echtsfädelung der N
achordnung

B
ild 4.11:

V
erschiedene A

rten der F
ädelung durch zusätzliche Z

eiger (F
ortsetzung)

D
ie D

urchlauf-A
lgorithm

en gestalten sich bei V
orliegen einer F

ädelung denkbar ein-
fach. F

ür die verschiedenen O
rdnungen ergibt sich dieselbe P

rozedur, die als P
ro-

gram
m

 4.4 aufgelistet ist.

P
R

O
C

E
D

U
R

E
 B

aum
faden (S

tart : K
ptr);

{S
tart zeigt auf ersten K

noten in Z
w

ischenordnung}

V
A

R
C

urrent : K
ptr;

B
E

G
INC

urrent :=
 S

tart;
W

H
IL

E
 C

urrent <
>

 N
IL D

O
V

erarbeite (C
urrent^.Info);

C
urrent :=

 C
urrent^.R

faden
E

N
D

E
N

D
 B

aum
faden;

P
rogram

m
 4.4:

A
llgem

einer D
urchlauf-A

lgorithm
us bei F

ädelung

E
s gibt noch eine zw

eite A
rt der F

ädelung, die ohne zusätzliche Z
eiger auskom

m
t und

daher geringeren S
peicherplatzaufw

and erfordert. D
ie W

artungs- und D
urchlauf-A

lgo-
rithm

en w
erden lediglich geringfügig kom

plexer. D
ieser A

rt der F
ädelung liegt folgende

B
eobachtung zugrunde: E

in B
inärbaum

 m
it n K

noten hat 2n Z
eiger. D

a auf die W
urzel

nicht verw
iesen w

ird und auf die übrigen n-1 K
noten jew

eils genau ein Z
eiger verw

eist,
besitzen n+

1 dieser Z
eiger den W

ert N
IL. D

iese unbesetzten Z
eiger können ausge-

nutzt w
erden, um

 ohne zusätzlichen S
peicheraufw

and D
urchlaufinform

ationen statisch
zu speichern. S

ie bieten die M
öglichkeit, einen F

aden zu ziehen, der für eine bestim
m

-
te D

urchlaufordnung für jeden K
noten seinen N

achfolger ohne B
enutzung eines S

ta-

S
tart

N
IL

a
•

+b
↑

c
2 -

d
e

/
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pels zu bestim
m

en gestattet. S
o ergeben die regulären B

aum
zeiger zusam

m
en m

it
den F

adenzeigern eine durchgehende K
antenfolge vom

 ersten bis zum
 letzten E

le-
m

ent der D
urchlaufordnung.

A
us dem

 B
eispiel in B

ild 4.11 w
ird ersichtlich, daß

 die F
adenzeiger von inneren K

noten
bei der V

or- und Z
w

ischenordnung redundant sind. B
ei der V

orordnung verläuft bei ih-
nen der R

echtsfaden (W
LR

)/Linksfaden (W
R

L) stets parallel zu den linken/rechten
B

aum
zeigern. B

ei der Z
w

ischenordnung können die F
adenzeiger von R

echtsfaden
(LW

R
)/Linksfaden (R

W
L) in inneren K

noten durch von diesen K
noten ausgehende F

ol-
gen von B

aum
zeigern ersetzt w

erden. In B
lattknoten oder K

noten m
it einem

 N
achfol-

ger aber sind unbesetzte Z
eiger vorhanden, die zur D

arstellung des F
adens herange-

zogen w
erden können. F

olglich läß
t sich eine F

ädelung ohne Z
usatzaufw

and für Z
eiger

realisieren.

Ist diese A
rt der F

ädelung auch für die N
achordnung m

öglich?

D
a jetzt ein Z

eiger sow
ohl als B

aum
- als auch als F

adenzeiger verw
endet w

ird, m
uß

eine U
nterscheidung seines E

insatzes m
öglich sein. D

ies läß
t sich am

 einfachsten
durch B

oolesche V
ariablen erreichen:

T
Y

P
E

K
ptr =

P
O

IN
T

E
R

 T
O

 F
knoten;

F
knoten =

R
E

C
O

R
D

Lsohn : K
ptr;

Lfaden : B
O

O
LE

A
N

; {T
R

U
E

, w
enn Lsohn

F
adenzeiger}

Info : InfoT
yp;

R
sohn : K

ptr;
R

faden : B
O

O
LE

A
N

 {T
R

U
E

, w
enn R

sohn 
F

adenzeiger};
E

N
D

;

B
ei einer F

eldbaum
-Im

plem
entierung könnte ein B

aum
zeiger durch einen positiven In-

dex und ein F
adenzeiger durch einen negativen Index ausgedrückt w

erden.

In B
ild 4.12a ist die R

echtsfädelung der Z
w

ischenordnung veranschaulicht. N
ach A

uf-
suchen des Linksauß

en der S
truktur geschieht der D

urchlauf durch V
erfolgen der im

B
ild gerichtet dargestellen Z

eigerfolge vom
 Linksauß

en zum
 R

echtsauß
en. E

ine F
äde-

lung in einer R
ichtung benutzt im

 B
eispiel (n+

1)/2 F
adenzeiger, w

obei ein N
IL-Z

eiger
zum

 E
rkennen des E

ndes benötigt w
ird. E

s zeigt sich, daß
 in den restlichen unbesetz-

ten Z
eigern zusätzlich noch die Linksfädelung untergebracht w

erden kann. Z
u ihrer

V
erdeutlichung ist sie in einer separaten D

arstellung aufgezeichnet. D
ie gerichtete Z

ei-
gerfolge verläuft vom

 R
echtsauß

en zum
 Linksauß

en der S
truktur.

In B
ild 4.12c und d sind Z

w
ischen- und V

orordnung, w
ie sie sich durch Ü

berlagerung
von R

echts- und Linksfädelung ergeben, dargestellt. 

80

a)
R

echtsfädelung der Z
w

ischenordnung

b)
Linksfädelung der Z

w
ischenordnung

B
ild 4.12:

V
erschiedene A

rten der F
ädelung bei A

usnutzung vorhandener Z
eiger

a
•

+b
↑

c
2 -

d
e

/

a
•

+b
↑

c
2 -

d
e

/
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c)
R

echts- und Linksfädelung der Z
w

ischenordnung

d)
R

echts- und Linksfädelung der V
orordnung

B
ild 4.12:

V
erschiedene A

rten der F
ädelung bei A

usnutzung vorhandener Z
eiger

(F
ortsetzung)

a
•

+b
↑

c
2 -

d
e

/

-

d
e

/

a
•

+b
↑

c
2

82

B
ild 4.13:

A
ufbau eines B

inärbaum
es m

it R
echts- und Linksfädelung in Z

w
ischen-

ordnung

C
urrent zeigt jew

eils auf den K
noten, an den

der neue K
noten angehängt w

ird:

W
urzel :=

 B
auebaum

 (’-’);

Linksanhaengen (C
urrent, ’+

’);

R
echtsanhaengen (C

urrent, ’•’)

{N
achfolger des neuen K

notens in Z
w

ischen-

ordnung:

beim
 Linksfaden der K

noten C
urrent, beim

R
echtsfaden der K

noten, auf den der rechte

F
adenzeiger von C

urrent zeigt}

Linksanhaengen (C
urrent, ’a’);

R
echtsanhaengen (C

urrent, ’/’);

R
echtsanhaengen (C

urrent, ’↑
’);

Linksanhaengen (C
urrent, ’d’);

{N
achfolger des neuen K

notens in Z
w

ischen-

ordnung:

beim
 R

echtsfaden der K
noten C

urrent, beim

Linksfaden der K
noten, auf den der linke F

a-

denzeiger von C
urrent zeigt}

-T
T

a
T

T

-F
F

+
F

F

•
T

T

/T
T

-T
F

+
F

T

•
T

T

-T
F

+
T

T

↑
T

T

d
T

T
a

T
T

-F
F

+
F

F

•
T

T

/T
T
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Z
um

 A
ufbau eines B

inärbaum
es m

it R
echts- und Linksfädelung in Z

w
ischenordnung

geben w
ir w

iederum
 einige nützliche O

perationen an. B
auebaum

 erzeugt die W
urzel

des B
inärbaum

es und setzt die E
ndekriterien für R

echts- und Linksfaden. D
ie P

rozedur
Linksanhaengen hat neben dem

 E
infügen eines B

lattknotens die F
ädelung zu aktuali-

sieren. D
ie R

echtsfädelung ist sehr einfach, da der N
achfolger in Z

w
ischenordnung im

-
m

er der K
noten ist, an den angehängt w

ird. B
ei der Linksfädelung w

ird der F
adenzei-

ger zum
 N

achfolger in Z
w

ischenordnung von dem
 K

noten, an den angehängt w
ird,

übernom
m

en. D
ie A

ktualisierung der F
adenzeiger durch die P

rozedur R
echtsanhaen-

gen hat sym
m

etrisch zu erfolgen. In B
ild 4.13 ist die A

nw
endung dieser O

perationen
(P

rogram
m

 4.5) bei der K
onstruktion eines B

inärbaum
es skizziert.

P
R

O
C

E
D

U
R

E
 B

auebaum
 (X

 : InfoT
yp) : K

ptr;

V
A

R
K

noten : K
ptr;

B
E

G
INN

E
W

 (K
noten);

W
IT

H
 K

noten^ D
O

Info :=
 X

;
Lsohn :=

 N
IL;

{E
ndekriterium

 für}
Lfaden :=

 T
R

U
E

;
{Linksfaden}

R
sohn :=

 N
IL;

{E
ndekriterium

 für}
R

faden :=
 T

R
U

E
{R

echtsfaden}
E

N
D

;
R

E
T

U
R

N
 K

noten
E

N
D

 B
auebaum

;

P
R

O
C

E
D

U
R

E
 Linksanhaengen (C

urrent : K
ptr; X

 : InfoT
yp);

V
A

R
K

noten : K
ptr;

B
E

G
INIF

C
urrent =

 N
IL T

H
E

N
W

riteS
tring (‘leerer B

aum
’)

E
L

S
IF

 C
urrent^.Lfaden <

>
 T

R
U

E
 T

H
E

N
W

riteS
tring (‘ungueltige E

infuegung’)
E

L
S

EN
E

W
 (K

noten);
W

IT
H

 K
noten^ D

O
Info :=

 X
;

R
sohn :=

 C
urrent;

{N
achfolger beim

 R
echtsfaden}

R
faden :=

 T
R

U
E

;
{in Z

w
ischenordnung}

Lsohn :=
 C

urrent^.Lsohn;
{N

achfolger beim
 Linksfaden}

Lfaden :=
 T

R
U

E
{in Z

w
ischenordnung}
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E
N

D
;

C
urrent^.Lsohn :=

 K
noten;

C
urrent^.Lfaden :=

 F
A

LS
E

;
E

N
D

E
N

D
 Linksanhaengen;

P
R

O
C

E
D

U
R

E
 R

echtsanhaengen (C
urrent : K

ptr; X
 : InfoT

yp);

V
A

R
K

noten : K
ptr;

B
E

G
INIF

C
urrent =

 N
IL T

H
E

N
W

riteS
tring (‘leerer B

aum
’)

E
L

S
IF

 C
urrent^.R

faden <
>

 T
R

U
E

 T
H

E
N

W
riteS

tring (‘ungueltige E
infuegung’)

E
L

S
EN

E
W

 (K
noten);

W
IT

H
 K

noten^ D
O

Info :=
 X

;
Lsohn :=

 C
urrent;

{N
achfolger beim

 Linksfaden}
Lfaden :=

 T
R

U
E

;
{in Z

w
ischenordnung}

R
sohn :=

 C
urrent^.R

sohn;
{N

achfolger beim
 R

echtsfaden}
R

faden :=
 T

R
U

E
{in Z

w
ischenordnung}

E
N

D
;

C
urrent^.R

sohn :=
 K

noten;
C

urrent^.Lfaden :=
 F

A
LS

E
;

E
N

D
E

N
D

 R
echtsanhaengen;

P
rogram

m
 4.5:

P
rozeduren zum

 A
ufbau eines B

inärbaum
es m

it R
echts- und Links-

fädelung in Z
w

ischenordnung

B
eim

 D
urchlaufen eines solchen B

inärbaum
es m

üssen B
aum

- und F
adenzeiger aus-

genutzt w
erden. E

ine P
rozedur zum

 D
urchlaufen des B

aum
es ist deshalb kom

plexer
als im

 F
all separater F

adenzeiger. F
ür den D

urchlauf über die R
echtsfädelung in Z

w
i-

schenordnung ergibt sich die P
rozedur LW

R
faden, die als P

rogram
m

 4.6 aufgelistet ist.

P
R

O
C

E
D

U
R

E
 LW

R
faden (W

urzel : K
ptr);

V
A

R
C

urrent, P
revious : K

ptr;
{D

er P
revious-Z

eiger läuft um
 einen K

noten versetzt hinter dem
 C

urrent-
Z

eiger her}
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B
E

G
INIF

W
urzel =

 N
IL T

H
E

N
W

riteS
tring (‘leerer B

aum
’)

E
L

S
EC

urrent :=
 W

urzel;
R

E
P

E
A

T
W

H
IL

E
 N

O
T

 C
urrent^.Lfaden D

O
{V

erzw
eige nach links}

C
urrent :=

 C
urrent^.Lsohn;

{solange es geht}
E

N
D

;
W

riteS
tring (C

urrent^.Info);
P

revious :=
 C

urrent;
C

urrent :=
 C

urrent^.R
sohn;

W
H

IL
E

 (P
revious^.R

faden) A
N

D
 (C

urrent <
>

 N
IL) D

O
W

riteS
tring (C

urrent^.Info);
P

revious :=
 C

urrent;
C

urrent :=
 C

urrent^.R
sohn

E
N

D
;

U
N

T
IL

 C
urrent =

 N
IL

E
N

D
E

N
D

 LW
R

faden;

P
rogram

m
 4.6:

P
rozedur zum

 D
urchlaufen eines B

inärbaum
es über die R

echtsfä-
delung

K
o

sten
an

alyse d
es D

u
rch

lau
fs

Z
ur A

bschätzung der K
osten der rekursiven V

ersion hilft die B
eobachtung, daß

 jeder
K

noten genau einen rekursiven A
ufruf m

it c
1  K

osteneinheiten verursacht. F
ür jeden

K
noten w

ird der V
erarbeitungsschritt m

it c
2  K

osteneinheiten einm
al ausgeführt. D

en
rekursiven A

ufruf bei einer N
IL-V

erzw
eigung setzen w

ir m
it c

3  K
osteneinheiten an. D

a
beim

 B
inärbaum

 bei n K
noten n+

1 N
IL-V

erzw
eigungen vorhanden sind (siehe 4.9), er-

halten w
ir als G

esam
tkosten

B
ei der iterativen V

ersion w
ird jeder K

noten durch die innere W
H

ILE
-S

chleife genau
einm

al auf den S
tapel S

 geladen (c
1 ). D

ie IF
-B

edingung w
ird sooft ausgeführt, w

ie

C
U

R
R

E
N

T
^ den W

ert N
IL annim

m
t, also (n+

1)-m
al. D

araus resultiert eine n-m
alige

A
usführung des E

LS
E

-Z
w

eiges m
it c

2  K
osteneinheiten:

D
er P

latzbedarf für den S
tapel ist beschränkt durch die H

öhe h des B
aum

es; diese ist

begrenzt durch 
.

C
n

c
1

n
c

2
n

1
+

(
)c

3
+

+
O

n()
=

=

C
c

0
n

c
1

n
c

2
+

+
O

n()
=

=

lo
g

2
n

1
+

(
)

h
n

≤
≤

86

B
eim

 D
urchlauf m

it H
ilfe von zusätzlichen Z

eigern w
ird jeder K

noten genau einm
al auf-

gesucht, w
as einen A

ufw
and von O

(n) ergibt. B
eim

 D
urchlauf über B

aum
- und F

aden-
zeigern ergibt sich im

 ungünstigsten F
all ein zw

eim
aliges A

ufsuchen jedes K
notens -

einm
al über einen B

aum
zeiger und einm

al über einen F
adenzeiger. E

s ist deshalb klar,
daß

 auch hier die K
osten durch O

(n) beschränkt sind.

4.9
E

rw
eiterte B

in
ärb

äu
m

e

E
s ist m

anchm
al zur A

usw
ertung von B

inärbäum
en nützlich, an die S

telle eines jeden
N

IL-Z
eigers im

 B
aum

 einen speziellen K
noten anzuhängen. W

ir stellen solche K
noten,

w
ie in B

ild 4.14 gezeigt, als K
ästchen dar. E

s läß
t sich zeigen, daß

 jeder B
inärbaum

m
it n K

noten n+
1 N

IL-Z
eiger hat. F

olglich haben w
ir in einem

 solchen B
aum

 n+
1 spe-

zielle K
noten, die w

ir auch als externe K
noten bezeichnen, w

eil sie nicht zum
 ursprüng-

lichen B
aum

 gehören. E
in um

 die externen K
noten ergänzter B

inärbaum
 heiß

t auch er-
w

eiterter B
inärbaum

. Z
um

 U
nterschied zu den externen K

noten bezeichnen w
ir dann

die ursprünglichen K
noten als interne K

noten. D
ie B

edeutung der externen K
noten w

ird
durch verschiedene A

nw
endungen klar (A

bschnitt 5.5). 

B
eispielsw

eise endet eine S
uche im

 B
aum

, die nicht erfolgreich verläuft, in einem
 ex-

ternen K
noten. D

ie P
fadlänge von der W

urzel zu den externen K
noten kann also zur

B
estim

m
ung der K

osten von erfolglosen S
uchvorgängen herangezogen w

erden.

B
ild 4.14:

B
eispiele für erw

eiterte B
inärbäum

e

A
ls externe P

fadlänge definieren w
ir die S

um
m

e der Längen aller einzelnen P
fade von

der W
urzel zu den externen K

noten S
i :

E
Stufe

S
i

(
)

i
1

=

n
1

+∑
=
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D
ie interne P

fadlänge entspricht dem
 eingeführten B

egriff der P
fadlänge (siehe 4.3) zu

allen internen K
noten K

i :

F
ür den ersten B

aum
 aus B

ild 4.14 erhalten w
ir

E
 =

 2 +
 3 +

 4 +
 5 +

 5 +
 3 +

 3 +
 2 =

 27

und
I =

 0 +
 1 +

 1 +
 2 +

 2 +
 3 +

 4 =
 13.

M
an kann allgem

ein zeigen, daß
 die externe und interne P

fadlänge eines B
inärbaum

es
über die B

eziehung E
n  =

 In  +
 2n verknüpft sind [K

n73]. D
as bedeutet, daß

 ein B
inär-

baum
 m

it m
axim

aler/m
inim

aler externer P
fadlänge auch m

axim
ale/m

inim
ale interne

P
fadlänge hat. M

inim
ale interne P

fadlänge besitzt beispielsw
eise ein ausgeglichener

B
aum

. B
ei einem

 vollständigen B
aum

 der H
öhe h beträgt sie

M
axim

al dagegen w
ird sie bei dem

 zur linearen Liste entarteten B
inärbaum

:

O
ft w

erden den n+
1 externen K

noten positive G
ew

ichte q
i , 1 ≤ i ≤ n+

1 zugeordnet. D
ie

gew
ichtete externe P

fadlänge eines solchen B
inärbaum

es ergibt sich dann zu

E
in w

ichtiges P
roblem

 ist die B
estim

m
ung der m

inim
alen gew

ichteten externen P
fad-

länge. S
ie ist die V

oraussetzung für den optim
alen E

insatz solcher B
äum

e in verschie-
denen A

nw
endungsbereichen. B

eispielsw
eise dient sie zur E

rstellung von optim
alen

M
ischbäum

en (siehe 6.2), w
enn n+

1 S
trings in einem

 2-W
ege-M

ischen zu verarbeiten
sind. E

ine andere A
nw

endung ist die hier noch einzuführende B
estim

m
ung optim

aler
C

odes.

B
ei diesem

 O
ptim

ierungsproblem
 ist den internen K

noten zunächst keine Inform
ation

zugeordnet. D
urch die E

inführung der G
ew

ichte gelten die obigen A
ussagen bezüglich

der m
axim

alen und m
inim

alen P
fadlänge nicht m

ehr. E
in B

eispiel m
ag das illustrieren.

E
s seien n =

 3 und die vier G
ew

ichte q
1  =

 25, q
2  =

 15, q
3  =

 8 und q
4  =

 3 gegeben. A
us

I
Stufe

K
i

(
)

i
1

= n∑
=I

i
2

i
⋅

(
)

i
1

=

h
1

–∑
=

m
ith

lo
g

2
n

1
+

(
)

=

I
i

i
1

=

n
1

–∑
n

n
1

–
(

)
2

--------------------
=

=

E
w

Stufe
S

i
(

)
q

i
⋅

i
1

=

n
1

+∑
=
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diesen P
aram

etern lassen sich eine V
ielzahl von erw

eiterten B
äum

en konstruieren,
beispielsw

eise auch die folgenden beiden:

A
nw

endungsbeispiel: O
ptim

ale C
odes

In diesem
 B

eispiel ist der entartete erw
eiterte B

inärbaum
 ein B

aum
 m

it m
inim

aler ge-
w

ichteter externer P
fadlänge.

E
rw

eiterte B
inärbäum

e m
it m

inim
aler externer P

fadlänge können zum
 E

ntw
urf einer

optim
alen M

enge von C
odes für n+

1 Z
eichen oder S

ym
bole eines A

lphabets herange-
zogen w

erden [S
a96]. Z

ur Ü
bertragung einer N

achricht w
ürde dann jedes Z

eichen
durch seinen entsprechenden binären C

ode ersetzt w
erden. D

ie K
onkatentation aller

codierten Z
eichen der N

achricht w
ürde als B

itstring übertragen w
erden. N

ach E
m

pfang
des B

itstrings kann die ursprüngliche N
achricht durch D

ecodierung w
iedergew

onnen
w

erden. D
as prim

äre Z
iel dieser V

orgehensw
eise ist die kom

pakte D
arstellung der ur-

sprünglichen N
achricht, um

 eine m
inim

ale Ü
bertragungszeit zu gew

ährleisten. B
ei der

S
peicherung einer codierten N

achricht fallen verm
inderte S

peicherplatzkosten an. E
i-

nen w
eiteren V

orteil der C
odierung, die ja eine A

rt C
hiffrierung ist, stellt die (geringfü-

gige) E
rhöhung des S

chutzes vor unbefugtem
 Lesen dar.

A
ls B

eispiel w
ählen w

ir ein A
lphabet m

it den vier Z
eichen A

, B
, C

 und D
. M

it H
ilfe einer

T
abelle können w

ir jedem
 Z

eichen einen eindeutigen S
tring von 3 B

its zuordnen. D
ie

aus 11 Z
eichen bestehende N

achricht A
B

B
A

A
B

C
D

A
D

A
 kann som

it in einfacher W
eise

durch einen B
itstring der Länge 33 codiert w

erden. D
ie D

ecodierung ist ebenso ein-
fach, da nur vom

 A
nfang des B

itstrings fortlaufend G
ruppen von je 3 B

its durch die zu-
gehörigen Z

eichen ersetzt w
erden m

üssen. O
ffensichtlich läß

t sich für unser B
eispiel

ein w
esentlich effizienterer 2-B

it-C
ode finden, der nur noch 22 B

its für die codierte
N

achricht benötigt.

F
ührt die 2-B

it-C
odierung schon auf die M

inim
ierung der C

odelänge? B
isher w

urden
nur C

odes fester Länge betrachtet. B
ei der C

odierung w
urden alle Z

eichen gleichbe-

25

3
8

15
3

8
15

25

E
w

 =
 102

E
w  =

 88
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handelt, beispielsw
eise das Z

eichen A
, das in der N

achricht fünfm
al auftrat, und das

Z
eichen C

, das nur einm
al vorkam

. W
enn starke U

nterschiede in den H
äufigkeiten des

V
orkom

m
ens der verschiedenen Z

eichen auftreten, kann es vorteilhaft sein, den Z
ei-

chen m
it den größ

ten H
äufigkeiten kürzere C

odes und den Z
eichen m

it geringeren
H

äufigkeiten längere C
odes zuzuordnen. D

as P
roblem

 der optim
alen Z

uordnung von
C

odes variabler Länge löst der erw
eiterte B

inärbaum
 m

it m
inim

aler gew
ichteter exter-

ner P
fadlänge. E

ntsprechend den H
äufigkeiten ihres V

orkom
m

ens vergeben w
ir die

G
ew

ichte q
1  =

 5 für A
, q

2  =
 3 für B

, q
3  =

 2 für D
 und q

4  =
1 für C

. D
am

it erhalten w
ir

beispielsw
eise folgenden B

inärbaum
 m

it optim
aler externer P

fadlänge:

D
ie C

odezuordnung ergibt sich durch den P
fad zum

 entsprechenden externen K
noten.

D
am

it läß
t sich unsere N

achricht A
B

B
A

A
B

C
D

A
D

A
 durch 01010001011111001100 m

it
H

ilfe von 20 B
its codieren. B

ei sehr langen N
achrichten, in denen bestim

m
te Z

eichen
sehr selten auftreten, fällt die E

insparung noch deutlicher aus. E
s ist klar, daß

 der C
ode

für ein Z
eichen nicht P

räfix des C
odes eines anderen Z

eichens sein darf, sonst könnte
ein B

itstring nicht m
ehr decodiert w

erden. B
ei der D

ecodierung w
üß

te m
an näm

lich bei
A

uftreten eines solchen P
räfixes nicht, ob das entsprechende Z

eichen ersetzt oder ob
nach einem

 längeren C
ode gesucht w

erden soll. E
rw

eiterte B
inärbäum

e garantieren
jedoch im

m
er E

indeutigkeit. D
ie D

ecodierung läß
t sich m

it dem
 gleichen erw

eiterten B
i-

närbaum
, der zur B

estim
m

ung der C
odes gefunden w

urde, durchführen.

D
er B

itstring w
ird von links nach rechts abgearbeitet. E

ntsprechend dem
 zu decodie-

renden B
it w

ird bei 0 nach links und bei 1 nach rechts verzw
eigt. W

ird ein externer K
no-

ten angetroffen, so w
ird sein Inhalt in die decodierte N

achricht übernom
m

en. D
ie D

e-
codierung w

ird daraufhin an der W
urzel des erw

eiterten B
inärbaum

es fortgesetzt. D
a

die D
ecodierungszeit eines Z

eichens seiner C
odelänge entspricht, ist sie bei N

achrich-
ten m

inim
aler C

odierung m
inim

al. D
ie m

inim
ale C

odierung erhält m
an m

it H
ilfe von er-

w
eiterten B

inärbäum
en m

inim
aler gew

ichteter externer P
fadlänge. D

ie daraus resultie-
renden C

odes bezeichnet m
an auch als H

uffm
an-C

odes.

5

1
2

3

Z
eichen

H
äufigkeit

C
ode

A
5

0 
B

3
10

C
1

111
D

2 
110

A

B

C
D 0

1

0
1

0
1
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D
. H

uffm
an entw

ickelte einen relativ einfachen A
lgorithm

us zur K
onstruktion von B

inär-
bäum

en m
it m

inim
aler gew

ichteter externer P
fadlänge. F

olgende Idee liegt diesem
 A

l-
gorithm

us zugrunde. M
an habe eine Liste von B

äum
en, die anfänglich aus n externen

K
noten als W

urzeln besteht. In den W
urzeln der B

äum
e sind die H

äufigkeiten q
i  einge-

tragen. M
an suche die beiden B

äum
e m

it den geringsten H
äufigkeiten und entferne sie

aus der Liste. D
ie beiden gefundenen B

äum
e w

erden als linker und rechter U
nterbaum

m
it H

ilfe eines neuen W
urzelknotens zu einem

 neuen B
aum

 zusam
m

engefügt und in
die Liste eingetragen. D

ie W
urzel erhält die S

um
m

e der H
äufigkeiten der beiden U

n-
terbäum

e als G
ew

icht. D
ieses A

usw
ählen und Z

usam
m

enfügen w
ird solange fortge-

setzt, bis die Liste nur noch einen B
aum

 enthält. D
ieser B

aum
 stellt die Lösung des

P
roblem

s dar.

B
ei dieser K

onstruktion w
erden bei n externen K

noten n-1 B
äum

e, die den internen
K

noten entsprechen, erzeugt. D
ie externen K

noten seien bereits in die Liste L einge-
tragen. D

ann läß
t sich folgende G

robform
ulierung des A

lgorithm
us angeben.

A
lgorithm

us H
U

F
F

M
A

N
(L,N

)

F
O

R
I :=

 1 T
O

 N
-1 D

O
P

1 :=
 "kleinstes E

lem
ent aus L"

E
ntferne P

1 aus L"
P

2 :=
 "kleinstes E

lem
ent aus L"

“E
ntferne P

2 aus L"
“E

rzeuge K
noten P

"
“H

änge P
1 und P

2 als U
nterbäum

e an P
 an"

"B
estim

m
e das G

ew
icht von P

 als S
um

m
e der G

ew
ichte P

1 und P
2”

"F
üge P

 in Liste ein"
E

N
D

D
er A

blauf dieses A
lgorithm

us ist in B
ild 4.15 durch ein B

eispiel m
it 6 externen K

noten
veranschaulicht. E

s ist die F
olge der beim

 A
blauf entstehenden B

inärbäum
en skizziert.

A

C
D

B

0
1

0
1

0
1
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G
ew

ichte: q
1  =

 3, q
2  =

 4, q
3  =

 6, q
4  =

 9, q
5  =

 12, q
6  =

 15

B
ild 4.15:

K
onstruktion 

eines 
erw

eiterten 
B

inärbaum
es 

nach 
dem

 
A

lgorithm
us

H
U

F
F

M
A

N

M
it den angegebenen K

notengew
ichten erhalten w

ir beim
 B

aum
, der als E

rgebnis ge-
liefert w

ird, eine gew
ichtete externe P

fadlänge von

E
w  =

 2 · 9 +
 2 · 12 +

 3 · 6 +
 4 · 3 +

 4 · 4 +
 2 · 15 =

 118

D
er beste fast vollständige B

inärbaum
 hat dagegen eine gew

ichtete externe P
fadlänge

von E
1  =

 120. 

F
ür eine Im

plem
entierung des A

lgorithm
us H

U
F

F
M

A
N

 als M
O

D
U

LA
-P

rozedur benut-
zen w

ir zur D
arstellung eines K

notens den T
yp R

E
C

O
R

D
 und zur D

arstellung der Liste
L einen V

ektor vom
 T

yp A
R

R
A

Y
 O

F
 K

noten:

T
Y

P
E

K
noten =

R
E

C
O

R
D

G
ew

icht : C
A

R
D

IN
A

L;
W

urzel : B
O

O
LE

A
N

;
Lsohn : C

A
R

D
IN

A
L;

R
sohn : C

A
R

D
IN

A
L;

E
N

D
;

3
4

7

3
4

7
9

12

21

6

13

3
4

7
6

13
15

28

3
4

7
6

13
15

28

9
12

21

49
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B
ei n externen K

noten ergeben sich n-1 interne K
noten, so daß

 der V
ektor 2n-1 E

in-
träge besitzen m

uß
. D

abei soll n einen konstanten W
ert besitzen.

V
A

R
L : A

R
R

A
Y

[1..2*N
-1] O

F
 K

noten;

G
egenüber der G

robform
ulierung des A

lgorithm
us H

U
F

F
M

A
N

 führen w
ir einige V

er-
besserungen ein, die vor allem

 eine effizientere B
estim

m
ung der beiden kleinsten G

e-
w

ichte betreffen. D
abei m

uß
 der in F

rage kom
m

ende A
usschnitt aus L nur einm

al
durchsucht w

erden. D
ie einzelnen B

äum
e w

erden alle durch V
erzeigerung als F

eld-
baum

-D
arstellung in L repräsentiert. D

ie als P
rogram

m
 4.7 aufgelistete M

O
D

U
LA

-P
ro-

zedur im
plem

entiert den A
lgorithm

us H
U

F
F

M
A

N
.

D
ie S

peicherplatzkom
plexität der gew

ählten Im
plem

entierung von A
lgorithm

us H
U

F
F

-
M

A
N

 beträgt 2n-1. Ihre Z
eitkom

plexität ergibt sich aus den D
urchläufen der beiden ge-

schachtelten S
chleifen. D

ie äuß
ere S

chleife w
ird (n-1)-m

al durchlaufen. N
eben einem

konstanten A
ufw

and c
1  ist jedes M

al eine innere S
chleife zu bearbeiten. S

ie erfordert
beim

 i-ten D
urchlauf n+

i S
chritte, die jew

eils m
it einem

 konstanten K
ostenanteil von c

2

abgeschätzt w
erden können. A

lso ergeben sich als K
osten

D
urch eine effizientere Im

plem
entierung läß

t sich eine günstigere K
ostenschranke er-

zielen. W
enn L als H

eap (siehe 6.3) verw
altet w

ird, lassen sich die kleinsten G
ew

ichte
m

it 
einem

 
A

ufw
and 

von 
O

(log
2 n) 

bestim
m

en, 
so 

daß
 

eine 
Z

eitkom
plexität 

von
O

(nlog
2 n) erw

artet w
erden kann. 

C
n

1
–

(
)c

1
c

2
n

i
+

(
)

i
1

=

n
1

–∑
+

≤

n
1

–
(

)c
1

c
2

n
1

–
(

)
n

n2 ---
+







+
=

O
n()

O
n

2
(

)
+

O
n

2
(

).
=

=
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P
R

O
C

E
D

U
R

E
 H

U
F

F
M

A
N

 (N
: C

A
R

D
IN

A
L);

{L enthalte als global definierte Liste in den P
ositionen1 bis N

 die M
enge N

 der
externen K

noten m
it den entsprechenden G

ew
ichten. D

ie Indikatoren W
urzel sei-

en überall auf T
R

U
E

 gesetzt; Lsohn und R
sohn enthalten jew

eils 0.}

V
A

R
P

, P
1, P

2 : C
A

R
D

IN
A

L;
I, G

E
W

1, G
E

W
2 : C

A
R

D
IN

A
L;

B
E

G
INF

O
R

 P
 :=

 N
+

1 T
O

 2*N
-1 D

O
{P

 zeigt auf den nächsten verfügbaren K
noten}

{es w
erden die beiden W

urzeln m
it den geringsten G

ew
ichten

bestim
m

t}
P

1 :=
 0; P

2 :=
 0;

G
ew

1 :=
 M

A
X

(C
A

R
D

IN
A

L);
G

ew
2 :=

 M
A

X
(C

A
R

D
IN

A
L);

F
O

R
 I :=

 1 T
O

 P
-1 D

O
IF

L[I].W
urzel T

H
E

N
IF

 L[I].G
ew

icht <
 G

ew
1 T

H
E

N
G

ew
2 :=

 G
ew

1;
G

ew
1 :=

 L[I].G
ew

icht;
P

2 :=
 P

1;
P

1 :=
 I;

E
L

S
IF

 L[I].G
ew

icht <
 G

ew
2 T

H
E

N
G

ew
2 :=

 L[I].G
ew

icht;
P

2 :=
 I;

E
N

D
;

E
N

D
;

E
N

D
;

{P
1 w

ird linker und P
2 rechter U

nterbaum
 von P

}
W

IT
H

 L[P
] D

O
G

ew
icht :=

 L[P
1].G

ew
icht +

 L[P
2].G

ew
icht;

W
urzel :=

 T
R

U
E

;
Lsohn :=

 P
1;

R
sohn :=

 P
2;

E
N

D
;

L[P
1].W

urzel :=
 F

A
LS

E
;

L[P
2].W

urzel :=
 F

A
LS

E
;

E
N

D
;

E
N

D
 H

U
F

F
M

A
N

;

P
rogram

m
 4.7:

H
U

F
F

M
A

N
-A

lgorithm
us
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5.
B

in
äre S

u
ch

b
äu

m
e

W
ir betrachten in diesem

 K
apitel einen sehr w

ichtigen S
pezialfall des B

inärbaum
es.

D
ie D

atenelem
ente, die in einem

 sogenannten binären S
uchbaum

 organisiert sind, be-
sitzen einen S

chlüssel K
, der ihren P

latz in der B
aum

struktur bestim
m

t. In einem
 binä-

ren S
uchbaum

 gilt für jeden K
noten m

it S
chlüssel K

:

K
links  <

 K
 <

 K
rechts

D
er S

chlüssel des linken N
achfolgerknotens von K

 ist, falls er existiert, kleiner als K
,

und der S
chlüssel des rechten N

achfolgerknotens von K
 ist, falls er existiert, größ

er als
K

.

D
iese O

rdnung erlaubt effiziente A
ufsuchoperationen für beliebige D

atenelem
ente so-

w
ie die sortierte V

erarbeitung der gesam
ten D

atensam
m

lung m
it H

ilfe eines D
urch-

laufs in Z
w

ischenordnung. B
inäre S

uchbäum
e eignen sich deshalb besonders gut für

die O
rganisation groß

er D
atenm

engen, auf die direkt über einen S
chlüssel und se-

quentiell nach auf- oder absteigenden S
chlüsselw

erten zugegriffen w
ird. D

ie D
atenele-

m
ente können S

ätze sein, die neben dem
 S

chlüsselfeld noch eine R
eihe w

eiterer F
el-

der besitzen. D
a diese restlichen F

elder für die S
truktur unerheblich sind, beschränken

w
ir uns auf das S

chlüsselfeld. S
eine Inhalte können N

am
en, aber auch alphanum

eri-
sche oder num

erische W
erte sein. In jedem

 F
all m

uß
 auf den S

chlüsselw
erten eine

O
rdnung (z.B

. lexikographisch) definiert sein. W
ir verlangen w

eiterhin, daß
 die S

chlüs-
selw

erte eindeutig sind. D
iese F

orderung kann durch M
odifikation der A

lgorithm
en auf-

gehoben w
erden. 

5.1
N

atü
rlich

e b
in

äre S
u

ch
b

äu
m

e

A
ls erste S

truktur diskutieren w
ir die natürlichen binären oder kurz binären S

uchbäu-
m

e, die keinerlei R
eorganisationsoperationen auf der B

aum
struktur verlangen und

deshalb zu unausgeglichenen B
aum

strukturen führen. Im
 E

xtrem
fall kann ein solcher

B
aum

 zur linearen Liste entarten.

D
efin

itio
n

: E
in natürlicher binärer S

uchbaum
 B

 ist ein B
inärbaum

; er ist entw
eder leer

oder jeder K
noten in B

 enthält einen S
chlüssel und:

i.
alle S

chlüssel im
 linken U

nterbaum
 von B

 sind kleiner als der S
chlüssel in der W

ur-
zel von B

ii.
alle S

chlüssel im
 rechten U

nterbaum
 von B

 sind größ
er als der S

chlüssel in der
W

urzel von B

iii.
die linken und rechten U

nterbäum
e von B

 sind auch binäre S
uchbäum

e.
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G
ru

n
d

o
p

eratio
n

en
 d

es b
in

ären
 S

u
ch

b
au

m
es

E
s gibt vier G

rundoperationen auf dem
 binären S

uchbaum
: direkte S

uche eines
S

chlüssels, sequentielle S
uche nach allen S

chlüsseln, E
infügen und Löschen eines

K
notens.

D
er A

ufbau eines binären S
uchbaum

es geschieht durch sukzessive E
infügungen von

K
noten. D

ie F
olge der E

infügungen von S
chlüsselw

erten bestim
m

t das A
ussehen des

B
aum

es. N
eue K

noten w
erden im

m
er als B

lätter eingefügt. D
ie P

osition des B
lattes

w
ird dabei durch den neu einzufügenden S

chlüssel festgelegt. B
eim

 A
ufbau eines B

au-
m

es ergibt der erste S
chlüssel die W

urzel. D
er zw

eite S
chlüssel w

ird linker N
achfolger

der W
urzel, w

enn er kleiner als der S
chlüssel der W

urzel ist. W
enn er größ

er als der
S

chlüssel der W
urzel ist, w

ird er rechter N
achfolger. D

ieses V
erfahren w

ird fortgesetzt
angew

endet, bis die E
infügeposition bestim

m
t ist. A

ls allgem
eines E

infügeschem
a er-

halten w
ir:

In B
ild 5.1 sind zw

ei verschiedene binäre S
uchbäum

e dargestellt. E
s gibt sehr viel

m
ehr M

öglichkeiten, aus der vorgegebenen S
chlüsselm

enge einen binären S
uchbaum

zu erzeugen. B
ei n S

chlüsseln ergeben sich durch P
erm

utation n! verschiedene
S

chlüsselfolgen, von denen bestim
m

te F
olgen jew

eils auf denselben B
aum

 führen.
Insgesam

t lassen sich bei n S
chlüsseln

verschiedene binäre S
uchbäum

e erzeugen.

A
us den B

aum
strukturen in B

ild 5.1 w
ird deutlich, daß

 der binäre S
uchbaum

 zur linea-
ren Liste entartet, w

enn die einzufügende S
chlüsselfolge sortiert ist. D

a keinerlei A
us-

gleichs- oder R
eorganisationsoperationen vorgenom

m
en w

erden, ist das E
infügen

sehr einfach. E
in A

lgorithm
us zum

 E
infügen eines K

notens in einen binären S
uchbaum

läß
t sich auf elegante W

eise rekursiv form
ulieren (P

rogram
m

 5.1). D
azu definieren w

ir
sein K

notenform
at: y

y

x
x

x >
 y

x <
 y

E
infüge(x)

⇒

1
n

1
+

------------
2nn
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T
Y

P
E

K
ptr =

 P
O

IN
T

E
R

 T
O

 K
noten;

K
noten =

R
E

C
O

R
D

Lsohn : K
ptr;

K
ey : S

chluesseltyp;
R

sohn : K
ptr

E
N

D
;

a)
E

infügereihenfolge:
K

A
N

T
, LE

IB
N

IZ
, H

E
G

E
L, H

U
M

E
, LO

C
K

E
, S

O
C

R
A

T
E

S
, S

P
IN

O
Z

A
, D

E
S

C
A

R
T

E
S

,
C

A
R

N
A

P
, F

R
E

G
E

, P
LA

T
O

N

b)
E

infügereihenfolge:
LE

IB
N

IZ
, D

E
S

C
A

R
T

E
S

, C
A

R
N

A
P

, H
U

M
E

, S
O

C
R

A
T

E
S

, F
R

E
G

E
, LO

C
K

E
, K

A
N

T
,

H
E

G
E

L, P
LA

T
O

N
, S

P
IN

O
Z

A

B
ild 5.1:

Z
w

ei verschiedene binäre S
uchbäum

e

K
A

N
T

LE
IB

N
IZ

LO
C

K
E

S
O

C
R

A
T

E
S

P
LA

T
O

N
S

P
IN

O
Z

A

H
E

G
E

L

H
U

M
E

D
E

S
C

A
R

T
E

S

C
A

R
N

A
P

F
R

E
G

E

K
A

N
T

LE
IB

N
IZLO

C
K

E

S
O

C
R

A
T

E
S

P
LA

T
O

N

S
P

IN
O

Z
A

H
E

G
E

L

H
U

M
E

D
E

S
C

A
R

T
E

S

C
A

R
N

A
P

F
R

E
G

E
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B
ei der direkten S

uche nach einem
 S

chlüssel w
ird ähnlich w

ie beim
 E

infügen zur B
e-

stim
m

ung der E
infügeposition vorgegangen. B

ei der S
uche nach dem

 S
chlüssel F

R
E

-
G

E
 w

erden in der B
aum

struktur nach B
ild 5.1a die K

noten K
A

N
T

, H
E

G
E

L, D
E

S
C

A
R

-
T

E
S

 und F
R

E
G

E
 durchlaufen. E

ine erfolglose S
uche nach H

E
ID

E
G

G
E

R
 in B

ild 5.1b
verläuft über LE

IB
N

IZ
, D

E
S

C
A

R
T

E
S

, H
U

M
E

, F
R

E
G

E
 und H

E
G

E
L. S

ow
ohl als rekur-

siver als auch als iterativer A
lgorithm

us läß
t sich die direkte S

uche sehr einfach form
u-

lieren. D
ie angegebenen F

unktionen liefern einen Z
eiger zum

 gesuchten K
noten oder

den W
ert N

IL bei nicht erfolgreicher S
uche (P

rogram
m

 5.2).

S
equentielle S

uche im
 binären S

uchbaum
 w

ird m
it H

ilfe eines D
urchlauf-A

lgorithm
us

bew
erkstelligt. D

abei erreicht m
an eine V

erarbeitung nach aufsteigenden S
chlüssel-

w
erten bei einem

 D
urchlauf in Z

w
ischenordnung (LW

R
-A

lgorithm
us); eine absteigende

S
chlüsselfolge ergibt sich durch die inverse Z

w
ischenordnung (R

W
L-A

lgorithm
us). N

a-
türlich kann zur U

nterstützung der sequentiellen S
uche der binäre S

uchbaum
 zusätz-

lich m
it einer entsprechenden F

ädelung versehen w
erden. 

P
R

O
C

E
D

U
R

E
 E

infüge (V
A

R
 W

urzel : K
ptr; N

key : S
chluesseltyp);

B
E

G
INIF

 
W

urzel =
 N

IL T
H

E
N

N
E

W
 (W

urzel);
W

IT
H

 W
urzel^ D

O
K

ey :=
 N

key;
Lsohn :=

 N
IL;

R
sohn :=

 N
IL;

E
N

D
E

L
S

EW
IT

H
 W

urzel^ D
O

IF
N

key <
K

ey T
H

E
N

E
infuege (Lsohn, N

key)
E

L
S

IF
 N

key >
 K

ey T
H

E
N

E
infuege (R

sohn, N
key)

E
L

S
EW

riteS
tring(‘doppelter S

chluessel’)
E

N
D

;
E

N
D

;
E

N
D

;
E

N
D

 E
infüge;

P
rogram

m
 5.1:

E
infügen eines K

notens in einen binären S
uchbaum
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rekursive V
ersion:

P
R

O
C

E
D

U
R

E
 S

uche (W
urzel : K

ptr; S
key : S

chluesseltyp) : K
ptr;

B
E

G
INIF

W
urzel =

 N
IL T

H
E

N
R

E
T

U
R

N
 N

IL
E

L
S

EW
IT

H
 W

urzel^ D
O

IF
S

key <
 K

ey T
H

E
N

R
E

T
U

R
N

 S
uche (Lsohn, S

key)
E

L
S

IF
 S

key >
 K

ey T
H

E
N

R
E

T
U

R
N

 S
uche (R

sohn, S
key)

E
L

S
ER

E
T

U
R

N
 W

urzel
E

N
D

;
E

N
D

;
E

N
D

;
E

N
D

 S
uche;

iterative V
ersion:

P
R

O
C

E
D

U
R

E
 F

inde (W
urzel : K

ptr; S
key : S

chluesseltyp) : K
ptr;

V
A

R
G

efunden : B
O

O
LE

A
N

;

B
E

G
ING

efunden :=
 F

A
LS

E
;

R
E

P
E

A
T

IF
W

urzel =
 N

IL T
H

E
N

G
efunden =

 T
R

U
E

E
L

S
EW

IT
H

 W
urzel^ D

O
IF

S
key <

 K
ey T

H
E

N
W

urzel :=
 Lsohn

E
L

S
IF

 S
key >

 K
ey T

H
E

N
W

urzel :=
 R

sohn
E

L
S

EG
efunden :=

 T
R

U
E

E
N

D
;

E
N

D
;

E
N

D
;

U
N

T
IL

 G
efunden;

R
E

T
U

R
N

 W
urzel

E
N

D
 F

inde;

P
rogram

m
 5.2:

S
uchen eines K

notens in einem
 binären S

uchbaum
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D
er Löschvorgang in einem

 binären S
uchbaum

 ist erheblich kom
plizierter als der E

in-
fügevorgang. S

olange der zu löschende K
noten ein B

latt ist, ist die O
peration sehr ein-

fach; der K
noten w

ird einfach abgeschnitten. B
ei inneren K

noten ist eine F
allunter-

scheidung vorzunehm
en. H

at der zu löschende K
noten nur einen (linken oder rechten)

U
nterbaum

, w
ird der K

noten entfernt und durch den W
urzelknoten eines U

nterbaum
s

ersetzt. S
ind beide U

nterbäum
e nicht leer, so kann die E

rsetzung des K
notens nicht

einfach durch die W
urzel eines der beiden U

nterbäum
e erfolgen, da als E

rgebnis ein
K

noten dann drei U
nterbäum

e haben w
ürde. V

ielm
ehr m

uß
 in diesem

 F
all der größ

te
S

chlüssel im
 linken U

nterbaum
 (gl) oder der kleinste S

chlüssel im
 rechten U

nterbaum
(kr) gesucht w

erden. D
ieser K

noten ersetzt den zu löschenden K
noten und verw

eist
auf die beiden U

nterbäum
e. In einem

 der U
nterbäum

e ist dann eine F
olgelöschung

vorzunehm
en, die jedoch in jedem

 F
all auf einen einfachen Löschvorgang führt (B

latt-
knoten oder innerer K

noten m
it einem

 U
nterbaum

). In B
ild 5.2 sind die F

allunterschei-
dungen beim

 Löschen durch G
raphiken verdeutlicht. D

ie D
urchführung einiger Lösch-

vorgänge im
 binären S

uchbaum
 ist in B

ild 5.3 gezeigt.

D
er Löschalgorithm

us w
urde als rekursive P

rozedur E
ntferne in M

O
D

U
LA

-2 form
uliert

(P
rogram

m
 5.3). D

ie F
älle a und b nach B

ild 5.2 lassen sich relativ leicht handhaben.
D

er F
all c w

urde durch eine rekursive P
rozedur E

rsetze im
plem

entiert, die im
 rechten

U
nterbaum

 des zu löschenden K
notens K

1  m
it S

chlüssel x den K
noten K

2  m
it dem

kleinsten S
chlüssel (Linksauß

en) sucht, dessen Inhalt in K
1  speichert, dann den rech-

ten U
nterbaum

 von K
2  an dessen V

orgänger hängt und schließ
lich K

2 freigibt. 

E
in anderer denkbarer A

nsatz für das Löschen besteht darin, jeden zu löschenden
K

noten speziell zu m
arkieren und ihn daraufhin bei S

uch- und E
infügevorgängen ge-

sondert zu behandeln. D
am

it w
ird zum

indest tem
porär die K

om
plexität des Löschpro-

blem
s verm

ieden. V
on Z

eit zu Z
eit ist jedoch eine R

eorganisation der B
aum

struktur
notw

endig, durch die m
arkierte K

noten entfernt w
erden (garbage collection). Z

usätz-
lich w

erden jedoch die S
uch- und E

infügealgorithm
en w

egen der S
onderbehandlung

der m
arkierten K

noten kom
plexer. 

K
o

sten
 d

er G
ru

n
d

o
p

eratio
n

en

F
ür die G

üte und praktische T
auglichkeit einer B

aum
struktur sind die K

osten der ein-
zelnen G

rundoperationen m
aß

gebend. Z
ur genauen B

eurteilung der D
atenstruktur

m
üssen w

ir deshalb versuchen, ihre quantitativen E
igenschaften für die W

artungsope-
rationen und für sequentielle und direkte S

uche zu bestim
m

en und durch aussagekräf-
tige G

röß
en auszudrücken. A

ls adäquates K
ostenm

aß
 für eine O

peration gilt in der R
e-

gel die A
nzahl der aufgesuchten K

noten oder äquivalent dazu die A
nzahl der benötig-

ten S
uchschritte oder S

chlüsselvergleiche.

100

a)
x ist B

latt

b)
x hat leeren linken/rechten U

nterbaum

c)
x hat zw

ei nicht-leere U
nterbäum

e

B
ild 5.2:

F
allunterscheidung beim

 Löschvorgang

W
ie w

ir bei der U
ntersuchung der binären B

äum
e gesehen haben, betragen die K

osten
für die sequentielle S

uche bei allen V
arianten der verschiedenartigen D

urchlauf-A
lgo-

rithm
en O

(n) S
uchschritte. D

ie K
osten für eine E

infügung entsprechen im
 w

esentlichen
denen zur B

estim
m

ung der E
infügeposition. D

er S
uchw

eg verläuft dabei im
m

er von
der W

urzel bis zu einem
 B

latt. D
ie H

öhe h ist also ein M
aß

 für die m
axim

alen E
infüge-

y

x
z

y

z

⇒

x

z

B
l

B
r

z

B
l

B
r

⇒

x

z
y

k
r

k
r

z
y

g
l



101

kosten. B
ei einer Löschoperation m

uß
 zw

ischen verschiedenen F
ällen differenziert

w
erden. H

at der zu löschende K
noten höchstens einen N

achfolger, so ergeben sich die
Löschkosten aus seinem

 S
uchpfad. W

ird also beispielsw
eise ein solcher K

noten in der
N

ähe der W
urzel gelöscht, so fallen nur geringe Löschkosten an. H

at der zu löschende
K

noten zw
ei N

achfolger, so ist zusätzlich zum
 A

ufsuchen des K
notens ein E

rsatzkno-
ten in einem

 seiner U
nterbäum

e zu suchen. A
uch in diesem

 F
all sind die G

esam
tko-

sten durch die H
öhe h der B

aum
struktur begrenzt.

B
ild 5.3:

Löschen von E
lem

enten im
 binären S

uchbaum

H
U

M
E

LO
C

K
E

S
P

IN
O

Z
A

P
LA

T
O

N

F
R

E
G

E

K
A

N
T

D
E

S
C

A
R

T
E

S

C
A

R
N

A
P

LE
IB

N
IZ

H
E

G
E

L

S
O

C
R

A
T

E
S

Lösche(LO
C

K
E

)
⇒

H
U

M
E

P
LA

T
O

N

S
P

IN
O

Z
A

S
O

C
R

A
T

E
S

F
R

E
G

E

K
A

N
T

D
E

S
C

A
R

T
E

S

C
A

R
N

A
P

LE
IB

N
IZ

H
E

G
E

L

Lösche(D
E

S
C

A
R

T
E

S
)

⇒
H

U
M

E

P
LA

T
O

N

S
P

IN
O

Z
A

S
O

C
R

A
T

E
S

F
R

E
G

E

K
A

N
T

C
A

R
N

A
P

LE
IB

N
IZ

H
E

G
E

L
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B
ild 5.3:

Löschen von E
lem

enten im
 binären S

uchbaum
 (F

ortsetzung)

P
R

O
C

E
D

U
R

E
 E

ntferne (V
A

R
 W

urzel : K
ptr; X

 : S
chluesseltyp);

V
A

R
T

em
p : K

ptr;

P
R

O
C

E
D

U
R

E
 E

rsetze (V
A

R
 A

ktuell : K
ptr);

B
E

G
INIF

A
ktuell^.Lsohn <

>
 N

IL T
H

E
N

E
rsetze (A

ktuell^.Lsohn)
E

L
S

E
{K

noten w
ird durch Linksauß

en in}
T

em
p^.K

ey :=
 A

ktuell^.K
ey;

{seinem
 rechten U

nterbaum
 ersetzt}

T
em

p :=
 A

ktuell;
{F

reigabe des K
notens}

A
ktuell :=

 A
ktuell^.R

sohn
E

N
D

E
N

D
 E

rsetze;

B
E

G
INIF

W
urzel =

 N
IL T

H
E

N
W

riteS
tring(‘S

chluessel nicht im
 B

aum
’)

E
L

S
IF

 x <
 W

urzel^.K
ey T

H
E

N
E

ntferne (W
urzel^.Lsohn, X

)
E

L
S

IF
 x >

 W
urzel^.K

ey T
H

E
N

E
ntferne (W

urzel^.R
sohn, X

)
E

L
S

E
{W

urzel zeigt auf K
noten m

it}
T

em
p :=

 W
urzel;

{S
chlüssel X

}
IF

T
em

p^.Lsohn =
 N

IL T
H

E
N

{F
all a oder b rechts}

W
urzel :=

 T
em

p^.R
sohn

E
L

S
IF

 T
em

p^.R
sohn =

 N
IL T

H
E

N
{F

all a oder b links}
W

urzel :=
 T

em
p^.Lsohn

E
L

S
E

{F
all c: ersetze durch kleinsten}

E
rsetze (T

em
p^.R

sohn);
{S

chlüssel im
 rechten U

nterbaum
}

D
IS

P
O

S
E

 (T
em

p)

Lösche(F
R

E
G

E
)

⇒
H

U
M

E

P
LA

T
O

N

S
P

IN
O

Z
A

S
O

C
R

A
T

E
S

H
E

G
E

L

K
A

N
T

C
A

R
N

A
P

LE
IB

N
IZ
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E
N

D
;

E
N

D
E

N
D

 E
ntferne;

P
rogram

m
 5.3:

Löschen eines K
notens aus einem

 binären S
uchbaum

 

D
ie direkte S

uche w
ird oft als die zentrale O

peration in einem
 binären S

uchbaum
 an-

gesehen. W
ir w

erden deshalb versuchen, die m
ittleren Z

ugriffskosten z zum
 A

uffinden
eines E

lem
entes etw

as genauer zu bestim
m

en. D
azu führen w

ir eine F
allunterschei-

dung ein. A
ls m

ittlere Z
ugriffskosten verstehen w

ir die m
ittlere A

nzahl der V
ergleiche

oder S
uchschritte bei erfolgreicher S

uche. D
abei w

ird eine G
leichverteilung der Z

u-
griffsw

ahrscheinlichkeit für alle S
chlüssel im

 binären S
uchbaum

 unterstellt. D
ie M

ög-
lichkeit einer erfolglosen S

uche w
ird nicht betrachtet. E

in B
eispiel soll die V

orgehens-
w

eise verdeutlichen.

D
ie m

ittleren Z
ugriffskosten 

 eines B
aum

es B
 erhält m

an am
 einfachsten, w

enn m
an

seine gesam
te P

fadlänge P
L als S

um
m

e der Längen der P
fade von der W

urzel bis zu
jedem

 K
noten K

i  berechnet.

oder m
it n

i  =
 Z

ahl der K
noten auf S

tufe i

 und 
 =

 gesam
te K

notenzahl

D
ie m

ittlere P
fadlänge ergibt sich zu l =

 P
L/n.

D
a bei jedem

 Z
ugriff noch auf die W

urzel zugegriffen w
erden m

uß
, erhalten w

ir

B
eispiel:

S
tufe

z

P
L

B(
)

Stufe
K

i
(

)

i
1

= n∑
=

P
L

B(
)

i
n

i
⋅

i
0

=

h
1

–∑
=

n
i

i
0

=

h
1

–∑
n

=

z
l

1
+

1n ---
i

1
+

(
)

n
i

⋅

i
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h
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P
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P
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M
axim

ale Z
u

g
riffsko

sten

D
ie längsten S

uchpfade und dam
it die m

axim
alen Z

ugriffskosten ergeben sich, w
enn

der binäre S
uchbaum

 zu einer linearen Liste entartet, d. h., w
enn es zu jedem

 K
noten

höchstens einen N
achfolger gibt. B

eispiele für solche S
trukturen sind in B

ild 5.4 skiz-
ziert.

B
ild 5.4:

E
inige entartete binäre S

uchbäum
e

A
ls H

öhe h erhalten w
ir: h =

 lm
ax +

1 =
 n.

W
eiterhin gilt für alle i : n

i  =
 1. D

araus folgen als m
axim

ale m
ittlere Z

ugriffskosten

;

.

B
ei entarteten binären S

uchbäum
en ist also m

it linearem
 S

uchaufw
and zu rechnen.

M
in

im
ale Z

u
g

riffsko
sten

M
inim

ale m
ittlere Z

ugriffskosten können in einer fast vollständigen oder ausgegliche-
nen B

aum
struktur erw

artet w
erden. In einer solchen S

truktur ist die A
nzahl der K

noten

-
auf jeder S

tufe i <
 h-1:

n
i  =

 2
i K

noten

-
auf S

tufe i =
 h-1:

1 ≤ n
i  ≤ 2

i K
noten.

D
am

it ergibt sich als G
esam

tzahl der K
noten
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50

10
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–
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D
ie H

öhe h als F
unktion von n erhalten w

ir durch

.

D
a h im

m
er ganzzahlig ist, folgt

D
ie m

ittleren Z
ugriffskosten einer ausgeglichenen binären B

aum
struktur lassen sich

w
ie folgt berechnen:

D
er erste T

erm
 beschreibt die gesam

ten P
fadlängen zu den K

noten der S
tufen 0 bis

h
- 2, w

ährend im
 zw

eiten T
erm

 die P
fadlängen der S

tufe h -1 zusam
m

engefaß
t sind.

N
ach [K

n73] gilt

D
am

it ergibt sich

P
L

m
in

 

m
it 

.

D
urch E

insetzen der H
öhe h erhalten w

ir

P
L

m
in

F
ür groß

e n 
 gilt dann

.

D
araus folgt

.

Im
 günstigsten F

all ergibt sich also beim
 binären S

uchbaum
 ein logarithm

ischer Z
u-

griffsaufw
and.

2
h

1
–

n
n

1
+
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h
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<
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–
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2 n
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+
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D
u

rch
sch

n
ittlich

e Z
u

g
riffsko

sten

D
ie beiden betrachteten G

renzfälle liefern die E
xtrem

w
erte der m

ittleren Z
ugriffsko-

sten. D
a diese W

erte eine sehr w
eite S

panne beschreiben, sind sie für den allgem
ei-

nen E
insatz nicht besonders aussagekräftig. B

eispielsw
eise erhalten w

ir als E
xtrem

-
w

erte für n=
10

6 E
lem

ente

 und 
.

E
s ist klar, daß

 das E
ntstehen eines entarteten B

aum
es durch geeignete R

estrukturie-
rungsm

aß
nahm

en verm
ieden w

erden sollte, selbst w
enn sein A

uftreten noch so un-
w

ahrscheinlich ist. D
ie G

renzw
erte geben jedoch keinen H

inw
eis darauf, ob die m

ittle-
ren Z

ugriffskosten in einem
 beliebigen binären S

uchbaum
 eher in der N

ähe des unte-
ren G

renzw
ertes, in der M

itte des Intervalls oder eher in der N
ähe des oberen

G
renzw

ertes liegen.

D
ie D

ifferenz der m
ittleren zu den m

inim
alen Z

ugriffskosten ist ein M
aß

 dafür, w
ie drin-

gend zusätzliche B
alancierungstechniken in die W

artungsalgorithm
en übernom

m
en

w
erden m

üssen, um
 m

öglichst ausgeglichene B
äum

e garantieren zu können.

D
ie A

bleitung der m
ittleren Z

ugriffskosten w
ird hier in einer gew

issen A
usführlichkeit

vorgenom
m

en, w
eil der gew

ählte A
nsatz als charakteristisches A

nalysebeispiel gelten
kann. E

r zeigt die prinzipielle V
orgehensw

eise bei B
aum

strukturen. W
ir lehnen uns da-

bei eng an [W
i83] an. B

ei den U
ntersuchungen handelt es sich um

 die B
estim

m
ung der

Z
ugriffskosten 

 als M
ittelw

ert über alle n S
chlüssel und über alle n! B

äum
e, die sich

aus den n! P
erm

utationen der E
ingabereihenfolge der S

chlüssel erzeugen lassen. D
ie

Z
ugriffsw

ahrscheinlichkeit für jeden S
chlüssel ist dabei gleich groß

.

O
hne E

inschränkung der A
llgem

eingültigkeit nehm
en w

ir an, daß
 n verschiedene

S
chlüssel m

it den W
erten 1, 2, ..., n in zufälliger R

eihenfolge gegeben sind. D
ie W

ahr-
scheinlichkeit, daß

 der erste S
chlüssel den W

ert i besitzt, ist 1/n. E
r w

ird beim
 A

ufbau
des B

aum
es zur W

urzel. S
ein linker U

nterbaum
 B

l  w
ird dann i-1 K

noten und sein rech-
ter U

nterbaum
 B

r  n-i K
noten enthalten (B

ild 5.5).

B
ild 5.5:

B
aum

schem
a zur B

estim
m

ung der m
ittleren Z

ugriffskosten

z
m

in
19

=
z

m
a

x
500000

=

z
n

i

n - i

K
noten

i - 1

K
noten

z
i

1
–

z
n

i
–

z
n

B
r

B
l
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 und 
seien die m

ittleren Z
ugriffskosten in B

l  und B
r . D

ie R
eihenfolge, in der

die S
chlüssel in die beiden U

nterbäum
e eingefügt w

erden, sei w
iederum

 zufällig, d. h.,
alle m

öglichen P
erm

utationen der restlichen n-1 S
chlüssel sind gleich w

ahrscheinlich.
D

ie m
ittleren Z

ugriffskosten in einem
 binären S

uchbaum
 m

it n K
noten ergeben sich als

S
um

m
e der P

rodukte aus P
fadlänge l+

1 und W
ahrscheinlichkeit des Z

ugriffs für jeden
K

noten:

U
nter der A

nnahm
e, daß

 ein Z
ugriff auf alle K

noten m
it gleicher W

ahrscheinlichkeit er-
folgt, gilt:

.
(5.1)

U
nter B

ezugnahm
e auf das B

aum
schem

a in B
ild 5.5 kann (5.1) um

form
uliert w

erden.
F

ür den B
aum

 m
it i als W

urzel erhalten w
ir

.
(5.2)

(5.2) setzt sich zusam
m

en aus den m
ittleren Z

ugriffskosten 
 für (i-1) S

chlüssel

in B
l , den Z

ugriffskosten von 1 für die W
urzel und den m

ittleren Z
ugriffskosten 

für (n-i) S
chlüssel in B

r . D
ie gesuchte G

röß
e 

 ergibt sich nun als M
ittel der 

 m
it

i=
1, 2, ..., n, d. h. über alle B

äum
e m

it 1, 2, ..., n als W
urzel.

(5.3)

D
ie G

leichung (5.3) stellt eine R
ekurrenzrelation von der F

orm
 z

n  =
 f(z

n-1 , ..., z
1 ) dar.

S
ie läß

t sich zur leichteren H
andhabung auf die folgende W

eise in eine R
ekurrenz-

relation der F
orm

 z
n  =

 g(z
n-1 ) um

form
en:

(5.4)

z
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D
urch S

ubstitution von n-1 für n in G
leichung (5.3) ergibt sich

(5.5)

E
ine U

m
form

ung und M
ultiplikation von (5.5) m

it ((n - 1)/n) 2 liefert

(5.6)

N
un kann (5.6) in (5.4) eingesetzt w

erden:

.
(5.7)

D
ie R

ekursionsgleichung nach (5.7) läß
t sich in nicht-rekursiver, geschlossener F

orm
m

it H
ilfe der harm

onischen F
unktion

darstellen. E
s ergibt sich 

.
(5.8)

E
ine N

äherungslösung für H
n  finden w

ir in [K
n68]:

w
obei γ =

 0.57721... die E
ulersche K

onstante ist.

H
n  eingesetzt in (5.8) liefert

D
ie m

ittleren Z
ugriffskosten beim

 binären S
uchbaum

 w
achsen also m

it dem
 natürli-

chen Logarithm
us von n (O

(ln(n))). B
eim

 ausgeglichenen binären S
uchbaum

 hatten w
ir

als Z
ugriffskosten 

. U
m

 etw
as über die relativen M

ehrkosten

gegenüber dem
 günstigsten F

all zu erfahren, setzen w
ir beide Z

ugriffskosten ins V
er-

hältnis:

z
n
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W
enn w

ir an die breite S
panne zw

ischen z
m

in  und z
m

ax  denken, dann ist dieses E
rgeb-

nis eine Ü
berraschung. E

s besagt, daß
 w

ir bei zufällig entstehenden B
äum

en im
 V

er-
gleich zu ausgeglichenen B

äum
en nur einen m

ittleren M
ehraufw

and von 39%
 zu er-

w
arten haben. O

der anders ausgedrückt: G
egenüber zufällig entstehenden B

äum
en

ist durch A
nw

endung von B
alancierungstechniken im

 M
ittel nur eine V

erbesserung von
höchstens 39%

 zu erw
arten. D

iese A
ussage könnte leicht zu dem

 S
chluß

 führen, daß
sich für die m

eisten A
nw

endungen die E
inführung von B

alancierungs- oder R
estruktu-

rierungstechniken, die ja zu kom
plexeren W

artungsalgorithm
en führen, nicht lohnen.

D
a diese A

ussage jedoch nur im
 M

ittel gilt und keinesw
egs gesagt ist, daß

 eine E
ntar-

tung der B
aum

struktur nicht auftritt, m
üssen in den m

eisten A
nw

endungen M
aß

nah-
m

en vorgesehen sein, die bei einem
 binären S

uchbaum
 einen gew

issen G
rad an A

us-
geglichenheit garantieren.

5.2
H

ö
h

en
b

alan
cierte b

in
äre S

u
ch

b
äu

m
e

E
s ist klar, daß

 der ausgeglichene binäre S
uchbaum

 die w
ünschensw

erte S
truktur dar-

stellt, die für alle G
rundoperationen die geringsten K

osten verursacht. D
a diese S

truk-
tur bei jeder A

ktualisierungsoperation von ihrem
 O

ptim
um

 abw
eichen kann, stellt sich

die F
rage, ob in einem

 solchen F
all sofort die W

iederherstellung der A
usgeglichenheit

erzw
ungen w

erden soll oder ob gew
isse A

bw
eichungen toleriert w

erden können. In
B

ild 5.6 ist das P
roblem

 der W
artung ausgeglichener binärer S

uchbäum
e skizziert. 

B
ild 5.6:

B
eispiel für die W

artung ausgeglichener binärer S
uchbäum

e

P
A
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B
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O
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In den ersten B
aum

 könnte der S
chlüssel W

IE
N

 ohne Z
usatzaufw

and eingefügt w
er-

den, da der B
aum

 ausgeglichen bleibt. N
ach E

infügen von A
T

H
E

N
 ist der B

aum
 nicht

m
ehr ausgeglichen. Z

ur W
iederherstellung der A

usgeglichenheit m
üssen im

 B
eispiel

alle S
chlüssel verschoben w

erden, d. h., ein T
ransform

ationsalgorithm
us, der ständige

A
usgeglichenheit garantiert, erfordert einen A

ufw
and von O

(n). W
egen der hohen R

e-
organisationskosten und w

egen der S
chw

ierigkeit der B
aum

transform
ation erscheint

der erste W
eg als prohibitiv. D

ie R
eduktion der Z

ugriffskosten, die ja bei den unterstell-
ten kleinen A

bw
eichungen nur gering ausfallen w

ürde, könnte das starke A
nsteigen

der R
eorganisationskosten nicht aufw

iegen. O
hne eine drastische V

erschlechterung
des S

uchverhaltens befürchten zu m
üssen, können gew

isse A
bw

eichungen des B
au-

m
es von seiner A

usgeglichenheit erlaubt w
erden. E

s ist also ein K
om

prom
iß

 zw
ischen

ausgeglichenen S
uchbäum

en und natürlichen S
uchbäum

en zu finden. D
adurch, daß

die B
äum

e nur “fast ausgeglichen” gehalten w
erden m

üssen, sollten sich die R
eorga-

nisationskosten auf ein notw
endiges M

inim
um

 beschränken lassen.

D
iese F

orderung bedeutet, daß
 keine globalen, d. h. den ganzen B

aum
 betreffende

R
eorganisationsalgorithm

en eingesetzt w
erden dürfen. E

s m
uß

 vielm
ehr m

öglich sein,
den B

aum
 durch lokale, nur den P

fad von der W
urzel zur P

osition der Ä
nderung betref-

fende T
ransform

ationen fast ausgeglichen oder balanciert zu halten. D
er balancierte

binäre S
uchbaum

 soll den schnellen direkten Z
ugriff m

it 
 und auch

E
infüge- und Löschoperationen m

it logarithm
ischen A

ufw
and (O

(log
2 n)) gestatten.

D
en verschiedenen Lösungen dieses B

alancierungsproblem
s liegt die H

euristik zu-
grunde, nach der für jeden K

noten im
 B

aum
 versucht w

ird, die A
nzahl der K

noten in
jedem

 seiner beiden U
nterbäum

e m
öglichst gleich zu halten. Z

ur E
rreichung dieses

Z
ieles gibt es zw

ei unterschiedliche V
orgehensw

eisen: 

-
die zulässige H

öhendifferenz der beiden U
nterbäum

e ist beschränkt

-
das V

erhältnis der K
notengew

ichte der beiden U
nterbäum

e erfüllt gew
isse B

edin-
gungen.

D
as erste B

alancierungskriterium
 führt auf die K

lasse der höhenbalancierten binären
S

uchbäum
e. V

ertreter dieser K
lasse sind der A

V
L-B

aum
, der H

-B
aum

, der H
S

-B
aum

und der H
B

-B
aum

. D
ie gew

ichtsbalancierten binären S
uchbäum

e ergeben sich durch
A

nw
endung des zw

eiten B
alancierungskriterium

s. D
er bekannteste V

ertreter dieser
K

lasse ist der B
B

(α
)-B

aum
 (bounded-balanced).

W
ir w

ollen zunächst das P
rinzip der H

öhenbalancierung darlegen und dann den A
V

L-
B

aum
 als w

ichtigste höhenbalancierte B
aum

struktur einführen.

z
m

a
x

O
lo

g
2 n

(
)

∼
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D
efin

itio
n

: S
eien B

l (x) und B
r (x) die linken und rechten U

nterbäum
e eines K

notens x.

W
eiterhin sei h(B

) die H
öhe eines B

aum
es B

. E
in k-balancierter binärer S

uchbaum
 ist

entw
eder leer oder es ist ein S

uchbaum
, bei dem

 für jeden K
noten x gilt:

B
ei einem

 k-balancierten binären S
uchbaum

 erfüllt jeder K
noten das B

alancierungskri-
terium

. E
s ist also gew

ährleistet, daß
 für jeden K

noten der A
bsolutbetrag der D

ifferenz
der H

öhen seiner beiden U
nterbäum

e nicht größ
er als k ist. M

an kann k als M
aß

 für die
zulässige E

ntartung im
 V

ergleich zur ausgeglichenen B
aum

struktur auffassen. E
s m

uß
m

indestens k =
1 gew

ählt w
erden, dam

it sich B
äum

e für jedes n aufbauen lassen. E
ine

W
ahl von k >

 1 bedeutet eine R
eduktion des Ä

nderungsaufw
andes, da m

it steigendem
k die H

äufigkeit der notw
endigen R

eorganisationen abnim
m

t. A
ndererseits hat ein

k
>

1 eine E
rhöhung der S

uchzeit zur F
olge, die um

so deutlicher ausfällt, je größ
er die

zulässigen H
öhendifferenzen sein dürfen. D

as P
rinzip des k-balancierten binären

S
uchbaum

es w
ird durch ein B

eispiel in B
ild 5.7 illustriert. 

B
ild 5.7:

3-balancierter binärer S
uchbbaum

D
er gezeigte B

aum
 erfüllt das B

alancierungskriterium
 für k ≥ 3. D

urch E
infügen eines

zusätzlichen S
chlüssels O

S
LO

 w
ürde der resultierende B

aum
 auch das B

alancie-
rungskriterium

 k=
2 erfüllen.
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A
V

L
-B

äu
m

e

D
ie sogenannten A

V
L-B

äum
e gehen auf einen B

alancierungsalgorithm
us zw

eier rus-
sischer M

athem
atiker A

delson-V
elskii und Landis zurück, der bereits 1962 publiziert

w
urde.

D
efin

itio
n

: E
in 1-balancierter binärer S

uchbaum
 heiß

t A
V

L-B
aum

.

D
as B

alancierungskriterium
 des A

V
L-B

aum
es lautet also

.

E
s besagt, daß

 die linken und rechten U
nterbäum

e eines K
notens A

V
L-B

äum
e sein

m
üssen und daß

 der A
bsolutbetrag ihrer H

öhendifferenz höchstens 1 betragen darf.
E

s ergeben sich also für den A
ufbau von A

V
L-B

äum
en folgende K

onstruktionsprinzipi-
en. W

enn B
l  und B

r  A
V

L-B
äum

e der H
öhe m

 oder m
 +

1 sind, dann ist der resultierende
B

aum
 auch ein A

V
L-B

aum
:

D
a der A

V
L-B

aum
 ein binärer S

uchbaum
 ist, können die eingeführten S

uchalgorith-
m

en unverändert übernom
m

en w
erden. D

agegen m
üssen die W

artungsoperationen
so m

odifiziert w
erden, daß

 das A
V

L-K
riterium

 zu jeder Z
eit eingehalten w

ird. B
eim

 E
in-

fügen w
erden neue K

noten als B
lätter angehängt. D

abei w
ird ein bestim

m
ter S

uchpfad
zur B

estim
m

ung der E
infügeposition von der W

urzel her beschritten. A
ls F

olge davon
kann die H

öhe eines U
nterbaum

es so verändert w
erden, daß

 das A
V

L-K
riterium

 ver-
letzt w

ird. W
ie läß

t sich nun die B
alancierung des A

V
L-B

aum
es in einem

 solchen F
all

aufrechterhalten? E
ine zentrale Ü

berlegung zur Lösung dieses P
roblem

s ist folgende:
E

s kann sich nur die H
öhe von solchen U

nterbäum
en verändert haben, deren W

urzeln
auf dem

 S
uchpfad von der W

urzel des B
aum

es zum
 neu eingefügten B

latt liegen. A
lso

kann nur für solche K
noten das A

V
L-K

riterium
 verletzt sein. A

us dieser Ü
berlegung

folgt sofort, daß
 R

eorganisationsoperationen lokal begrenzt w
erden können und daß

höchstens h K
noten betroffen sind. 

h
B

l
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h
B

r
x()

(
)

–
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B
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2
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1
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+
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m
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m
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B
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E
in

fü
g

en
 in

 A
V

L
-B

äu
m

en

W
ir w

erden den E
infügevorgang beim

 A
V

L-B
aum

 zunächst anhand eines ausführli-
chen B

eispiels genau studieren, bevor w
ir für verschiedene R

otationstypen als R
eor-

ganisationsoperationen allgem
eine Lösungen angeben. D

ie R
eihenfolge der E

infügun-
gen und die A

rt der R
ebalancierung w

ird durch die D
arstellung in B

ild 5.8 deutlich. D
ie

Z
iffern in jedem

 K
noten repräsentieren den B

alancierungsfaktor, der sich aus der H
ö-

hendifferenz zw
ischen den linken und rechten U

nterbäum
en des betreffenden K

notens
ergibt und der lokal den B

alancierungszustand des K
notens beschreibt. E

r ist folgen-
derm

aß
en definiert:

D
efin

itio
n

: D
er B

alancierungsfaktor B
F

(x) eines K
notens x ergibt sich zu

B
F

(x) =
 h(B

l (x)) - h(B
r (x)).

F
ür jeden K

noten x in einem
 A

V
L-B

aum
 ist B

F
(x) =

 -1, 0 oder +
1, w

as aus der D
efinition

des A
V

L-K
riterium

s folgt. D
am

it läß
t sich jetzt das K

notenform
at des A

V
L-B

aum
es ein-

führen: 

T
Y

P
E

K
ptr =

 P
O

IN
T

E
R

 T
O

 K
noten;

K
noten =

R
E

C
O

R
D

B
F

 : [-1..+
1];

K
ey : S

chluesseltyp;
Lsohn : K

ptr;
R

sohn : K
ptr

E
N

D
;

D
ie ersten beiden E

infügungen m
it den S

chlüsseln B
O

N
N

 und B
E

R
N

 in B
ild 5.8 erzeu-

gen zulässige A
V

L-B
äum

e. D
urch das E

infügen von A
T

H
E

N
 bekom

m
t der linke U

nter-
baum

 von B
O

N
N

 die H
öhe 2, w

ährend sein rechter U
nterbaum

 leer ist, d. h., das B
a-

lancierungskriterium
 ist für B

O
N

N
 verletzt. D

urch eine D
rehung im

 U
hrzeigersinn - eine

R
echtsrotation (LL) - w

ird der B
aum

 w
ieder rebalanciert. N

ach E
infügung von S

O
F

IA
und W

IE
N

 ist der B
aum

 w
ieder auß

er B
alance. D

ieses M
al w

ird die B
alance durch eine

D
rehung gegen den U

hrzeigersinn - eine Linksrotation (R
R

) - hergestellt. A
usgangs-

punkt der R
otation w

ar in beiden F
ällen der näheste V

ater des neu eingefügten K
no-

tens m
it 

. D
ieser K

noten dient zur B
estim

m
ung des R

otationstyps. E
r w

ird
durch die von diesem

 K
noten ausgehende K

antenfolge auf dem
 P

fad zum
 neu einge-

fügten K
noten festgelegt. D

iese K
antenfolge ist in B

ild 5.8 jew
eils hervorgehoben. 

D
ie E

infügung von P
A

R
IS

 erzw
ingt eine andere A

rt der R
ebalancierung - die D

oppel-
rotation (R

L). A
usgangspunkt ist w

ieder der näheste V
ater von P

A
R

IS
 m

it 
.

E
s sind jetzt jedoch kom

plexere M
aß

nahm
en zu treffen. B

O
N

N
 w

ird W
urzel und ver-

schiebt B
E

R
N

 in ihren linken U
nterbaum

. D
er rechte U

nterbaum
 von B

O
N

N
 w

ird zum
linken U

nterbaum
 von S

O
F

IA
. D

as E
infügen von O

S
LO

 und R
O

M
 erhält die A

V
L-

B
aum

struktur. E
rst P

R
A

G
 löst w

ieder eine R
ebalancierung aus. D

er näheste V
ater zu

B
F

2
+ −

=

B
F

2
+ −

=
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P
R

A
G

 m
it 

 ist S
O

F
IA

. D
adurch ergibt sich w

ieder eine D
oppelrotation vom

T
yp LR

, gekennzeichnet durch die K
antenfolge von S

O
F

IA
 in R

ichtung P
R

A
G

. D
urch

die R
ebalancierung tritt R

O
M

 an die S
telle von S

O
F

IA
 und verschiebt S

O
F

IA
 in seinen

rechten U
nterbaum

. D
er linke U

nterbaum
 von R

O
M

 w
ird rechter U

nterbaum
 von

P
R

A
G

. W
eitere E

infügungen führen auf keine andersartigen R
otationstypen.

D
ie vier verschiedenen R

otationstypen seien hier noch einm
al zusam

m
engefaß

t. D
er

neu einzufügende K
noten sei X

. Y
 sei der bezüglich der R

otation kritische K
noten - der

näheste V
ater von X

 m
it 

. D
ann bedeutet:

R
R

:
X

 w
ird im

 rechten U
nterbaum

 des rechten U
nterbaum

s von Y
 eingefügt (Linksro-

tation).

LL:
X

 w
ird im

 linken U
nterbaum

 des linken U
nterbaum

s von Y
 eingefügt (R

echtsrota-
tion). 

R
L:

X
 w

ird im
 linken U

nterbaum
 des rechten U

nterbaum
s von Y

 eingefügt (D
oppelro-

tation).

LR
:

X
 w

ird im
 rechten U

nterbaum
 des linken U

nterbaum
s von Y

 eingefügt (D
oppelro-

tation).

D
ie T

ypen LL und R
R

 sow
ie LR

 und R
L sind sym

m
etrisch zueinander.

B
F

2
+ −

=

B
F

2
+ −

=
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B
ild 5.8:

A
ufbau eines A

V
L-B

aum
es (F

ortsetzung)

In den B
ildern 5.9 und 5.10 ist die W

irkungsw
eise der einzelnen R

otationstypen noch
einm

al anhand abstrakter B
aum

darstellungen zusam
m

engefaß
t. D

ie W
urzeln dieser

B
äum

e repräsentieren jew
eils den kritischen K

noten. V
or der die R

ebalancierung aus-
lösenden E

infügung m
uß

 ein solcher K
noten in 

 besitzen, sonst könnte der
B

alancierungsfaktor nicht den W
ert 

 erreichen. D
er kritische K

noten ist der näheste
V

ater des neu eingefügten K
notens m

it dieser E
igenschaft. A

lle näheren K
noten besit-

zen ein B
F

 =
 0. W

ie sich aus den S
chem

adarstellungen ergibt, hat der rebalancierte
U

nterbaum
 die gleiche H

öhe w
ie vor der E

infügung, d. h., die durch die E
infügung ent-

standene H
öhenzunahm

e w
urde absorbiert. D

am
it ist gew

ährleistet, daß
 der restliche

B
aum

 konstant bleibt und nicht überprüft w
erden m

uß
. N

ach erfolgter R
otation ist der

B
aum

 w
ieder ein A

V
L-B

aum
, d. h., er ist ein balancierter S

uchbaum
; ein D

urchlauf in
Z

w
ischenordnung liefert eine sortierte F

olge der S
chlüssel.
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B
ild 5.9:
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eise der R
otationstypen LL und R
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B
ild 5.10:

W
irkungsw

eise des R
otationstyps LR

 (R
L ist sym

m
etrisch)
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L
ö

sch
en

 in
 A

V
L

-B
äu

m
en

D
er Löschvorgang in A

V
L-B

äum
en ist erheblich aufw

endiger als das E
infügen. B

eim
E

infügen w
urde erst ein neues B

latt angehängt und, falls dadurch die A
V

L-E
igenschaft

verletzt w
urde, anschließ

end eine R
otation durchgeführt. E

s w
ar stets höchstens eine

R
otation erforderlich, da diese die entstandene H

öhenvergröß
erung absorbierte. W

ie
bei den natürlichen binären S

uchbäum
en kann das Löschen auf das U

m
organisieren

von R
andknoten, d. h. K

noten m
it höchstens einem

 N
achfolger zurückgeführt w

erden.
D

abei können A
usgleichsvorgänge rekursiv längs des P

fades vom
 entsprechenden

R
andknoten ggf. bis zur W

urzel notw
endig w

erden. Jeder dieser K
noten m

uß
 auf das

A
V

L-K
riterium

 hin überprüft w
erden, um

 dann ggf. den zugehörigen U
nterbaum

 neu
auszubalancieren. D

er Löschvorgang endet, w
enn, ausgehend vom

 V
ater des um

ge-
hängten K

notens, entw
eder die W

urzel erreicht ist oder aber ein K
noten angetroffen

w
ird, der vor der Löschung B

F
=

0 hatte.

M
an kann alle Löschvorgänge auf das S

treichen von R
andknoten reduzieren. D

er V
a-

ter eines solchen R
andknotens ist dann im

m
er A

usgangspunkt eines m
öglichen R

eba-
lancierens. D

as gilt offensichtlich dann, w
enn der zu löschende K

noten ein B
latt ist

oder nur einen U
nterbaum

 besitzt. F
alls der zu löschende K

noten m
it S

chlüssel x kein
R

andknoten ist, w
ird der S

chlüssel x in diesem
 K

noten durch den kleinsten S
chlüssel

im
 rechten U

nterbaum
 oder durch den größ

ten S
chlüssel im

 linken U
nterbaum

 ersetzt.
D

er K
noten, dessen S

chlüssel y zur E
rsetzung diente, w

ird dann gestrichen.

B
ei dem

 gestrichenen K
noten handelt es sich entw

eder um
 ein B

latt oder um
 einen

R
andknoten (w

ie in der S
kizze y). W

egen der A
V

L-E
igenschaft kann y dann nur einen

rechten S
ohn besitzen.

D
a sich die H

öhe des linken U
nterbaum

s von v geändert hat, ist das A
V

L-K
riterium

 für
v und ggf. für seine V

orgänger zu überprüfen und, w
enn nötig, durch R

ebalancierung
einzuhalten. D

abei lassen sich folgende F
älle unterscheiden. D

ie restlichen F
älle erge-

ben sich aus S
ym

m
etrieüberlegungen:

B
l

B
r

x

v

y

z

B
l

B
r

y

v

z

⇒

B
rv

B
rv
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1.In diesem
 F

all pflanzt sich die H
öhenerniedrigung nicht fort, da in der W

urzel das A
V

L-
K

riterium
 erfüllt bleibt. E

s ist deshalb kein R
ebalancieren erforderlich.

2.D
ie H

öhenerniedrigung von B
l  pflanzt sich hier zur W

urzel hin fort. S
ie kann auf diesem

P
fad eine R

ebalancierung auslösen.

3.F
ür die B

ehandlung dieser S
ituation ist der linke U

nterbaum
 B

l  in größ
erem

 D
etail zu

betrachten. D
abei ergeben sich die folgenden 3 F

älle:

B
l

B
r

B
l

B
r

0
-1

Löschen in B
l

⇒
h+

1
h+

1

h
h

h-1
h

B
l

B
r

B
l

B
r

+
1

0
Löschen in B

l
⇒

h
h+

1

h-1
h

h-1
h-1

B
l

B
r

B
r

B
l

+
1

+
2

Löschen in B
r

⇒
h+

1
h+

1

h-1
h

h-2
h
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a)In diesem
 F

all w
ird eine R

echtsrotation erzw
ungen, um

 das A
V

L-K
riterium

 w
ieder zu

erfüllen. D
er U

nterbaum
 behält dabei seine ursprüngliche H

öhe, d. h., die H
öhenab-

nahm
e von B

5  w
urde durch die T

ransform
ation absorbiert. D

eshalb sind keine w
eiteren

R
ebalancierungen m

ehr erforderlich.

b
)

D
ie R

echtsrotation führt zu einer H
öhenerniedrigung des gesam

ten U
nterbaum

s von
h+

1 nach h. D
iese R

eduktion der H
öhe pflanzt sich auf dem

 P
fad zur W

urzel hin fort
und kann zu w

eiteren R
ebalancierungen führen.

B
1

0
⇒

h-2

h-1
h-1

x
2

+
2x
4

B
5

h+
1

B
3

B
5

+
1h-2

h-1

h-1

x
4

-1x
2

B
1

h+
1

B
3

h

B
1

B
3

+
1

⇒
h-2

h-2
h-1

x
2

+
2x
4

B
5

h+
1

B
3

B
5

0h-2

h-1

h-2

x
4

0x
2

B
1

h
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c)D
urch eine D

oppelrotation w
ird das A

V
L-K

riterium
 w

ieder hergestellt. D
ie auftretende

H
öhenerniedrigung pflanzt sich zur W

urzel hin fort und kann noch w
eitere R

ebalancie-
rungen auslösen.

W
ie an den letzten drei R

ebalancierungsfällen (und ihren sym
m

etrischen E
ntsprechun-

gen) zu sehen ist, kom
m

en beim
 Löschen w

ieder die bekannten vier R
otationstypen

zum
 E

insatz. D
abei w

ird eine R
otation w

ieder durch den nähesten V
ater des gestriche-

nen K
notens m

it 
 ausgelöst. S

ie geschieht jedoch im
 U

nterschied zum
 E

infü-

gen in dem
 U

nterbaum
 des kritischen K

notens, der dem
 U

nterbaum
, in dem

 die Lö-
schung stattfand, gegenüberliegt. D

er R
ebalancierungsalgorithm

us beim
 Löschvor-

gang hat also folgende w
esentliche S

chritte:

1.
S

uche im
 Löschpfad nähesten V

ater m
it 

. 

2.
F

ühre R
otation im

 gegenüberliegenden U
nterbaum

 dieses V
aters aus.

⇒

B
3

B
5

0

h-2

h-2

h-2

x
4

-1x
2

B
1

h

+
2x
6

B
7
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h+
1

B
3

B
5
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h-2

x
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B
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=
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Im
 G

egensatz um
 E

infügevorgang kann hier eine R
otation w

iederum
 eine R

ebalancie-
rung auf dem

 P
fad zur W

urzel auslösen, da sie in gew
issen F

ällen auf eine H
öhener-

niedrigung des transform
ierten U

nterbaum
s führt. D

ie A
nzahl der R

ebalancierungs-
schritte ist jedoch durch die H

öhe h des B
aum

s begrenzt.

In B
ild 5.11 ist der Löschvorgang in einem

 A
V

L-B
aum

 (F
ibonacci-B

aum
) für den

S
chlüssel W

IE
N

 gezeigt. D
as Löschen des R

echtsauß
en in einem

 F
ibonacci-B

aum
führt auf den schlechtesten F

all. Im
 B

eispiel sind zw
ei aufeinanderfolgende R

otationen
nötig, bis das A

V
L-K

riterium
 w

ieder erfüllt ist. S
olche F

älle sind jedoch sehr unw
ahr-

scheinlich. E
m

pirische T
ests zeigen, daß

 R
otationen jew

eils nur bei jeder 5. Löschung
zu erw

arten sind.

B
ild 5.11:

Löschvorgang im
 A

V
L-B

aum
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B
ild 5.11:

Löschvorgang im
 A

V
L-B

aum
 (F

ortsetzung)

H
ö
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e vo

n
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V
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-B
äu

m
en

B
alancierte binäre S

uchbäum
e w

urden als K
om

prom
iß

 zw
ischen ausgeglichenen und

natürlichen S
uchbäum

en eingeführt, w
obei logarithm

ischer S
uchaufw

and im
 schlech-

testen F
all gefordert w

urde. O
b dieses Z

iel bei A
V

L-B
äum

en erreicht w
urde, m

uß
 eine

H
öhenbestim

m
ung zeigen.

S
atz: F

ür die H
öhe h

b  eines A
V

L-B
aum

es m
it n K

noten gilt:

.

D
ie beiden S

chranken sollen abgeleitet w
erden. D

ie untere S
chranke ergibt sich, w

ie
bereits gezeigt, als H

öhe h eines ausgeglichenen binären S
uchbaum

s. E
s ist klar, daß

die H
öhe eines A

V
L-B
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Z
ur H

erleitung der oberen S
chranke benötigen w

ir sogenannte F
ibonacci-B

äum
e, die

eine U
nterklasse der A

V
L-B

äum
e darstellen. 

D
efin

itio
n

: F
ibonacci-B

äum
e ergeben sich als U

nterklasse der A
V

L-B
äum

e nach fol-
gender K

onstruktionsvorschrift:

i.
D

er leere B
aum

 ist ein F
ibonacci-B

aum
 der H

öhe 0. 

ii.
E

in einzelner K
noten ist ein F

ibonacci-B
aum

 der H
öhe 1.

iii.
S

ind B
h-1  und B

h-2  F
ibonacci-B

äum
e der H

öhe h -1 und h - 2, so ist 

 ein F
ibonacci-B

aum
 der H

öhe h.

iv.
K

eine anderen B
äum

e sind F
ibonacci-B

äum
e.

M
it H

ilfe dieser K
onstruktionsvorschrift läß

t sich für ein vorgegebenes n ein A
V

L-B
aum

m
axim

aler H
öhe erzeugen, d. h., es gibt keinen A

V
L-B

aum
 gleicher H

öhe, der w
eniger

K
noten besitzt. In B

ild 5.12 ist eine F
olge B

h  von so konstruierten A
V

L-B
äum

en der
H

öhe h aufgeführt.

B
ild 5.12:
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A
us jew

eils m
inim

alen B
äum

en der H
öhe h-1 und h-2 w

ird ein B
aum

 B
h  der H

öhe h
erzeugt, der ebenfalls m

inim
al ist. A

us dem
 B

ildungsgesetz folgt

.

D
ie F

olge der K
notenzahlen n

h  w
eist groß

e Ä
hnlichkeit m

it den F
ibonacci-Z

ahlen auf,
die sich durch folgendes B

ildungsgesetz beschreiben lassen:

F
0  =

 0

F
1  =

 1

, 

E
s läß

t sich zeigen, daß

 für 
(5.9)

gilt. D
ie A

bschätzung der H
öhe von F

ibonacci-B
äum

en führen w
ir analog zu [C

LR
96]

durch. V
on den F

ibonacci-Z
ahlen ist bekannt, daß

 die U
ngleichung

(5.10)

gilt, w
obei 

 ist.

n sei nun die A
nzahl der K

noten eines A
V

L-B
aum

es der H
öhe h. D

a der F
ibonacci-

B
aum

 der H
öhe h eine in B

ezug auf die H
öhe m

inim
ale K

notenzahl besitzt, gilt folgen-
de U

ngleichung:

(5.9) und anschließ
end (5.10) eingesetzt, liefert

D
a 

 ist, gilt

D
ieses E

rgebnis besagt, daß
 der S

uchpfad in einem
 A

V
L-B

aum
 im

 schlechtesten F
all

um
 44%

 länger ist als im
 schlechtesten F

all im
 ausgeglichenen S

uchbaum
. D

ie zu er-
w

artende H
öhe eines A

V
L-B

aum
es, der durch eine zufällig verteilte S

chlüsselfolge er-
zeugt w

ird, sollte w
esentlich niedriger sein. Ihre m

athem
atische B

erechnung ist im
m

er
noch ein offenes P

roblem
. E

m
pirische U

ntersuchungen haben jedoch ergeben, daß
seine durchschnittliche H

öhe

n
h

n
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1
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n
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2
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=
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h
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beträgt. D
ieses E

rgebnis zeigt, daß
 der A

V
L-B

aum
 praktisch ebenso effiziente S

uch-
operationen zuläß

t w
ie der ausgeglichene S

uchbaum
, obw

ohl seine S
truktur w

esent-
lich einfacher zu w

arten ist. D
a der A

ufw
and sow

ohl für E
infügen als auch für Löschen

durch die A
nzahl der K

noten im
 S

uchpfad (≤ h) begrenzt ist, lassen sich beide O
pera-

tionen auch im
 schlechtesten F

all in logarithm
ischer Z

eit (O
(log

2 n)) abw
ickeln. 

5.3
G

ew
ich

tsb
alan

cierte b
in

äre S
u

ch
b

äu
m

e

W
ie schon erw

ähnt, gibt es eine w
eitere K

lasse von “fast ausgeglichenen” binären
S

uchbäum
en. S

ie w
erden als gew

ichtsbalancierte oder B
B

-B
äum

e (bounded balance)
bezeichnet. N

achdem
 w

ir die A
V

L-B
äum

e sehr gründlich behandelt haben, w
erden w

ir
uns hier m

it einer kurzen S
kizzierung der G

rundideen begnügen.

E
benso w

ie bei den A
V

L-B
äum

en w
ird bei den B

B
-B

äum
en eine B

eschränkung vorge-
geben, die die zulässige A

bw
eichung der S

truktur vom
 ausgeglichenen binären S

uch-
baum

 beschreibt. Jedoch w
ird die B

eschränkung nicht als H
öhendifferenz, sondern als

D
ifferenz zw

ischen der A
nzahl der K

noten im
 rechten und linken U

nterbaum
 festgelegt.

T
rotz dieses U

nterschiedes sind gew
ichtsbalancierte S

uchbäum
e in ihren E

igenschaf-
ten den höhenbalancierten S

uchbäum
en sehr ähnlich.

D
efin

itio
n

: S
ei B

 ein binärer S
uchbaum

 m
it linkem

 U
nterbaum

 B
l  und sei n (l) die A

n-

zahl der K
noten in B

 (B
l ).

i.
ρ(B

) =
 (l +

 1)/(n +
1) heiß

t die W
urzelbalance von B

.

ii.
E

in B
aum

 B
 heiß

t gew
ichtsbalanciert (B

B
(α

)) oder von beschränkter B
alance α

,

w
enn für jeden U

nterbaum
 B

’ von B
 gilt: 

.

N
ach dieser D

efinition besitzt der B
aum

 den P
aram

eter α
 als F

reiheitsgrad. S
eine

W
ahl legt die zulässige A

bw
eichung vom

 vollständigen binären S
uchbaum

 fest. W
enn

 gew
ählt w

ird, erlaubt das B
alancierungskriterium

 nur vollständige binäre
S

uchbäum
e, d. h., die K

notenzahlen der zulässigen B
äum

e sind 
, 

.
M

it kleiner w
erdendem

 α
 w

ird die S
trukturbeschränkung zunehm

end gelockert. R
eba-

lancierungen sind seltener durchzuführen, dafür w
erden aber die S

uchpfade länger.
M

an kann also durch die W
ahl von  α

 abw
ägen zw

ischen kurzer S
uchzeit und geringer

A
nzahl von R

ebalancierungen.

B
ild 5.13 ist ein B

aum
 zur Illustrierung der G

ew
ichtsbalancierung dargestellt. D

ie U
n-

terbäum
e m

it den W
urzeln JU

P
IT

E
R

, M
A

R
S

, P
LU

T
O

, M
E

R
K

U
R

 und U
R

A
N

U
S

 besit-
zen die W

urzelbalancen 2/3, 3/10, 3/7, 1/3 und 1/2. D
am

it ist der B
aum

 in B
B

(α
) für

.

h
lo

g
2

n()
c

c
0,25

∼
(

)
,

+
=

α
ρ

B
'
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1
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–
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≤

α
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n
h

2
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1
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=
h
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α
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B
ild 5.13:

G
ew

ichtsbalancierter binärer S
uchbaum

 in B
B

(α
) für 

D
urch eine W

ahl von 
 /2 ist gew

ährleistet, daß
 der B

aum
 bei E

infüge- und
Löschoperationen stets w

ieder so rebalanciert w
erden kann, daß

 er von beschränkter
B

alance α
 ist. Z

ur R
ebalancierung w

erden dieselben T
ypen von R

otationen eingesetzt,
w

ie w
ir sie beim

 A
V

L-B
aum

 kennengelernt haben.

D
ie durchschnittliche Länge eines S

uchpfades in einem
 B

B
-B

aum
 kann m

it O
(log

2 (n))
abgeschätzt w

erden. D
a in dieser S

truktur ebenso w
ie beim

 höhenbalancierten B
aum

T
ransform

ationen bei der R
ebalancierung nur längs des P

fades von der P
osition der

A
ktualisierung zur W

urzel vorkom
m

en können, ist der A
ufw

and an K
notenverschiebun-

gen w
iederum

 durch O
(log

2 (n)) beschränkt.

5.4
P

o
sitio

n
ssu

ch
e m

it b
alan

cierten
 b

in
ären

 S
u

ch
b

äu
m

en

W
ie w

ir gesehen haben, gestatten balancierte binäre S
uchbäum

e die sequentielle S
u-

che in linearer Z
eit und die D

urchführung der restlichen G
rundoperationen in logarith-

m
ischer Z

eit. D
am

it sind sie linearen Listen in sequentieller oder verketteter R
epräsen-

tation bei der sequentiellen S
uche gleichw

ertig und bei der direkten S
uche, beim

 sor-
tierten E

infügen oder beim
 Löschen eines E

lem
entes deutlich überlegen. Lediglich

beim
 Z

ugriff auf das k-te E
lem

ent einer S
truktur ist die sequentielle lineare Liste nicht

zu übertreffen, da die S
uchposition direkt berechnet w

erden kann. W
ill m

an diese O
pe-

ration auf einem
 balancierten S

uchbaum
 ausführen, so m

uß
 die P

ositionssuche se-
quentiell erfolgen, w

as einen A
ufw

and von O
(k) erfordert.

E
ine V

erbesserung der P
ositionssuche läß

t sich bei balancierten binären S
uchbäum

en
erzielen, w

enn m
an in jedem

 K
noten seinen R

ang als H
ilfsgröß

e m
itführt.

D
efin

itio
n

: D
er R

ang eines K
notens ist die um

 1 erhöhte A
nzahl der K

noten seines lin-
ken U

nterbaum
s.

M
A

R
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JU
P
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R
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E
R
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R
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A
ls K

notendefinition eines so m
odifizierten A

V
L-B

aum
es erhalten w

ir:

T
Y

P
E

K
ptr =

 P
O

IN
T

E
R

 T
O

 K
noten;

K
noten =

R
E

C
O

R
D

K
ey : S

chluesseltyp;
R

ang : C
A

R
D

IN
A

L;
B

F
 : [-1..+

1];
Lsohn : K

ptr;
R

sohn : K
ptr

E
N

D
;

A
ls B

eispiel ist ein A
V

L-B
aum

 m
it R

ang in B
ild 5.14 veranschaulicht. D

iese R
epräsen-

tation kann als D
arstellung einer linearen Liste durch einen balancierten binären S

uch-
baum

 aufgefaß
t w

erden. 

B
ild 5.14:

D
arstellung eines A

V
L-B

aum
es m

it R
ang

D
ie sequentielle A

nordnung der K
noten w

ird durch die R
eihenfolge reflektiert, die sich

bei einem
 D

urchlauf in Z
w

ischenordnung ergibt. D
ie P

ositionssuche nach dem
 k-ten

E
lem

ent braucht nicht nach dieser R
eihenfolge vorgehen, sondern kann m

it H
ilfe der

R
angzahlen einen direkten S

uchpfad durch den B
aum

 bestim
m

en. W
enn der R

ang ei-
nes K

notens größ
er als die P

osition ist, w
ird in seinem

 linken U
nterbaum

 w
eiterge-

sucht. Ist die P
osition größ

er als der R
ang, w

ird von der P
ositionszahl der R

ang abge-
zogen; die S

uche w
ird im

 rechten U
nterbaum

 fortgesetzt. D
ie S

uche endet, sobald der
m

om
entane W

ert der P
osition m

it der R
angzahl eines K

notens übereinstim
m

t.

D
ie F

unktion H
ole realisiert die P

ositionssuche auf einem
 balancierten B

aum
. S

ie lie-
fert den W

ert N
IL bei einem

 leeren B
aum

 und für k <
 0 oder k >

 n; in allen anderen F
äl-

len w
ird ein Z

eiger auf den K
noten m

it dem
 k-ten E

lem
ent zurückgegeben.

+
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P
R

O
C

E
D

U
R

E
 H

ole (W
urzel : K

ptr; K
 : C

A
R

D
IN

A
L) : K

ptr;

V
A

R
C

urrent : K
ptr;

P
osition : C

A
R

D
IN

A
L;

B
E

G
INC

urrent :=
 W

urzel;
P

osition :=
 K

;
IF

W
urzel <

>
 N

IL T
H

E
N

W
H

IL
E

 (P
osition <

>
 C

urrent^.R
ang)

A
N

D
 (C

urrent <
>

 N
IL) D

O
{B

aum
 ist nicht leer}

IF
P

osition <
 C

urrent^.R
ang T

H
E

N
C

urrent :=
 C

urrent^.Lsohn
E

L
S

EP
osition :=

 P
osition - C

urrent^.R
ang;

C
urrent :=

 C
urrent^.R

sohn;
E

N
D

;
E

N
D

;
E

N
D

;
R

E
T

U
R

N
 C

urrent;
E

N
D

 H
ole;

P
rogram

m
 5.4:

P
ositionssuche auf einem

 balancierten B
aum

D
as M

itführen der R
angzahl eines K

notens m
acht den E

infüge- und Löschalgorithm
us

etw
as kom

plexer. S
obald in einem

 linken U
nterbaum

 aktualisiert w
ird, m

üssen die
R

angzahlen aller betroffenen V
äter bis zur W

urzel angepaß
t w

erden. S
onst entspre-

chen diese O
perationen denen bei balancierten B

äum
en.

Z
usam

m
enfassend w

ird in T
abelle 5.1 noch einm

al der “w
orst-case”-A

ufw
and für ver-

schiedene O
perationen auf sortierten sequentiellen Listen, sortierten geketteten Listen

und balancierten S
uchbäum

en m
it R

ang verglichen. E
s handelt sich dabei um

 O
pera-

tionen für einen vorgegebenen S
chlüssel K

i  und um
 positionale O

perationen (k-tes E
le-

m
ent).
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T
abelle 5.6:

V
ergleich von Listenoperationen auf verschiedenen S

trukturen

5.5
O

p
tim

ale b
in

äre S
u

ch
b

äu
m

e

B
ei allen bisher betrachteten S

uchbäum
en w

urde stillschw
eigend angenom

m
en, daß

alle S
chlüssel in einem

 B
aum

 m
it der gleichen H

äufigkeit aufgesucht w
erden. D

iese
A

nnahm
e der G

leichverteilung der Z
ugriffsw

ahrscheinlichkeit ist überall dort ange-
bracht, w

o keine K
enntnisse über die Z

ugriffsverteilung vorliegen oder w
o sich die

S
chlüsselm

enge durch E
infügungen und Löschungen ständig ändert. In bestim

m
ten

A
nw

endungen liegt jedoch eine statische S
chlüsselm

enge vor, für die durch statische
M

essungen oder S
chätzungen Z

ugriffsw
ahrscheinlichkeiten für die einzelnen S

chlüs-
sel erm

ittelt w
erden können. S

olche A
nw

endungen sind beispielsw
eise das Inhaltsver-

zeichnis (D
irectory) für ein statisches W

örterbuch oder eine statische D
atei oder ein

S
uchbaum

 für die S
chlüsselw

örter einer P
rogram

m
iersprache für einen bestim

m
ten

C
om

piler.

In solchen F
ällen gilt es, einen bezüglich der vorgegebenen Z

ugriffsw
ahrscheinlichkei-

ten optim
alen binären S

uchbaum
 zu konstruieren. W

ir nehm
en an, daß

 für die n
S

chlüssel K
i  m

it K
1  <

 K
2  ... <

 K
n  die zugehörigen Z

ugriffsw
ahrscheinlichkeiten p

i  m
it

gegeben sind. E
in optim

aler binärer S
uchbaum

 ist ein S
uchbaum

 für die S
chlüssel-

m
enge K

, bei dem
 die gesam

ten gew
ichteten Z

ugriffskosten

O
peration

sequent. Liste
gekettete Liste

bal. B
aum

 m
it R

ang

S
uche von K

i
O

(log
2 n)

O
(n)

O
(log

2 n)

S
uche nach

k-tem
 E

lem
ent

O
(1)

O
(k)

O
(log

2 n)

E
infügen von K

i
O

(log
2 n)+

O
(n)

O
(n)*

O
(log

2 n)

Löschen von K
i

O
(log

2 n)+
O

(n)
O

(n)**
O

(log
2 n)

Löschen von
k-tem

 E
lem

ent
O

(n-k)
O

(k)
O

(log
2 n)

sequent. S
uche

O
(n)

O
(n)

O
(n)

*
O

(1), w
enn E

infügeposition bekannt

**
O

(1), w
enn P

osition von K
i  bekannt und doppelt verkettete Liste

p
i

n∑
1

=
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m
inim

al w
erden. D

abei w
erden zunächst nur erfolgreiche Z

ugriffe betrachtet.

A
ls B

eispiel, das den U
nterschied zu balancierten S

uchbäum
en aufzeigen soll, be-

trachten w
ir die S

chlüsselm
enge 

 und 
 m

it den Z
ugriffsw

ahr-
scheinlichkeiten 

 und 
. D

ie fünf m
öglichen binären

S
uchbäum

e sind in B
ild 5.15 angegeben.

B
ild 5.15:

A
lle m

öglichen binären S
uchbäum

e m
it 3 S

chlüsseln

F
ür den B

aum
 a erhalten w

ir m
it

die günstigsten gew
ichteten Z

ugriffskosten; als balancierter S
uchbaum

 dagegen w
äre

B
aum

 c vorzuziehen.

In jedem
 S

uchbaum
 fallen auch erfolglose S

uchvorgänge an; in m
anchen A

nw
endun-

gen dom
inieren diese geradezu, w

enn näm
lich als häufigste O

peration die A
bw

esen-
heit eines S

chlüssels in einer M
enge vorgegebener S

chlüssel festzustellen ist. U
m

 bei
der O

ptim
ierung ein realistisches P

roblem
 zu lösen, m

üssen deshalb auch die K
osten

erfolgloser Z
ugriffe in unserem

 K
ostenm

aß
 berücksichtigt w

erden.

E
in erfolgloser Z

ugriff im
 binären S

uchbaum
 w

ird durch den A
lgorithm

us S
U

C
H

E
 (sie-

he 5.1) an einem
 N

IL-Z
eiger erkannt. U

m
 solchen N

IL-Z
eigern w

ie den anderen K
noten

Z
ugriffsw

ahrscheinlichkeiten zuordnen zu können, gehen w
ir w

iederum
 zur D

arstel-
lung des erw

eiterten B
inärbaum

es über (siehe 4.9) bei dem
 an jeden N

IL-Z
eiger ein

spezieller K
noten S

i - als K
ästchen gekennzeichnet - angehängt w

ird. D
ie S

chlüssel,
die sich nicht im

 binären S
uchbaum

 befinden, w
erden in n+

1 K
lassen zerlegt, w

obei
jede K

lasse durch ein 
 repräsentiert w

ird. F
olgende P

artitionierung w
ird er-

reicht. A
lle S

chlüssel 
 w

erden zerlegt, so daß
 sich

-
I <
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-
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C
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befinden. D
en einzelnen K

lassen und den S
i  w

erden Z
ugriffsw

ahrscheinlichkeiten q
i

zugeordnet. q
i  beschreibt die W

ahrscheinlichkeit, daß
 nach einem

 S
chlüssel aus der

K
lasse von S

i  gesucht w
ird oder daß

 im
 erw

eiterten B
inärbaum

 die S
uche in einem

K
noten S

i  endet. D
as K

ostenm
aß

 ist deshalb entsprechend zu erw
eitern:

(5.11)

m
it

.

B
ei einem

 optim
alen binären S

uchbaum
 w

ird der A
usdruck (5.11) für die vorgegebene

S
chlüsselm

enge K
 und die zugehörigen Z

ugriffsw
ahrscheinlichkeiten m

inim
al. E

in B
ei-

spiel m
ag die bisher eingeführten G

röß
en verdeutlichen. E

s sei w
iederum

 n=
3 m

it

, 
, 

, 
, 

, 
, 

, 
,

, 
. A

lle m
öglichen erw

eiterten binären S
uchbäum

e sind in B
ild 5.16

aufgeführt. Ihren A
nzahl ist w

ie bei den natürlichen S
uchbäum

en durch

bestim
m

t. D
ie A

nordnung der K
noten S

i  w
ird durch die K

i  festgelegt. In alle B
äum

en

erzeugt ein D
urchlauf in Z

w
ischenordnung die F

olge 
.

B
ild 5.16:

A
lle m

öglichen erw
eiterten binären S

uchbäum
e m

it 3 S
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A
ls gew

ichtete Z
ugriffskosten ergeben sich:

C
w  (a)

=
 2.45

C
w  (b)

=
 2.1

C
w  (c)

=
 1.8

C
w  (d)

=
 1.85

C
w  (e)

=
 1.7

A
uch in diesem

 B
eispiel ist der optim

ale S
uchbaum

 nicht balanciert.

W
ie erzeugt m

an nun einen optim
alen S

uchbaum
? D

ie sukzessive K
onstruktion aller

m
öglichen S

uchbäum
e und die B

estim
m

ung ihrer gew
ichten Z

ugriffskosten scheidet
w

egen der äuß
erst schnell w

achsenden A
nzahl N

(n) der verschiedenen S
uchbäum

e
für n S

chlüssel aus. S
elbst w

enn für jeden einzelnen B
aum

 nur ein A
ufw

and von O
(n)

erforderlich ist, resultieren daraus K
osten von O

(nN
(n)). A

uf den ersten B
lick erscheint

der H
U

F
F

M
A

N
-A

lgorithm
us (siehe 4.7) als ein geeigneter K

andidat für unsere O
ptim

ie-
rungsaufgabe; er erlaubt die K

onstruktion eines erw
eiterten B

inärbaum
s m

it m
inm

aler
gew

ichteter externer P
fadlänge m

it dem
 A

ufw
and von O

(nlog
2 n). D

er H
U

F
F

M
A

N
-A

lgo-
rithm

us praktiziert einen “bottom
-up”-A

nsatz, w
obei in jedem

 S
chritt die beiden T

eil-
bäum

e m
it den geringsten G

ew
ichten zu einem

 neuen B
aum

 verknüpft w
erden. D

abei
können die G

ew
ichte (und K

noten) in beliebiger W
eise perm

utiert w
erden, w

as bei bi-
nären S

uchbäum
en nicht zulässig ist. B

ei unserer jetzigen A
ufgabe m

uß
 vielm

ehr die
R

eihenfolge zw
ischen den K

noten eingehalten w
erden, dam

it sich eine S
ortierung der

S
chlüssel in Z

w
ischenordnung ableiten läß

t.

B
ei unserer S

uche nach einem
 geeigneten A

lgorithm
us hilft uns eine w

esentliche E
i-

genschaft von optim
alen B

äum
en: jeder ihrer U

nterbäum
e ist auch optim

al. D
as legt es

nahe, den optim
alen B

aum
 von den B

lättern zur W
urzel hin zu konstruieren, w

obei
schrittw

eise durch system
atische S

uche größ
ere B

äum
e erzeugt w

erden. dabei sind
jedoch jedes M

al sehr viele M
öglichkeiten auszuprobieren; für jede der M

öglichkeiten
sind w

iederum
 optim

ale linke und rechte U
nterbäum

e aufzubauen.

F
ür die M

enge der S
chlüssel gilt: 

.

D
a durch den A

lgorithm
us schrittw

eise über S
chlüsselintervalle optim

ale B
äum

e auf-
gebaut w

erden, führen w
ir folgende N

otation ein:

B
ij

=
 optim

aler binärer S
uchbaum

 für K
i+

1 ,...,K
j , i<

j

c
ij

=
 gew

ichtete Z
ugriffskosten für B

ij

rij
=

 Index der W
urzel von B

ij

w
ij

=
 

 =
 G

ew
icht von B

ij  

K
1

K
2

…
K

n
<

<
<

q
i

q
k

p
k

+
(

)

k
i

1
+

=

j∑
+
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B
ii  bezeichnet einen leeren B

aum
 für 

. A
us der D

efinition folgt c
ii  =

 0, rii  =
 0, w

ii

=
 q

i , 

D
ie gew

ichteten Z
ugriffskosten für einen optim

alen B
aum

 B
ij  lassen sich in rekursiver

F
orm

 angeben. B
ij  habe die W

urzel m
it Index rij  =

 k, 
 und zw

ei U
nterbäum

e B
l

und B
r :

B
ij :

D
a in einem

 optim
alen B

aum
 beide U

nterbäum
e optim

al sind, m
üssen B

l  als B
i,k-1  und

B
r  als B

k,j  optim
al sein. D

ie gew
ichteten Z

ugriffskosten von B
l  und B

r  sind also c
i,k-1  und

c
k,j . In B

ij  w
ird die W

urzel K
k  m

it dem
 G

ew
icht p

k  aufgesucht und m
it den G

ew
ichten

w
i,k-1  und w

k,j  bei den Z
ugriffen auf die U

nterbäum
e durchlaufen. D

eshalb erhalten w
ir

für B
ij  die folgenden gew

ichteten Z
ugriffskosten:

c
ij =

 

=
 

.
(5.12)

D
a B

ij  optim
al ist, m

uß
 rij  =

 k so bestim
m

t w
orden sein, daß

oder

(5.13)

W
eiterhin ergibt sich aus der D

efinition von w
ij

(5.14)

M
it H

ilfe der rekursiven G
leichungen (5.12) bis (5.14) lassen sich nun beginnend m

it
B

ii  =
 0 und c

ii  =
 0 schrittw

eise B
0n  und c

0n  ableiten. A
us diesen Inform

ationen kann
dann der optim

ale B
aum

 konstruiert w
erden. Z

um
 besseren V

erständnis w
ird dieser

P
rozeß

 an einem
 B

eispiel, das trotz seiner E
infachheit recht unübersichtlich w

ird, ge-
zeigt.

G
egeben sei n =

 4 m
it 

.

A
ls p

i  und q
i  w

erden zur V
ereinfachung der B

erechnung natürliche Z
ahlen angenom

-
m

en.

0
i

n
≤

≤
0

i
n

≤
≤

i
k

j
≤

<

K
k

B
l

B
r

c
i

k
1

–
,

c
k

j,
p

k
w

i
k

1
–

,
w

k
j,

+
+

+
+

c
i

k
1

–
,

c
k

j,
w

i
j,

+
+

c
i

k
1

–
,

c
k

j,
w

i
j,

+
+

M
IN

c
i

l
1

–
,

c
l

j,
w

i
j,

+
+

{
}

=i
l

j
≤

<

c
i

k
1

–
,

c
k

j,
+

M
IN

c
i

l
1

–
,

c
l

j,
+

{
}

=i
l

j
≤

<

w
ij

w
i

j
1

–
,

p
j

q
j

+
+

=

K
1

K
2

K
3

K
4

,
,

,
(

)
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A
ls S

tartw
erte sind dam

it festgelegt:

, 
, 

, 

Im
 ersten S

chritt w
erden für alle B

äum
e m

it einem
 K

noten K
i  die Z

ugriffskosten c
i,i+

1

und die W
urzel ri,i+

1  berechnet:

Im
 nächsten S

chritt w
erden alle optim

alen B
äum

e m
it zw

ei benachbarten K
noten K

i

und K
i+

1  für 
 erm

ittelt. D
azu benutzen w

ir die bekannten W
erte für w

i,i+
1  und

c
i,i+

1 , 
, um

 sie m
it H

ilfe der G
leichungen zu berechnen. F

ür B
02  erhalten w

ir:

In entsprechender W
eise w

erden die K
enngröß

en für B
13  und B

24  erm
ittelt, bevor im

nächsten D
urchgang alle optim

alen B
äum

e B
i,i+

3 , 
 erhalten w

erden. D
er P

ro-
zeß

 endet, sobald die K
enngröß

en für B
0n  berechnet sind. F

ür unser B
eispiel sind alle

G
röß

en nochm
als in der nachfolgenden T

abelle zusam
m

engefaß
t.

i
0

1
2

3
4

p
i

1
2

4
4

q
i

2
1

1
3

3

w
ii

q
i

=
c

ii
0

=
rii

0
=

0
i

4
≤

≤

w
01

p
1

w
00

w
11

+
+

p
1

q
1

w
00

+
+

4
=

=
=

c
01

w
01

M
IN

c
00

c
11

+
{

}
+

4
=

=

r01
1

=

w
12

p
2

w
11

w
22

+
+

4
=

=

c
12

w
12

M
IN

c
11

c
22

+
{

}
+

4
=

=

r12
2

=

w
23

p
3

w
22

w
33

+
+

8
=

=

c
23

w
23

M
IN

c
22

c
33

+
{

}
+

8
=

=

r23
3

=

w
34

p
4

w
33

w
44

+
+

10
=

=

c
34

w
34

M
IN

c
33

c
44

+
{

}
+

10
=

=

r34
4

=

1
i

3
≤

≤
0

i
4

<
≤

w
02

p
2

w
01

w
22

+
+

p
2

q
2

w
01

+
+

7
=

=
=

c
02

w
02

M
IN

c
00

c
12

c
01

c
22

+
,

+
{

}
+

=

r02
1

=

0
i

2
<

≤
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D
er optim

ale B
aum

 B
04  für unser B

eispiel hat die gew
ichteten Z

ugriffskosten 42 und
die W

urzel K
3 . D

as bedeutet, daß
 seine beiden optim

alen U
nterbäum

e B
02  und B

34

sind. A
us der T

abelle können w
ir ihre W

urzeln K
1  und K

4  entnehm
en. D

ie U
nterbäum

e
von B

02  sind som
it B

00  und B
12  und K

2  als W
urzel. A

uf diese W
eise läß

t sich m
it H

ilfe
der T

abelle der optim
ale B

aum
 B

04  rekonstruieren:

F
ür die B

estim
m

ung der K
ennw

erte des optim
alen binären S

uchbaum
s erhalten w

ir
den nachfolgend dargestellten A

lgorithm
us O

P
T

 in einer G
robform

ulierung. D
ie innere

S
chleife berechnet jew

eils ein c
ij . W

enn j-i =
 m

 ist, w
ird sie n-m

+
1 M

al ausgeführt. D
a-

bei m
uß

 als K
ernstück das M

inim
um

 von m
 A

usdrücken bestim
m

t w
erden, w

as einen
A

ufw
and von O

(m
) erfordert. D

ie G
esam

tkosten lassen sich abschätzen zu 

w
01

=
 4

w
12

=
 4

w
23

=
 8

w
34

=
 10

c
01

=
 4

c
12

=
 4

c
23

=
 8

c
34

=
 10

r01
=

 1
r12

=
 2

r23
=

 3
r34

=
 4

w
02

=
 7

w
13

=
 11

w
24

=
 15

c
02

=
 11

c
13

=
 15

c
24

=
 23

r02
=

 1
r13

=
 2

r24
=

 4

w
03

=
 14

w
14

=
 18

c
03

=
 25

c
14

=
 32

r03
=

 3
r14

=
 3

w
04

=
 21

c
04

=
 42

r04
=

 3

K
3

S
3

S
2

S
1

S
0

K
1

K
4

K
2

S
4

n
m

–
1

+
(

)
m⋅

m
1

= n∑
n

m
m

2
–

m
+

(
)

m
1

= n∑
O

n
3

(
)

=
=
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W
ie an unserer A

usw
ertungstabelle zu erkennen ist, benötigt der A

lgorithm
us einen

P
latzbedarf proportional zu O

(n
2).

A
lgorithm

us O
P

T

F
O

R
m

 :=
 1 T

O
 n D

O
F

O
R

i :=
 0 T

O
 n-m

 D
O

j :=
 i+

m
;

“B
erechne w

ij ”;

“B
estim

m
e k als den W

ert von l, i <
 l ≤ j, 

das den A
usdruck {c

i,l-1  +
 c

l,j } m
inim

iert;

“B
erechne c

ij ”;

rij  :=
 k;

E
N

D
;

E
N

D
;

D
iese Leistungsw

erte beschränken den E
insatz des A

lgorithm
us auf sehr kleine n.

K
nuth [K

n71] verbesserte diesen A
lgorithm

us auf O
(n

2) durch die B
eobachtung, daß

die W
urzel eines optim

alen B
aum

es über 
 niem

als auß
erhalb des Intervalls

liegt, das durch die W
urzeln der optim

alen B
äum

e über 
 und K

2 ,...,K
n  ge-

bildet w
ird.

D
adurch 

kann 
die 

M
inim

um
suche 

in 
der 

inneren 
S

chleife 
auf 

das 
Intervall

 beschränkt w
erden.

D
ie F

orm
ulierung des A

lgorithm
us O

P
T

 unter B
erücksichtigung dieser V

erbesserung
als M

O
D

U
LA

-2-P
rogram

m
 sei dem

 Leser em
pfohlen.

F
ür den S

pezialfall, daß
 alle internen K

notengew
ichte N

ull sind (p
i  =

 0), haben H
u und

T
ucker [H

u71] einen A
lgorithm

us zur K
onstruktion eines optim

alen binären S
uch-

baum
s in O

(n .log
2 n) m

it einem
 P

latzbedarf O
(n) vorgeschlagen. D

ie A
nnahm

e aber,
daß

 nur erfolglose Z
ugriffe vorkom

m
en, dürfte die B

rauchbarkeit dieses A
lgorithm

us in
den m

eisten A
nw

endungen in F
rage stellen.

K
1

…
K

n
,

,
K

1
…

K
n

1
–

,
,

ri
j

1
–

,
l

ri
1

j,
+

≤
≤

Intervall für die W
urzel

des 
optim

alen 
B

aum
s

über K
1

…
K

n
,

,

K
1

K
2

K
3

K
n

1
–

K
n
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6.
N

ich
tlin

eare S
o

rtierverfah
ren

D
ie bisher kennengelernten S

ortierverfahren hatten m
eist eine Z

eitkom
plexität von

O
(n

2) w
ie etw

a der B
ubble-S

ort. D
eutlich besser schnitt der S

hell-S
ort m

it O
(n

1.2) ab.
F

ür groß
e n steigt der A

ufw
and aber auch bei diesem

 V
erfahren noch so stark an, daß

es für praktische A
nw

endungen w
enig tauglich erscheint. D

a das S
ortieren von D

aten
in der P

raxis eine w
ichtige und häufig anfallende A

ufgabe ist, m
üssen brauchbare S

or-
tieralgorithm

en eine w
esentlich bessere Z

eitkom
plexität besitzen.

6.1
S

o
rtieren

 m
it b

in
ären

 S
u

ch
b

äu
m

en

D
urch E

insatz von B
inärbäum

en beim
 S

ortieren läß
t sich dieses Z

iel erreichen. E
inen

ersten einfachen S
ortieralgorithm

us liefert folgende B
eobachtung. B

ei binären S
uch-

bäum
en erhält m

an durch einen D
urchlauf in Z

w
ischenordnung die sortierte F

olge aller
E

lem
ente als A

usgabe. F
olglich läß

t sich ein S
ortieralgorithm

us form
ulieren, der

-
zunächst schrittw

eise aus der E
ingabefolge einen binären S

uchbaum
 durch suk-

zessives E
infügen aller E

lem
ente aufbaut und

-
anschließ

end durch einen D
urchlauf in Z

w
ischenordnung alle E

lem
ente sortiert

ausgibt.

D
ie E

ffizienz dieses A
lgorithm

us hängt von der F
olge der E

ingabedaten ab. S
ind diese

bereits sortiert, so w
ird eine lineare Liste als entarteter binärer S

uchbaum
 erzeugt. D

er
V

ergleichsaufw
and zum

 E
rstellen dieses B

aum
es beträgt bekanntlich O

(n
2), so daß

keine V
erbesserung erzielt w

ird. D
urch E

inhaltung eines B
alancierungskriterium

s -
etw

a des A
V

L-K
riterium

s - bei der K
onstruktion des B

aum
es kann eine deutliche V

er-
besserung garantiert w

erden. E
s w

urde im
 vorigen K

apitel gezeigt, daß
 der A

ufw
and

zum
 E

infügen eines E
lem

entes in einen A
V

L-B
aum

 durch O
(log

2 n) beschränkt ist. D
ie

K
osten zum

 A
ufbau des B

aum
es lassen sich also m

it O
(nlog

2 n) abschätzen. F
ür den

B
aum

durchlauf kann ein V
erfahren angew

endet w
erden, das m

it einem
 K

ostenanteil
von O

(n) arbeitet. F
olglich hat dieses einfache V

erfahren des B
aum

sortierens eine
K

om
plexität von O

(nlog
2 n).

6.2
A

u
sw

ah
l-S

o
rtieru

n
g

E
in w

eiteres w
ichtiges S

ortierverfahren m
it B

äum
en ist die A

usw
ahl- oder T

urnier-S
or-

tierung (tree-selection sort, tournam
ent sort). E

s geht auf E
.H

. F
riend zurück. Ihm

 liegt
das sogenannte K

O
-P

rinzip zugrunde, nach dem
 häufig A

usscheidungsw
ettbew

erbe
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in vielen S
portarten (F

uß
ball, T

ennis, etc.) organisiert sind. D
ie paarw

eisen W
ettkäm

p-
fe zw

ischen S
pielern/M

annschaften w
erden solange w

eitergeführt, bis der S
ieger des

T
urniers erm

ittelt ist. D
ie dabei entstehende A

usw
ahlstruktur ist ein binärer B

aum
.

N
ach diesem

 P
rinzip läß

t sich also das kleinste/größ
te E

lem
ent der S

ortierung bestim
-

m
en. D

as zw
eite E

lem
ent der S

ortierung - der zw
eite S

ieger - ist allerdings nicht auto-
m

atisch der V
erlierer im

 F
inale. E

s m
üssen vielm

ehr die W
ettkäm

pfe auf dem
 P

fad des
S

iegers (ohne seine B
eteiligung) neu ausgetragen w

erden usw
. D

ieser sich w
iederho-

lende V
organg läß

t sich als A
lgorithm

us form
ulieren. D

er E
infachheit halber sei n=

2
k.

F
ür andere W

erte von n ist eine kleine M
odifikation der A

usscheidung (F
reilose) erfor-

derlich. M
it 2

k E
lem

enten als E
ingabe liefert der A

lgorithm
us eine aufsteigend sortierte

F
olge von 2

k E
lem

enten als A
usgabe.

A
lgorithm

us T
O

U
R

N
A

M
E

N
T

 S
O

R
T

:

0.
“S

piele ein K
O

-T
urnier und erstelle dabei einen binären B

aum
”

1.
F

O
R

 I :=
 1 T

O
 n D

O

“G
ib E

lem
ent an der W

urzel aus”
“S

teige P
fad des E

lem
entes an der W

urzel hinab und lösche es”
“S

teige P
fad zurück an die W

urzel und spiele ihn dabei neu aus”
E

N
D

M
it n=

8 und den E
lem

enten 98 13 4 17 57 39 12 77 w
ird im

 S
chritt 0 der in B

ild 6.1a
gezeigte B

aum
 erzeugt. In B

ild 6.1b-d ist der A
usw

ahlbaum
 jew

eils nach E
nde der er-

sten drei S
chleifendurchläufe (S

chritt 1) gezeigt. D
abei w

urde der jew
eilige S

ieger aus
dem

 B
aum

 entfernt und als Loch m
arkiert. D

iese entstehenden Löcher nahm
en nicht

m
ehr am

 T
urnier teil. N

ach n S
chleifendurchläufen erhält m

an die sortierte A
usgabe-

folge 4 12 13 17 39 57 77 98.

D
ie Ü

bertragung des obigen A
lgorithm

us in ein M
O

D
U

LA
-P

rogram
m

 w
ird dem

 Leser
als Ü

bung em
pfohlen. 

E
s sollen nun zur B

eurteilung des A
lgorithm

us P
latz- und Z

eitbedarf abgeschätzt w
er-

den. Z
ur D

arstellung der E
lem

ente auf den verschiedenen B
aum

ebenen m
üssen

K
noten gespeichert w

erden.

2
k

2
k

1
–

2
k

2
–

…
1

+
+

+
+

2
i

i
0

= k∑
2

k
1

+
1

–
2n

1
–

=
=

=
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a)
S

chritt 0 

b)
S

chritt 1: I=
1 

A
usgabe : 4 

c)
S

chritt 1: I=
2

A
usgabe : 4,12 

d)
S

chritt 1: I=
3

A
usgabe : 4,12,13

B
ild 6.1:

D
urchführung der A

usw
ahl beim

 T
O

U
R

N
A

M
E

N
T

 S
O

R
T

98
13

4
17

57
39

12
77

4

4
12

39
12

4
13

98
13

17
57

39
12

77

12

13
12

39
12

17
13

98
13

17
57

39
77

13

13
39

39
77

17
13

98
17

57
39

77

17

17
39

39
77

17
98
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Z
ur B

estim
m

ung der A
nzahl der V

ergleiche m
üssen die einzelnen S

chritte des A
lgo-

rithm
us getrennt analysiert w

erden. Im
 S

chritt 0 benötigen w
ir

V
ergleiche. B

ei jedem
 S

chleifendurchlauf erstreckt sich das A
bsteigen und A

ufsteigen
über k S

tufen. Jede A
ktion soll dabei als ein V

ergleich gew
ertet w

erden. E
s ergeben

sich also dann pro S
chleifendurchlauf

2k =
 2log

2 n 

V
ergleiche. Insgesam

t erhalten w
ir dem

nach

n - 1 +
 2n log

2 n =
 O

(nlog
2 n)

(6.1)

V
ergleiche, w

as für einen S
ortieralgorithm

us ein gutes V
erhalten ist. S

ein P
latzbedarf,

der die doppelte G
röß

e der E
ingabefolge ausm

acht, ist jedoch nicht optim
al.

A
u

sw
ah

l u
n

d
 E

rsetzen

B
isher w

urde im
m

er angenom
m

en, daß
 für alle E

lem
ente der E

ingabefolge ein P
latz

im
 A

usw
ahlbaum

 vorhanden ist. O
ft ist der zum

 S
ortieren zur V

erfügung stehende
S

peicherbereich beschränkt, so daß
 nicht alle E

lem
ente auf einm

al sortiert w
erden

können. D
er S

ortiervorgang m
uß

 dann m
ehrm

als w
iederholt w

erden. B
ei jedem

 S
or-

tiervorgang w
ird eine sortierte T

eilfolge (sog. R
un oder Lauf) erzeugt, die auf einem

 E
x-

ternspeicher zw
ischenzuspeichern ist. A

ls F
olge dieser V

orgehensw
eise erhält m

an
am

 E
nde der S

ortierung p unabhängige R
uns, die durch ein sogenanntes externes M

i-
schen zu einer sortierten G

esam
tfolge zusam

m
engesetzt w

erden m
üssen. D

ie ver-
schiedenartigen T

echniken des externen M
ischens sollen hier nicht diskutiert w

erden;
es soll lediglich das P

rinzip des M
ischens erklärt w

erden. B
eim

 2-W
ege-M

ischen w
er-

den jew
eils 2 R

uns eingelesen. Im
 H

auptspeicher w
erden sie zu einem

 (doppelt so lan-
gen) R

un zusam
m

engem
ischt und dabei schrittw

eise w
ieder auf den E

xternspeicher
ausgegeben. N

achdem
 nach dem

 ersten M
ischdurchgang p/2 P

aare gem
ischt sind,

hat m
an p/2 R

uns der doppelten Länge. In einem
 w

eiteren M
ischdurchgang w

erden
diese p/2 R

uns paarw
eise gem

ischt, bis schließ
lich p/4 R

un der vierfachen Länge er-
zeugt sind. D

er V
organg endet, sobald nur noch ein R

un übrig ist.

E
s ist offensichtlich, daß

 die A
nzahl der in der S

ortierphase erzeugten R
uns die K

osten
des M

ischens erheblich beeinflussen. E
s kom

m
t also darauf an, bei vorgegebenem

 in-
ternen S

peicherplatz beim
 S

ortieren m
öglichst lange und dam

it m
öglichst w

enige R
uns

zu erzeugen. D
urch eine M

odifikation des T
O

U
R

N
A

M
E

N
T

 S
O

R
T

 läß
t sich im

 M
ittel

eine R
un-Länge S

l  >
 m

 m
it m

 =
 2

k erreichen. S
obald im

 A
usw

ahlbaum
 ein S

pieler aus-
geschieden ist (ein Loch erzeugt w

urde), nim
m

t ein neuer S
pieler seinen P

latz ein, der
sich sofort an den nachfolgenden A

usscheidungen beteiligt. D
as daraus resultierende

2
k

1
–

2
k

2
–

…
1

+
+

+
2

i

i
0

=

k
1

–∑
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k
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–
n

1
–

=
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S
ortierverfahren w

ird deshalb m
it “A

usw
ahl und E

rsetzen” bezeichnet (tree replace-
m

ent-selection sort).

D
ie D

urchführung des V
erfahrens ist für m

 =
 4 m

it H
ilfe unserer erw

eiterten B
eispiels-

folge 98 13 4 17 57 39 12 77 49 87 2 18 (n =
 12) in B

ild 6.2 skizziert. In B
ild 6.2b kann

57 direkt den P
latz von 4 einnehm

en und beim
 T

urnier m
itspielen. E

in P
roblem

 ent-
steht, w

enn der W
ert des neuen E

lem
entes kleiner als der W

ert des E
lem

entes ist, das
es ersetzt (B

ild 6.2d). W
enn in diesem

 F
all das E

lem
ent m

itspielen w
ürde, w

ürde die
S

ortierreihenfolge der A
usgabe unterbrochen. E

in solches E
lem

ent w
ird deshalb vom

S
pielbetrieb ausgeschlossen und m

it einem
 S

ternchen m
arkiert. E

s erhält jedoch einen
P

latz im
 A

usw
ahlbaum

. W
enn alle E

lem
ente im

 B
aum

 m
it einem

 S
ternchen versehen

sind, w
ird der m

om
entane S

ortiervorgang und der A
usgabe-R

un abgeschlossen. D
ie

M
arkierungen w

erden entfernt und es w
ird ein neuer S

ortiervorgang gestartet. U
nsere

B
eispielanw

endung liefert dem
nach die R

uns R
1  =

 (4, 13, 17, 39, 57, 77, 87, 98) und
R

2  =
 (2, 12, 18, 49).

D
urch em

pirische U
ntersuchungen w

urde gezeigt [K
n73], daß

 im
 M

ittel eine R
un-Län-

ge von R
l  ~

 2m
 zu erw

arten ist. F
alls die E

ingabefolge bei aufsteigender S
ortierung

schon aufsteigend sortiert ist, liefert das V
erfahren einen sortierten G

esam
t-R

un der
Länge n. Liegt der E

ingabe-R
un absteigend sortiert vor, so erhält m

an als ungünstig-
sten F

all jew
eils eine R

un-Länge von m
.

A
nalog zu (6.1) erhalten w

ir als S
ortierkosten

C
S  =

 m
 - 1 +

 2 n log
2 m

.

Z
ur E

rm
ittlung der M

ischkosten w
ird angenom

m
en, daß

 p =
 n/(2 m

) R
uns erzeugt w

er-
den. B

ei einem
 2-W

ege-M
ischen sind log

2 (p) M
ischdurchgänge erforderlich, w

obei in
jedem

 D
urchgang n V

ergleiche anfallen. D
a E

in/A
usgabe-K

osten vernachlässigt w
er-

den sollen, erhalten w
ir als M

ischkosten

C
M

 =
 n log

2 (n/(2 m
)).

D
ie G

esam
tkosten (gesam

te A
nzahl der V

ergleiche) ergeben sich aus

C
G

 =
 C

S  +
 C

M
 =

 m
 - 1 +

 2 n log
2 m

 +
 n log

2 (n/(2 m
)).

F
ür 

, w
as in vielen praktischen A

nw
endungen gegeben ist, lassen sich die K

o-
sten durch O

(nlog
2 n) abschätzen. 

n
m

»
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E
ingabefolge: 98 13 4 17 57 39 12 77 49 87 2 18 

B
ild 6.2:

D
urchführung des S

ortierverfahren “A
usw

ahl und E
rsetzen”

98
13

4
17

4

4
13

a)

98
13

57
17

13

17
13

b)4

98
39

57
17

17

17
39

c)4 13

98
39

57
12*

39

57
39

d)4 13 17

98
77

57
12*

57

57
77

e)4 13 17 39

98
77

49*
12*

77

*
77

f)4 13 17 39 57

98
87

49*
12*

87

*
87

g)4 13 17 39 57 77

98
2*

49*
12*

98

*
98

h)4 13 17 39 57 77 87
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6.3
H

E
A

P
S

O
R

T

D
er P

latzbedarf der A
usw

ahl-S
ortierung w

ar ihr hauptsächlicher K
ritikpunkt. E

in E
nt-

w
urfsziel für einen guten S

ortieralgorithm
us sollte es sein, ohne zusätzlichen S

peicher-
platzbedarf auszukom

m
en und auch im

 ungünstigsten F
all einen Z

eitbedarf von
O

(n
log

2 n) zu gew
ährleisten. D

er H
E

A
P

S
O

R
T

, der 1964 von J.W
.J. W

illiam
 entw

ickelt
w

urde, erfüllt beide E
igenschaften. E

r beruht auf einer speziellen binären B
aum

struktur
- dem

 H
eap - und läuft in zw

ei P
hasen ab:

-
E

rstellung des H
eap

-
V

erarbeitung des H
eap 

In der ersten P
hase w

ird die F
olge der unsortierten S

chlüssel in einem
 B

inärbaum
 der-

art abgelegt, daß
 er die H

eap-E
igenschaft erfüllt.

D
efin

itio
n

: E
in B

inärbaum
 m

it n K
noten ist ein H

eap der G
röß

e n, w
enn er folgende

E
igenschaften besitzt:

i.
E

r ist fast vollständig.

ii.
D

ie S
chlüssel in den K

noten sind so angeordnet, daß
 für jeden K

noten i K
i  ≤ K

j  gilt,

w
obei der K

noten j der V
ater von K

noten i ist.

F
alls eine K

notennum
erierung w

ie bei der sequentiellen R
epräsentation eines B

inär-
baum

es (A
bschnitt 4.5) vorgenom

m
en w

urde, läß
t sich die H

eap-E
igenschaft w

ie folgt
ausdrücken:

 für 

In B
ild 6.3a sind einige B

inärbäum
e m

it H
eap-E

igenschaft dargestellt. D
ie S

trukturen
in B

ild 6.3b dagegen sind keine H
eaps. D

ie ersten beiden sind keine fast vollständige
B

inärbäum
e; bei der zw

eiten und dritten S
truktur ist die S

chlüsselbedingung verletzt.
M

an beachte, daß
 alle S

trukturen B
inärbäum

e, jedoch nicht unbedingt binäre S
uch-

bäum
e sind.

D
ie G

robstruktur des S
ortieralgorithm

us, der n E
lem

ente aufsteigend sortiert, kann w
ie

folgt skizziert w
erden. E

s w
ird dabei das N

um
erierungsschem

a der sequentiellen R
e-

präsentation unterstellt. 

A
lgorithm

us H
E

A
P

S
O

R
T

:

0.
“E

rstelle einen B
inärbaum

 der H
öhe 

 m
it H

eap-E
igenschaft

1.
F

O
R

 I :=
 N

-1 T
O

 1 B
Y

 -1 D
O

“V
ertausche K

noten K
1  und K

I+
1 “

“R
ekonstruiere für die E

lem
ente K

1 , ..., K
I  einen B

aum
 m

it H
eap-E

igenschaft”

E
N

D

K
i

2⁄
K

i
≥

1
i

2⁄
i

n
≤

<
≤

h
lo

g
2 n

1
+

=
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a)
H

eap-S
trukturen

b)
keine H

eap-S
trukturen

B
ild 6.3:

B
eispiele zur H

eap-D
efinition

D
er A

blauf dieses A
lgorithm

us soll an einem
 B

eispiel für n=
10 untersucht w

erden. D
as

E
rstellen des anfänglichen H

eaps ist in B
ild 6.4 veranschaulicht. Z

u B
eginn ist für die

E
lem

ente K
6  - K

10  die H
eap-E

igenschaft bereits autom
atisch erfüllt. D

er H
eap w

ird nun
von “unten” her so aufgebaut, daß

 zunächst die H
eap-E

igenschaft für jeden U
nter-

baum
 m

it K
i  als W

urzel erfüllt w
ird. D

azu sinkt der S
chlüssel von K

i  so tief in den U
n-

terbaum
 ein, bis ein H

eap entstanden ist. D
as geschieht derart, daß

 der S
chlüssel von

K
i  m

it dem
 größ

ten S
chlüssel seiner N

achfolger-K
noten ausgetauscht w

ird. D
adurch

kann die H
eap-E

igenschaft des entsprechenden U
nterbaum

es verletzt w
erden, so daß

der A
ustauschprozeß

 rekursiv w
iederholt w

ird, bis der B
aum

 m
it K

i  als W
urzel ein H

eap
ist. D

er W
eg des E

insinkens ist in B
ild 6.4 gestrichelt gezeichnet. Im

 B
eispiel w

ird zu-
nächst der H

eap für K
5  hergestellt. K

4  besitzt bereits die geforderte E
igenschaft, so

daß
 dann der R

eihe nach nur bei K
3 , K

2  und K
1  ein A

ustausch stattfindet.

D
urch S

chritt 1 des A
lgorithm

us w
ird der H

eap in einer S
chleife verarbeitet. D

ie H
eap-

E
igenschaft garantiert, daß

 das jew
eils größ

te E
lem

ent des H
eaps an der W

urzel steht.
D

ieses w
ird in seine endgültige P

osition in der S
ortierordnung abgelegt; anschließ

end
w

ird der H
eap m

it den verbleibenden E
lem

enten neu aufgebaut. A
m

 einfachsten läß
t

sich dieser V
organg w

ieder graphisch dem
onstrieren. D

eshalb ist in B
ild 6.5 der S

or-
tiervorgang schrittw

eise veranschaulicht. D
a bei jedem

 S
chritt nur die W

urzel neu be-
setzt w

ird, behalten alle anderen K
noten m

it ihrem
 U

nterbaum
 die H

eap-E
igenschaft.

F
ür die W

urzel w
ird die H

eap-E
igenschaft rekonstruiert, in dem

 ggf. der zugehörige
S

chlüssel w
ie oben beschrieben in den B

aum
 einsinkt. In B

ild 6.5 ist der W
eg des E

in-
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sinkens w
ieder durch S

trichelung hervorgehoben. D
ie bereits sortierten E

lem
ente, die

nicht m
ehr am

 H
eap teilnehm

en, sind durch K
ästchen eingerahm

t.

E
ingabefolge: 2 9 56 77 12 13 96 17 56 44 

B
ild 6.4:

E
rstellen des anfänglichen H

eaps

W
ird für den B

aum
 eine sequentielle R

epräsentation m
it H

ilfe einer sequentiellen Liste
gew

ählt, so steht nach A
bschluß

 des A
lgorithm

us die F
olge der E

lem
ente aufsteigend

sortiert in der sequentiellen Liste. U
m

 eine absteigende S
ortierung zu erreichen, ge-

nügt es, die H
eap-D

efinition um
zudrehen:

 für 

D
as K

ernstück für die E
rstellung eines B

aum
es m

it H
eap-E

igenschaft und für seine
R

ekonstruktion ist der P
rozeß

 des E
insinkens. E

r läß
t sich durch das als M

O
D

U
LA

-

77
13

2

56
9

12
96

17
56

44
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A
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P
rozedur dargestellte P

rogram
m

 6.1 form
ulieren. D

abei sei K
 eine Liste, die global m

it
A

R
R

A
Y

 [1..N
] O

F
 C

A
R

D
IN

A
L deklariert ist und die den B

aum
 enthält. M

it H
ilfe der P

ro-
zedur Lasse_E

insinken läß
t sich der A

lgorithm
us H

E
A

P
S

O
R

T
 in einfacher W

eise im
-

plem
entieren (P

rogram
m

 6.1). D
ie Liste K

 sei w
iederum

 global definiert.

A
bschließ

end sollen die K
osten des A

lgorithm
us H

E
A

P
S

O
R

T
 noch kurz analysiert

w
erden. D

ie K
osten der P

rozedur Lasse_E
insinken w

erden bestim
m

t von der A
nzahl

der D
urchläufe der R

E
P

E
A

T
-S

chleife. W
enn die H

öhe des B
aum

es m
it der W

urzel K
i

h ist, dann w
ird die S

chleife höchstens h-1 m
al ausgeführt, da bei jedem

 A
ustausch die

neue W
urzel eine S

tufe tiefer sinkt. D
ie anfallenden V

ergleichs- und A
ustauschopera-

tionen können als konstante G
röß

e angesetzt w
erden, so daß

 der Z
eitbedarf O

(h) ist. 

W
ir nehm

en an, daß
 

 gilt, so daß
 der B

aum
 die H

öhe h=
k besitzt. D

ie
A

nzahl der K
noten auf S

tufe i 
 ist 2

i. Z
ur E

rstellung des anfänglichen
H

eaps m
üssen nur K

noten m
it nicht-leeren U

nterbäum
en bearbeitet w

erden - also
höchstens alle K

noten von der S
tufe k-2 bis zur S

tufe 0. D
ie K

osten für einen K
noten

auf der S
tufe k-2 betragen höchstens 1 c E

inheiten, die K
osten für die W

urzel K
1  (k-1)

· c E
inheiten. A

lso ergeben sich für die B
earbeitung der ersten F

O
R

-S
chleife in H

E
A

P
-

S
O

R
T
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B
ild 6.5:

A
blauf des A

lgorithm
us H

E
A

P
S

O
R

T
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P
R

O
C

E
D

U
R

E
 Lasse_E

insinken (I, M
 : C

A
R

D
IN

A
L);

V
A

R
K

ey, J : C
A

R
D

IN
A

L;
H

eap : B
O

O
LE

A
N

;

B
E

G
INH

eap :=
 F

A
LS

E
;

J :=
 2*I;

R
E

P
E

A
T

{B
estim

m
e die P

osition J von 
}

IF
J <

 M
 T

H
E

N
IF

K
[J] <

 K
[J+

1] T
H

E
N

J :=
 J +

 1;
E

N
D

;
E

N
D

;
IF

J >
 M

 T
H

E
N

H
eap :=

 T
R

U
E

E
L

S
IF

 K
[I] =

>
 K

[J] T
H

E
N

H
eap :=

 T
R

U
E

E
L

S
E

{V
ertausche K

i  und K
j }

K
ey :=

 K
[I]; K

[I] :=
 K

[J]; K
[J] :=

 K
ey;

I :=
 J; J :=

 2·I;
E

N
D

U
N

T
IL

 H
eap;

E
N

D
 Lasse_E

insinken;

P
R

O
C

E
D

U
R

E
 H

eapsort (N
 : C

A
R

D
IN

A
L);

{S
ortiert eine Liste K

 m
it n E

lem
enten}

V
A

R
I, K

ey : C
A

R
D

IN
A

L;

B
E

G
INF

O
R

 I :=
 N

 D
IV

 2 T
O

 1 B
Y

 -1 D
O

Lasse_E
insinken(I, N

);
E

N
D

;
F

O
R

 I :=
 N

-1 T
O

 1 B
Y

 -1 D
O

{V
ertausche K

1 m
it K

i+
1}

K
ey :=

 K
[1]; K

[1] :=
 K

[I+
1]; K

[I+
1] :=

 K
ey;

Lasse_E
insinken(1,I);

E
N

D
;

E
N

D
 H

eapsort;

P
rogram

m
 6.1:

P
rozeduren zur D

urchführung des H
E

A
P

S
O

R
T

s

M
A

X
K

2i
K

2i
1

+
,

[
]
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M
it 

 lassen sich die K
osten abschätzen zu

In der zw
eiten F

O
R

-S
chleife fallen n-1 A

ufrufe von Lasse_E
insinken an, die jew

eils K
o-

sten von höchstens (k-1) c E
inheiten verursachen:

D
ie G

esam
tkosten von H

E
A

P
S

O
R

T
 sind also beschränkt durch 

O
(n) +

 O
(n log

2 n) =
 O

(n log
2 n).

6.4
Q

U
IC

K
S

O
R

T

E
in w

eiteres w
ichtiges nichtlineares S

ortierverfahren ist der Q
U

IC
K

S
O

R
T

. E
s ist w

ie
der B

U
B

B
LE

S
O

R
T

 ein V
erfahren, das auf dem

 P
rinzip des A

ustausches beruht. Je-
doch geschieht dieses A

ustauschen w
esentlich effizienter. D

urch A
ustausch von E

le-
m

enten w
ird bei jedem

 V
ergleichsdurchgang die zu sortierende Liste in zw

ei T
eillisten

zerlegt, w
obei die S

chlüssel in der einen T
eilliste - zw

ar noch ungeordnet - alle kleiner
als ein bestim

m
ter S

chlüssel - das P
ivot-E

lem
ent - und alle S

chlüssel in der anderen
T

eilliste - auch noch ungeordnet - alle größ
er oder gleich dem

 P
ivot sind. B

eim
 näch-

sten V
ergleichsdurchgang können die entstandenen T

eillisten unabhängig voneinan-
der behandelt und w

iederum
 zerlegt w

erden. D
urch diese rekursive Z

erlegung w
erden

die Listen kleiner und kleiner, bis sie schließ
lich sortiert sind. D

ie S
ortierung der G

e-
sam

tliste ergibt sich durch einfache K
onkatenation der sortierten T

eillisten. D
iese S

or-
tierm

ethode w
ird auch als A

ustausch-Z
erlegungs-S

ortierung (partition-exchange sort)
bezeichnet; sie w

urde 1962 von C
.A

.R
. H

oare entw
ickelt.

B
ei der D

arstellung von Q
U

IC
K

S
O

R
T

 lehnen w
ir uns eng an [A

U
96] an. D

as S
ortier-

verfahren läß
t sich am

 besten m
it H

ilfe eines B
eispiels erklären. S

eine einzelnen
D

urchgänge sind in B
ild 6.6 illustriert. Z

unächst ist aus der Liste das P
ivotelem

ent p zu
bestim

m
en. D

azu kann ein beliebiges V
erfahren angew

endet w
erden. S

ein W
ert sollte

nach M
öglichkeit nahe beim

 M
edian - dem

 m
ittleren S

chlüsselw
ert der sortierten Liste

- liegen. E
ine ideale W

ahl w
urde getroffen, w

enn das P
ivot-E

lem
ent die Liste in zw

ei
gleichlange T

eillisten zerlegt. D
er E

infachheit halber w
ählen w

ir hier als P
ivot den grö-

ß
eren W

ert von den beiden ersten Listenplätzen. D
er A

ustauschvorgang w
ird folgen-

derm
aß

en durchgeführt. V
on links beginnend w

ird ein S
chlüssel, der größ

er oder
gleich dem

 P
ivot ist, gesucht. D

er erste S
chlüssel w

erde auf P
osition i gefunden. E

ben-
so w

ird von rechts beginnend ein S
chlüssel, der kleiner als der P

ivot ist, gesucht. E
r

i
2

i–
⋅

i
1

=

k
1

–∑
2

<

C
I

2c
n⋅

<
O

n()
=

C
II

n
1

–
(

)
k

1
–

(
)c

n
1

–
(

)c
lo

g
2 n

⋅
≤

≤
O

n
lo

g
2 n

(
)

=
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w
erde auf P

osition j lokalisiert. F
alls i <

 j ist, w
erden die entsprechenden S

chlüssel aus-
getauscht. A

nschließ
end w

erden auf dieselbe W
eise die nächsten T

auschpartner ge-
sucht. W

enn die “linke” S
uchposition i größ

er als die “rechte” S
uchposition j ist, stoppt

der A
ustausch und die Liste ist nach dem

 P
ivotelem

ent zerlegt. D
ie T

eillisten können
dann, w

ie in B
ild 6.6 gezeigt, unabhängig voneinander w

eiter zerlegt w
erden. 

Q
U

IC
K

S
O

R
T

 sortiert eine Liste von n S
chlüsseln, ohne zusätzlichen S

peicherplatz zu
benötigen. W

ir nehm
en w

ieder an, daß
 eine global definierte Liste K

 m
it A

R
R

A
Y

[1..N
]

O
F

 C
A

R
D

IN
A

L die zu sortierenden S
chlüssel enthält. D

ie zu sortierenden (T
eil-) Listen

w
erden jew

eils durch die Indizes L (links) und R
 (rechts) eingegrenzt. B

eim
 E

ntw
urf des

A
lgorithm

us ist noch zu beachten, daß
 eine zu sortierende Liste aus gleichen S

chlüs-
seln bereits sortiert ist. A

ls erster A
nsatz kann folgende G

robstruktur für den rekursiven
A

lgorithm
us gew

ählt w
erden.

A
lgorithm

us Q
U

IC
K

S
O

R
T

 (L,R
)

1.
IF

 
“in K

L , ..., K
R

 befinden sich w
enigstens 2 verschiedene S

chlüssel” T
H

E
N

2.
“finde das P

ivot-E
lem

ent P
”

3.
“tausche in K

L , ..., K
R

 so aus, daß
 für ein I m

it L+
1 ≤ I ≤ R

 

alle S
chlüssel in K

L , ..., K
I-1  kleiner als P

 und 

alle S
chlüssel in K

I , ..., K
R  größ

er oder gleich P
 sind”

4.
Q

U
IC

K
S

O
R

T
(L,I-1)

5.
Q

U
IC

K
S

O
R

T
(I,R

)
E

N
D
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E
ingabefolge: 17 39 6 13 94 77 2 49 87 52 

B
ild 6.6:

D
urchführung des Q

U
IC

K
S

O
R

T
-A

lgorithm
us

Z
ur B

estim
m

ung des P
ivot-E

lem
entes nehm

en w
ir eine F

unktion, die den größ
ten von

den ersten beiden verschiedenen S
chlüsseln der Liste ausw

ählt. F
alls alle S

chlüssel
der Liste gleich sind, liefert sie den W

ert 0 zurück. D
am

it können w
ir neben der A

ktion
2 auch den T

est in A
ktion 1 durchführen. Ihre Im

plem
entierung w

urde durch die M
O

-
D

U
LA

-P
rozedur F

inde_P
ivot vorgenom

m
en (P

rogram
m

 6.2).

A
ls nächstes ist die A

ktion 3 zu im
plem

entieren. D
azu w

erden ein C
ursor I von L an

nach rechts und ein C
ursor J von R

 an nach links verschoben. I stoppt, sobald ein E
le-

m
ent größ

er oder gleich dem
 P

ivot gefunden w
urde. E

benso stoppt J, sobald ein E
le-

39
49

87
77

52

17
2

6
13

94
77

39
49

87
52

94
77

39
49

87
52

17
2

6
13

D
urchgang 1

p =
 39

13
2

6
17

D
urchgang 2

p =
 17

13
2

6
fertig

39
49

87
94

p =
 94

fertig

77
52

87
77

6
2

13

D
urchgang 3

p =
 13

6
2

fertig

49
39

p =
 77

5249
39

52
87

77

52
2

6

D
urchgang 4

p =
 6

fertig

39
49

p =
 52

39
49

87
77

p =
 87

fertig
fertig

fertig
fertig

49

D
urchgang 5

p =
 49

fertig

39

fertig
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m
ent kleiner als das P

ivot-E
lem

ent angetroffen w
ird. D

ie A
usw

ahlbedingung für das
P

ivot-E
lem

ent sorgt dafür, daß
 für I ein E

lem
ent ≥ P

 und für J ein E
lem

ent <
 P

 gefunden
w

ird, bevor sie den zulässigen B
ereich verlassen w

ürden. B
eim

 A
ustauschprozeß

 w
ird

ständig garantiert, daß
 alle S

chlüssel links von P
osition I kleiner als P

 und alle S
chlüs-

sel rechts von J größ
er oder gleich P

 sind. D
iese S

ituation kann w
ie folgt skizziert w

er-
den:

S
chlüssel 

<
 P

S
chlüssel

 ≥ P

L
I

J
R

N
achdem

 durch I und J zw
ei A

ustauschkandidaten gefunden w
urden, ist zu prüfen, ob

der A
ustausch durchzuführen ist:

-
w

enn I <
 J gilt, w

erden die beiden E
lem

ente ausgetauscht

-
w

enn I >
 J gilt (d.h. I=

J+
1), ist die Liste partitioniert und der A

ustauschprozeß
stoppt.

D
ie B

edingung I=
J kann nicht auftreten, da ein E

lem
ent nicht kleiner und gleichzeitig

größ
er oder gleich P

 sein kann.

D
ie M

O
D

U
LA

-P
rozedur Z

erlege im
plem

entiert den A
ustauschprozeß

. B
eim

 ersten
D

urchlauf der R
E

P
E

A
T

-S
chleife w

ird einm
al ggf. unnötig ausgetauscht, um

 um
ständ-

liche P
rüfungen einzusparen. D

er A
ustausch ist unerheblich (kann sogar richtig sein),

da keine A
nnahm

en über die anfängliche V
erteilung der S

chlüssel getroffen w
urden.

M
it H

ilfe der beiden F
unktionen läß

t sich nun ohne S
chw

ierigkeiten die M
O

D
U

LA
-P

ro-
zedur Q

uicksort angeben, die einen global definierten V
ektor m

it den n E
ingabe-

elem
enten in der beschriebenen W

eise sortiert (P
rogram

m
 6.2).

P
R

O
C

E
D

U
R

E
 F

inde_P
ivot(L, R

 : C
A

R
D

IN
A

L) : C
A

R
D

IN
A

L;
{liefert 0, w

enn alle S
chlüssel gleich sind, liefert - von links ausgehend - den Index

des größ
eren der ersten beiden verschiedenen S

chlüssel}

V
A

R
I, K

ey : C
A

R
D

IN
A

L;

B
E

G
INK

ey :=
 K

[L];
{erster S

chlüssel}
F

O
R

 I :=
 L+

1 T
O

 R
 D

O
IF

K
[I] >

 K
ey T

H
E

N
R

E
T

U
R

N
 I

E
L

S
IF

 K
[I] <

 K
ey T

H
E

N
 R

E
T

U
R

N
 L

E
N

D
;

E
N

D
;

R
E

T
U

R
N

 0;
{kein unterschiedlicher S

chlüssel gefunden}
E

N
D

 F
inde_P

ivot;
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P
R

O
C

E
D

U
R

E
 Z

erlege(L, R
, P

ivot : C
A

R
D

IN
A

L) : C
A

R
D

IN
A

L;
{zerlegt K

L ,...K
R

 so, daß
 alle S

chlüssel <
 P

ivot links und alle S
chlüssel ≥ P

ivot

rechts sind. E
s w

ird die S
tartposition der rechten G

ruppe zurückgeliefert}

V
A

R
I, J, K

ey : C
A

R
D

IN
A

L;

B
E

G
INI :=

 L;
{setze S

tartposition der C
ursor}

J :=
 R

;
R

E
P

E
A

T
{A

ustausch der E
lem

ente: beim
 ersten D

urchlauf unerheblich}
K

ey :=
 K

[I]; K
[I] :=

 K
[J]; K

[J] :=
 K

ey;
{S

uchen der A
ustauschpartner}

W
H

IL
E

 K
[I] <

 P
ivot D

O
I :=

 I+
1;

E
N

D
;

W
H

IL
E

 K
[I] >

=
 P

ivot D
O

J :=
 J-1;

E
N

D
;

U
N

T
IL

 I >
 J;

R
E

T
U

R
N

 I
E

N
D

 Z
erlege;

P
R

O
C

E
D

U
R

E
 Q

uicksort(L,R
 : C

A
R

D
IN

A
L);

{sortiert K
L ,...K

R
 eines externen A

rrays K
}

V
A

R
I, P

ivot, P
index : C

A
R

D
IN

A
L;

B
E

G
INP

index :=
 F

inde_P
ivot(L, R

);
IF

P
index <

>
 0 T

H
E

N
P

ivot :=
 K

[P
index];

I :=
 Z

erlege(L, R
, P

ivot);
Q

uicksort(L, I-1);
Q

uicksort(I, R
);

E
N

D
;

E
N

D
 Q

uicksort;

P
rogram

m
 6.2:

P
rogram

m
kom

ponenten zur D
urchführung von Q

U
IC

K
S

O
R

T
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A
n

alyse vo
n

 Q
U

IC
K

S
O

R
T

D
er H

E
A

P
S

O
R

T
 garantierte in jedem

 F
all eine B

eschränkung des A
ufw

andes durch
O

(n log
2 n). B

eim
 Q

U
IC

K
S

O
R

T
 kann dies nicht im

m
er gew

ährleistet w
erden, da der ge-

sam
te S

ortieraufw
and stark von der E

ingabefolge und von der W
ahl des P

ivot-E
lem

en-
tes abhängt. Im

 ungünstigsten F
all ergibt sich jedes M

al eine Z
erlegung, bei der eine

G
ruppe aus einem

 E
lem

ent und die zw
eite G

ruppe aus n
i -1 E

lem
enten besteht. B

ei-
spielsw

eise w
ürde dies m

it der oben angegebenen F
unktion zur B

estim
m

ung des
P

ivot-E
lem

entes und einer bereits aufsteigend sortierten E
ingabefolge der F

all sein.
D

abei ergäbe sich jedes M
al m

it der obigen F
unktion ein konstanter A

ufw
and für die

B
estim

m
ung des P

ivot-E
lem

entes. Im
 allgem

einen F
all kann er nicht größ

er als c
1 · n

i

w
erden, w

obei c
1  die Z

eitanteile, die einem
 E

lem
ent der zu zerlegenden G

ruppe zuge-
rechnet w

erden können, zusam
m

enfaß
t. D

er A
ufw

and für Z
E

R
LE

G
E

 läß
t sich m

it
c

2
·n

i  abschätzen, w
obei c

2  die K
osten der einzelnen O

perationen der R
E

P
E

A
T

-
S

chleife ausdrückt. A
ls w

eitere K
osten fallen bei jedem

 A
ufruf des Q

U
IC

K
S

O
R

T
-A

lgo-
rithm

us der T
est der IF

-B
edingung, die Z

uw
eisung des P

ivot-E
lem

entes und der zw
ei-

m
alige rekursive Q

U
IC

K
S

O
R

T
-A

ufruf an. N
ach obiger Z

erlegungsannahm
e betrifft ein

Q
U

IC
K

S
O

R
T

-A
ufruf eine G

ruppe m
it  einem

 E
lem

ent, so daß
 auch hier konstanter A

uf-
w

and resultiert. D
iese drei A

nteile seien durch c
3  beschrieben. F

ür den ungünstigsten
F

all erhalten w
ir also folgende A

bschätzung der S
ortierkosten:

= = 

. . .
D

urch S
ubstitution ergibt sich

= =
 

F
alls gleiche W

ahrscheinlichkeiten für alle m
öglichen E

ingabefolgen einer S
chlüssel-

m
enge angenom

m
en w

erden, ist das A
uftreten des ungünstigsten F

alles sehr unw
ahr-

scheinlich. E
ine genaue A

nalyse des zu erw
artenden m

ittleren A
ufw

andes ist m
athe-

m
atisch recht kom

plex [A
U

96]. Z
ur V

ereinfachung der A
nalyse soll deshalb hier ange-

nom
m

en w
erden, daß

 sich durch A
ufteilen der noch verbleibenden R

estliste bei n=
2

k

jedes M
al zw

ei gleich groß
e T

eillisten ergeben. D
ie Z

uordnung der K
onstanten zur B

e-
schreibung der einzelnen Z

eitanteile kann beibehalten w
erden. A

ls A
bschätzung erhal-

ten w
ir folglich:

=
 

=
 

D
urch S

ubstitution erhält m
an

=
 

C
n()

c
1 n

c
2 n

c
3

C
n

1
–

(
)

+
+

+

C
n

1
–

(
)

c
1

n
1

–
(

)
c

2
n

1
–

(
)

c
3

C
n

2
–

(
)

+
+

+

C
n()

c
1

c
2

+
(

)
n

n
1

–
n

2
–

…
2

+
+

+
+

(
)

n
1

–
(

)c
3

C
1()

+
+

c
1

c
2

+
(

)
n

1
+

(
)

n
2⁄

(
)

1
–

(
)

n
1

–
(

)c
3

+
O

n
2

(
)

=

C
n()

c
1 n

c
2 n

c
3

C
n

2⁄
(

)
C

n
2⁄

(
)

+
+

+
+

C
n

2⁄
(

)
c

1
n

2⁄
(

)
c

2
n

2⁄
(

)
c

3
2C

n
4⁄

(
)

+
+

+

C
n()

c
1

c
2

+
(

)
n

n
+

(
)

c
3

1
2

+
(

)
4C

n
4⁄

(
)

+
+
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W
eitere S

ubstitution führt zu

=
 

=
 

=
 

D
as E

rgebnis besagt, daß
 bei etw

a gleichm
äß

iger A
ufteilung der T

eillisten in jeder P
ar-

titionierung ein Z
eitaufw

and von O
(n log

2 n) E
inheiten erw

artet w
erden kann. E

s ist so-
gar so, daß

 Q
U

IC
K

S
O

R
T

 im
 M

ittel allen anderen nichtlinearen S
ortierverfahren in der

Laufzeit überlegen ist. N
atürlich w

ird diese Laufzeitverbesserung durch einen konstan-
ten F

aktor bestim
m

t, jedoch kom
m

t es beim
 E

insatz von A
lgorithm

en in praktischen
A

nw
endungen m

eist auf diese K
onstanten an.

B
ei unserer A

nalyse des durchschnittlichen F
alls haben w

ir für die Z
erlegung Idealan-

nahm
en getroffen, so daß

 sich eine durchschnittliche Z
erlegungstiefe von log

2 n für je-
des E

lem
ent ergab. E

m
pirische U

ntersuchungen unseres A
lgorithm

us Q
U

IC
K

S
O

R
T

zeigten jedoch, daß
 die durchschnittliche T

iefe eines E
lem

entes bei 1.4 log
2 n liegt.

D
urch eine sorgfältigere W

ahl des P
ivot-E

lem
entes sollte es m

öglich sein, die Laufzeit
von Q

U
IC

K
S

O
R

T
 um

 30%
 zu verbessern. 

E
ingangs w

urde gesagt, daß
 jede beliebige F

unktion zur P
ivot-B

estim
m

ung herange-
zogen w

erden kann. O
ft w

erden drei E
lem

ente - etw
a das erste, das m

ittlere und das
letzte oder drei beliebige E

lem
ente der Liste - überprüft. D

as w
ertm

äß
ig m

ittlere E
le-

m
ent w

ird dann als P
ivot benutzt. D

iese T
echnik läß

t sich natürlich verallgem
einern.

M
an kann k beliebige E

lem
ente ausw

ählen, diese durch Q
U

IC
K

S
O

R
T

 oder durch ein
anderes S

ortierverfahren sortieren und dann das E
lem

ent an der P
osition (k+

1)/2 als
P

ivot einsetzen. E
s ist offensichtlich, daß

 bei der W
ahl von k ein K

om
prom

iß
 zu schlie-

ß
en ist, da sonst entw

eder zuviel Z
eit zur P

ivot-B
estim

m
ung verbraucht w

ird oder der
P

ivot im
 M

ittel zu ungünstig ausgew
ählt w

ird.

E
ine w

eitere V
erbesserung betrifft die B

ehandlung von kleinen T
eillisten. F

ür eine klei-
ne A

nzahl von E
lem

enten sind einfache O
(n

2)-M
ethoden besser als nichtlineare S

or-
tierverfahren. A

b einer bestim
m

ten Listengröß
e sollte m

an deshalb das V
erfahren

w
echseln. D

er Z
eitpunkt des U

m
w

echselns bleibt natürlich der kritische P
aram

eter.
K

nuth [K
n73] schlägt vor, daß

 Q
U

IC
K

S
O

R
T

 bei einer Länge der T
eilliste von 9 einen

einfacheren S
ortieralgorithm

us aufruft.

In unserem
 A

lgorithm
us haben w

ir der E
infachheit halber unterstellt, daß

 nur eine Liste
von S

chlüsseln zu sortieren ist. G
ew

öhnlich sind jedoch ganze S
ätze nach ihren

S
chlüsseln zu sortieren. F

alls genügend P
latz zur V

erfügung steht, läß
t sich durch eine

C
n()

c
1

c
2

+
(

)
n

lo
g

2 n

∑
c

3
2

i
lo

g
2 n

1
–

∑
2

lo
g

2 nC
1()

+
+

c
1

c
2

+
(

)n
lo

g
2 n

(
)

c
3

2
lo

g
2 n

1
–

(
)

+

c
1

c
2

+
(

)n
lo

g
2 n

(
)

c
3

n
1

–
(

)
+

O
n

lo
g

2 n
(

)
=
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“indirekte S
ortierung” Z

eit einsparen. E
s w

ird zusätzlich eine T
abelle von Z

eigern auf
die zu sortierenden S

ätze angelegt. A
nstelle eines A

ustauschs der S
ätze erfolgt stets

der A
ustausch der zugehörigen Z

eiger, so daß
 am

 E
nde die F

olge der Z
eiger auf die

S
ätze in S

ortierreihenfolge zeigt. D
ie S

ätze brauchen dann in einem
 linearen D

urch-
gang nur einm

al um
geordnet zu w

erden (O
(n)). D

as U
m

ordnen w
ährend der S

ortie-
rung (O

(nlog
2 n)) betraf nur Z

eiger; der resultierende U
nterschied ist besonders groß

,
w

enn es sich dabei um
 lange S

ätze handelt.
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7.
M

eh
rw

eg
b

äu
m

e

B
inäre S

uchbäum
e eignen sich vor allem

 zur D
arstellung von S

uchstrukturen oder Z
u-

griffspfaden für D
atenelem

ente in einstufigen S
peichern (H

auptspeicher). S
elbst bei ei-

nem
 D

atenbestand von 10
6 E

lem
enten bietet ein A

V
L-B

aum
 für die direkte S

uche m
it

etw
a 20 V

ergleichs- und V
erzw

eigungsoperationen noch einen extrem
 schnellen

S
uchw

eg, da für solche interne O
perationen nur H

auptspeicherzugriffe (etw
a 60 ns) er-

forderlich sind..

B
ei der O

rganisation von D
aten in m

ehrstufigen S
peichern m

uß
 ein B

aum
knoten erst

in den H
auptspeicher gebracht w

erden, bevor eine V
ergleichs- und V

erzw
eigungsope-

ration abgew
ikkelt und dam

it die A
dresse des N

achfolgerknotens im
 S

uchbaum
 be-

stim
m

t w
erden kann (B

ild 7.1). D
a der D

atentransport gew
öhnlich in E

inheiten fester
Länge (B

löcke, S
eiten) erfolgt, ist es günstig, die S

uchbäum
e auf E

xternspeichern so
auf die S

eiten abzubilden, daß
 m

it einem
 physischen Z

ugriff (S
eitentransport) m

ög-
lichst viel “S

uchinform
ation” zum

 H
auptspeicher übertragen w

ird. 

T
ypische S

eitenlängen liegen heute zw
ischen 2 K

 und 8 K
 B

ytes. F
ür das w

ahlfreie
A

ufsuchen und den nachfolgenden T
ransport einer S

eite zum
 H

auptspeicher w
erden

bei M
agnetplatten heute durchschnittlich etw

a 12 m
s benötigt. W

egen der Z
ugriffszeit-

charakteristika der verschiedenartigen S
peicher einer zw

eistufigen S
peicherhierarchie

tut sich eine “Z
ugriffslücke” zw

ischen H
auptspeicher (elektronischer S

peicher) und E
x-

ternspeicher (m
agnetischer S

peicher) auf, die m
om

entan etw
a einen F

aktor von 2*10
5

ausm
acht und w

egen der G
eschw

indigkeitssteigerung der elektronischen S
peicher

tendenziell noch größ
er w

ird. E
in Z

ugriff auf eine D
atenseite, die sich bereits im

 H
aupt-

speicher befindet, ist also um
 den F

aktor 2*10
5 schneller als ein externer Z

ugriff auf die
M

agnetplatte, um
 die referenzierte S

eite zu holen. M
üß

te im
 obigen B

eispiel jeder K
no-

ten im
 S

uchpfad des A
V

L-B
aum

es getrennt in den H
auptspeicher übertragen w

erden,
so kostet eine direkte S

uche schon m
ehrere hundert M

illisekunden - eine G
röß

enord-
nung, die in zeitkritischen A

ufgaben der D
atei- oder D

atenbankverw
altung nicht zu to-

lerieren ist.

E
s w

erden deshalb für die D
atenverw

altung auf m
ehrstufigen S

peichern B
aum

struktu-
ren entw

ickelt, bei denen ein K
noten m

ehr als zw
ei N

achfolger hat. Z
iel dabei ist es,

m
öglichst viele N

achfolger pro K
noten (ein m

öglichst groß
es fan-out) zuzulassen. S

o
entstehen “buschigere” oder breitere B

äum
e m

it einer geringeren H
öhe. A

uß
erdem

w
ird, w

ie in B
ild 7.1 skizziert, versucht, bei der V

erarbeitung Lokalitätseigenschaften,
die sich bei w

iederholter B
aum

suche ergeben, auszunutzen. S
o w

erden die W
urzelsei-

te und die S
eiten der höheren B

aum
ebenen häufiger traversiert als S

eiten auf tieferen
B

aum
ebenen. D

urch spezielle M
aß

nahm
en im

 E
/A

-P
uffer (S

eitenersetzungsalgorith-
m

en) läß
t es sich oft erreichen, daß

 beispielsw
eise die W

urzelseite und m
anchm

al
auch S

eiten anderer B
aum

ebenen schon im
 H

auptspeicher sind, w
enn der entspre-
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chende B
aum

 traversiert w
erden soll. In praktischen A

nw
endungen w

erden also durch
S

uchbäum
e, die an die S

peichercharakteristika angepasst sind, Leistungsgew
inne da-

durch erzielt, daß
 die E

in-/A
usgabe beim

 B
aum

zugriff m
inim

iert w
ird, und zw

ar durch
groß

e Z
ugriffsgranulate und dam

it “breite B
äum

e” sow
ie durch N

utzung von R
eferenz-

lokalität. 

B
ei der A

bbildung von B
aum

knoten (E
inträge) liegt es nahe, einen groß

en binären
S

uchbaum
 in der in B

ild 7.2 skizzierten W
eise in S

eiten zu unterteilen und jede S
eite

als K
noten aufzufassen, w

obei bis zu m
-1 ursprüngliche K

noten als E
inträge im

 neuen
K

noten (S
eite) untergebracht w

erden. E
indeutiges O

ptim
ierungsziel ist die M

inim
ie-

rung der H
öhe, da die H

öhe die A
nzahl der E

xternspeicherzugriffe im
 schlechtesten

F
all angibt. B

ei einem
 K

ostenm
aß

 für solche B
äum

e können die internen O
perationen

auf einem
 K

noten gegenüber den E
/A

-O
perationen in erster N

äherung vernachlässigt
w

erden. 

B
etriebssystem

E
/A

-P
uffer

B
enutzer

• • •

S
teuer-

K
anal

M
agnetplattenspeicher

H
auptspeicher

einheit

60 ns
12 m

s
2*10

5 
Z

ugriffslücke

P
1

P
4

P
2 

P
3

P
5

. . .

P
2

P
1P

3
P

4

P
5

. . .

B
ild 7.1:

Z
ugriffsw

ege bei einer zw
eistufigen S

peicherhierarchie

P
1

P
2

B
ild 7.2:

U
nterteilung eines groß

en binären S
uchbaum

es in S
eiten
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7.1
m

-W
eg

e-S
u

ch
b

äu
m

e

D
ie einfachste A

bbildung, die sich nach dem
 in B

ild 7.2 skizzierten S
chem

a durch Z
u-

sam
m

enfassung von bis zu m
-1 S

chlüsseln und m
 Z

eigern ergibt, führt auf den (natür-
lichen) m

-W
ege-S

uchbaum
, der eine A

nalogie zum
 natürlichen binären S

uchbaum
darstellt. E

in m
-W

ege-S
uchbaum

 verkörpert eine S
ortierordnung auf der M

enge der
gespeicherten S

chlüssel und erlaubt ähnliche S
uchverfahren w

ie der binäre S
uch-

baum
; er kann als seine V

erallgem
einerung aufgefaß

t w
erden. V

on seiner T
opologie

her ist der m
-W

ege-S
uchbaum

 jedoch ein allgem
einer B

aum
.

D
efin

itio
n

: E
in m

-W
ege-S

uchbaum
 oder ein m

-ärer S
uchbaum

 B
 ist ein B

aum
, in dem

alle K
noten einen G

rad ≤ m
 besitzen. E

ntw
eder ist B

 leer oder er hat folgende E
igen-

schaften:

i.
Jeder K

noten des B
aum

s hat folgende S
truktur:

D
ie P

i , 
, sind Z

eiger auf die U
nterbäum

e des K
notens und die K

i  und D
i ,

 sind S
chlüsselw

erte und D
aten.

ii.
D

ie S
chlüsselw

erte im
 K

noten sind aufsteigend geordnet: 
, 

.

iii.
A

lle S
chlüsselw

erte im
 U

nterbaum
 von P

i  sind kleiner als der S
chlüsselw

ert

.

iv.
A

lle S
chlüsselw

erte im
 U

nterbaum
 von P

i  sind größ
er als der S

chlüsselw
ert K

i,

.

v.
 D

ie U
nterbäum

e von P
i , 

 sind auch m
-W

ege-S
uchbäum

e.

O
ffensichtlich lassen sich durch das eingeführte K

notenform
at  die nachfolgend ge-

zeigten drei E
benen eines binären S

uchbaum
s (m

it b =
 7) effizient als ein K

noten eines
m

-W
ege-S

uchbaum
s abbilden.

b
K

1
D

1
K

2
D

2
K

b
D

b
• • •

P
0

P
1

P
2

P
b

0
i

b
≤

≤

1
i

b
≤

≤

K
i

K
i

1
+

≤
1

i
b

<
≤

K
i

1
+

0
i

b
<

≤
,

1
i

b
≤

≤

0
i

b
≤

≤

K
1

K
2

K
4

K
3

K
5

K
6

K
7
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D
ie D

i  können D
aten oder Z

eiger auf die D
aten repräsentieren. O

ft sind die D
aten auf

einem
 separaten S

peicherplatz abgelegt. D
ann stellt die B

aum
struktur einen Index zu

den D
aten dar. Z

ur V
ereinfachung w

erden w
ir die D

i  w
eglassen.

In B
ild 7.3 ist der A

ufbau eines m
-W

ege-S
uchbaum

es für m
=

4 gezeigt. S
eine K

noten-
inhalte lassen sich w

ie folgt interpretieren: S
(P

i ) sei die S
eite, auf die P

i  zeigt, und K
(P

i )
sei die M

enge aller S
chlüssel, die im

 U
nterbaum

 m
it W

urzel S
(P

i ) gespeichert w
erden

können.

D
ann gelten folgende U

ngleichungen:

i.ii.
 für 

iii.

A
us der B

etrachtung der B
aum

struktur w
ird deutlich, daß

 die S
chlüssel in den inneren

K
noten zw

ei F
unktionen haben. S

ie identifizieren D
aten(sätze), und sie dienen als

W
egw

eiser in der B
aum

struktur.

F
ür den m

-W
ege-S

uchbaum
 w

ird nur direkte und sequentielle S
uche skizziert. E

infü-
ge- und Löschoperationen erklären sich analog zum

 binären S
uchbaum

 intuitiv. D
a für

den m
-W

ege-S
uchbaum

 kein B
alancierungsm

echanism
us definiert ist, kann oftm

als
“W

ildw
uchs” entstehen, der praktische A

nw
endungen solcher B

äum
e in F

rage stellt. 

E
infügereihenfolge:

30, 50, 80

10, 15, 60, 90

20, 35, 5, 95, 1, 25, 85

30
50

80

10
15

10
15

20

60
90

30
50

80

30
50

80

35
90

60
95

85
25

5

1

B
ild 7.3: 

A
ufbau eines m

-W
ege-S

uchbaum
es (m

=
4)
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P
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P
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D
efinition des K

notenform
ats:

C
O

N
S

T
 E

m
ax =

 M
 - 1;

{m
axim

ale A
nzahl von E

inträgen/K
noten}

T
Y

P
E

S
ptr =

 P
O

IN
T

E
R

 T
O

 S
eite;

Index =
 [1..E

m
ax];

E
intrag =

R
E

C
O

R
D

K
ey : S

chluesseltyp;
Info : Infotyp;
P

tr : S
ptr

E
N

D
;

S
eite =

R
E

C
O

R
D

B
 : Index;

{aktuelle A
nzahl von E

inträgen}
P

o : S
ptr;

E
vektor : A

R
R

A
Y

 Index O
F

 E
intrag

E
N

D
;

P
R

O
C

E
D

U
R

E
 M

suche (X
 : S

chluesseltyp; P
 : S

ptr; V
A

R
 E

lem
ent : E

intrag);

V
A

R
I : Index;

B
E

G
INIF

P
 =

 N
IL T

H
E

N
W

riteS
tring(‘S

chluessel X
 ist nicht im

 B
aum

’)
E

L
S

IF
 X

 <
 P

^.E
vektor[1].K

ey T
H

E
N

{X
 <

 K
1 }

M
suche(X

, P
^.P

o, E
lem

ent)
E

L
S

EI :=
 1;

W
H

IL
E

 (I <
 P

^.B
) A

N
D

 (X
 >

 P
^.E

vektor[I].K
ey) D

O
I :=

 I +
 1;

E
N

D
;

IF
 P

^.E
vektor[I].K

ey =
 X

 T
H

E
N

{K
i =

 X
, 

}

E
lem

ent :=
 P

^.E
vektor[I]

E
L

S
E

{K
i  <

 X
 <

 K
i+

1 , 
 oder X

 >
 K

b }

M
suche(X

, P
^.E

vektor[I].P
tr, E

lem
ent)

E
N

D
;

E
N

D
;

E
N

D
 M

suche;

P
rogram

m
 7.1:

R
ekursive P

rozedur zum
 A

ufsuchen eines S
chlüssels in einem

 m
-

W
ege-S

uchbaum

D
er S

uchvorgang nach einem
 S

chlüssel X
 in einem

 m
-W

ege-S
uchbaum

 ist eine E
rw

ei-
terung der direkten S

uche in einem
 binären S

uchbaum
. E

r läß
t sich in analoger W

eise
als rekursive P

rozedur M
suche form

ulieren. D
azu w

ird ein geeignetes K
notenform

at

1
i

b
≤

≤

1
i

b
≤

≤
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durch 
die 

im
 

P
rogram

m
 

7.1 
gegebene 

M
O

D
U

LA
-D

efinition 
eingeführt. 

D
er

S
uchschlüssel ist in der V

ariablen X
 enthalten. D

er Z
eiger P

 zeigt anfänglich auf die
W

urzel des B
aum

es. F
alls die S

uche erfolgreich ist, enthält E
lem

ent den gesuchten
B

aum
eintrag.

Im
 S

uchalgorithm
us w

urde in jedem
 K

noten sequentiell gesucht. W
enn die M

enge der
S

chlüssel pro K
noten sehr groß

 ist, könnte zur B
eschleunigung eine binäre S

uche ein-
gesetzt w

erden. 

D
ie sequentielle S

uche kann durch V
erallgem

einerung des D
urchlaufs in Z

w
ischenord-

nung bew
erkstelligt w

erden. D
er D

urchlauf in sym
m

etrischer O
rdnung erzeugt die sor-

tierte F
olge aller S

chlüssel (P
rogram

m
 7.2).

P
R

O
C

E
D

U
R

E
 S

ym
ord(P

 : S
ptr);

V
A

R
I : Index;

B
E

G
INIF

P
 <

>
 N

IL T
H

E
N

S
ym

ord(P
^.P

o);
F

O
R

 I :=
 1 to P

^.B
 D

O
W

riteS
tring(P

^.E
vektor[I].K

ey);
S

ym
ord(P

^.E
vektor[I].P

tr)
E

N
D

E
N

D
;

E
N

D
 S

ym
ord;

P
rogram

m
 7.2:

P
rozedur zum

 D
urchlauf eines m

-W
ege-S

uchbaum
s in sym

m
etri-

scher O
rdnung

W
ie aus B

ild 7.3 deutlich w
ird, ist der m

-W
ege-S

uchbaum
 im

 allgem
einen nicht ausge-

glichen. E
s ist für A

ktualisierungsoperationen kein B
alancierungsm

echanism
us vorge-

sehen. D
as führt dazu, daß

 B
lätter auf verschiedenen B

aum
ebenen auftreten können

und daß
 der vorhandene S

peicherplatz sehr schlecht ausgenutzt w
ird. Im

 E
xtrem

fall
entartet der B

aum
 zu einer geketteten Liste. S

eine H
öhe kann deshalb beträchtlich

schw
anken.

D
ie A

nzahl der K
noten in einem

 vollständigen B
aum

 der H
öhe h,

 ist

.

D
a jeder K

noten bis zu m
-1 S

chlüssel besitzen kann, ergibt sich als m
axim

ale A
nzahl

von S
chlüsseln

.

Im
 ungünstigsten F

all ist der B
aum

 völlig entartet:

h
1

≥

N
m

i

i
0

=

h
1

–∑
m

h
1

–
m

1
–

-----------------
=

=

n
m

a
x

N
m

1
–

(
)

⋅
m

h
1

–
=

=
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D
araus ergeben sich folgende S

chranken für die H
öhe eines m

-W
ege-S

uchbaum
s:

U
m

 das E
ntstehen ungünstiger B

äum
e zu verhindern, fand ebenso w

ie beim
 binären

S
uchbaum

 eine W
eiterentw

icklung statt, die auf die E
inführung eines geeigneten B

a-
lancierungsverfahrens abzielte. D

ie E
inhaltung des striktest m

öglichen B
alancierungs-

kriterium
s - A

usgeglichenheit des B
aum

es bei m
inim

al m
öglicher H

öhe - hätte jedoch
w

iederum
 auf einen W

artungsaufw
and von O

(n) geführt und w
äre dam

it viel zu teuer
gew

esen. D
eshalb w

urde ein B
alancierungsm

echanism
us entw

ickelt, der m
it H

ilfe von
lokalen B

aum
transform

ationen den M
ehrw

egbaum
 fast ausgeglichen hält.

7.2
B

-B
äu

m
e

B
-B

äum
e sind fast ausgeglichene M

ehrw
egbäum

e. In B
ezug auf ihre K

notenstruktur
(S

eiten) sind sie sogar vollständig ausgeglichen. D
urch ihre lokalen R

eorganisations-
m

aß
nahm

en garantieren sie jedoch nicht im
m

er eine m
inim

ale H
öhe, d. h., die B

ele-
gung der einzelnen K

noten kann in gew
issen G

renzen schw
anken.

D
ie B

-B
aum

struktur w
urde 1970 von R

. B
ayer und E

. M
cC

reight entw
ickelt [B

M
c72].

S
ie und einige ihrer V

arianten w
erden bei einem

 breiten S
pektrum

 von A
nw

endungen
eingesetzt. D

er T
itel eines A

ufsatzes “T
he U

biquitous B
-T

ree” von D
. C

om
er charakte-

risiert diesen S
achverhalt sehr treffend [C

o79]. In D
atei- und D

atenbanksystem
en die-

nen sie zur O
rganisation von Z

ugriffspfadstrukturen. Ihr Z
ugriffsverhalten ist w

eitge-
hend unabhängig von der M

enge der verw
alteten E

lem
ente, so daß

 sie als Indexstruk-

tur für 10 als auch für 10
7 E

lem
ente oder m

ehr herangezogen w
erden. D

a sie sehr
breite B

äum
e von geringer H

öhe garantiert, bietet sie eine effiziente D
urchführung ihrer

G
rundoperationen 

- 
direkte 

und 
sequentielle 

S
uche, 

E
infügen 

und 
Löschen 

von
S

chlüsseln.

D
efin

itio
n

: S
eien k, h ganze Z

ahlen, 
, k >

 0. E
in B

-B
aum

 B
 der K

lasse 
 ist

ein leerer B
aum

 oder ein geordneter S
uchbaum

 m
it folgenden E

igenschaften:

i.
Jeder P

fad von der W
urzel zu einem

 B
latt hat die gleiche Länge.

ii.
Jeder K

noten auß
er der W

urzel und den B
lättern hat m

indestens k+
1 S

öhne. D
ie

W
urzel ist ein B

latt oder hat m
indestens 2 S

öhne.

iii.
Jeder K

noten hat höchstens 2k+
1 S

öhne.

iv.
Jedes B

latt m
it der A

usnahm
e der W

urzel als B
latt hat m

indestens k und höchstens
2k E

inträge.

n
N

h
=

=

lo
g

m
n

1
+

(
)

h
n

≤
≤

h
0

≥
τ

k
h,

(
)
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F
ür einen B

-B
aum

 ergibt sich folgendes K
notenform

at:

D
ie E

inträge für b, S
chlüssel, D

aten und Z
eiger haben die festen Längen lb , lK , lD

 und
lp . A

ls K
notengröß

e w
ird die G

röß
e der T

ransporteinheit zw
ischen H

aupt- und E
xtern-

speicher gew
ählt. D

iese K
noten- oder S

eitengröß
e sei L. A

ls m
axim

ale A
nzahl von E

in-
trägen pro K

noten erhalten w
ir dann

.

D
am

it lassen sich die B
edingungen der D

efinition nun so form
ulieren:

iv. und iii.
E

ine S
eite darf höchstens voll sein.

iv. und ii.
Jede S

eite (auß
er der W

urzel) m
uß

 m
indestens halb voll sein. D

ie W
urzel

enthält m
indestens einen S

chlüssel.

i.
D

er B
aum

 ist, w
as die K

notenstruktur angeht, vollständig ausgeglichen.

F
ür den B

-B
aum

 gibt es eine geringfügig unterschiedliche D
efinition, bei der m

inim
al

 und m
axim

al m
 N

achfolger pro K
noten zugelassen sind. D

er einfacheren
S

chreibw
eise w

egen bleiben w
ir bei unserer D

efinition, bei der 2k+
1 dem

 m
 entspricht.

In B
ild 7.4 ist ein B

-B
aum

 der K
lasse τ(2,3) veranschaulicht. In jedem

 K
noten stehen

die S
chlüssel in aufsteigender O

rdnung m
it 

. B
ei b S

chlüsseln hat er
b+

1 S
öhne. S

eine K
noteninhalte lassen sich in gleicher W

eise w
ie beim

 m
-W

ege-
S

uchbaum
 interpretieren. A

uch die S
uch- und D

urchlauf-A
lgorithm

en bleiben gleich.
Jeder S

chlüssel hat w
ieder die D

oppelrolle als Identifikator eines D
atensatzes und als

W
egw

eiser in der B
aum

struktur. S
ie erschw

ert gew
isse O

ptim
ierungen, auf die später

eingegangen w
ird. 

B
em

erkung: D
ie K

lassen τ(k,h) sind nicht alle disjunkt. E
s ist leicht einzusehen, daß

beispielsw
eise ein m

axim
aler B

aum
 aus τ(2,3) ebenso in τ(3,3) und τ(4,3) ist.

b
K

1
D

1
K

2
D

2
K

b
D

b
• • •

P
0

P
1

P
2

P
b

freier P
latz

L

b
m

a
x

L
lb

–
lp

–

lK
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lp
+

+
---------------------------

2k
=

=

m
2⁄

K
1

K
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b
<

<
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7
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B
ild 7.4:

B
-B

aum
 der K

lasse τ(2,3)
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7.2.1
H

ö
h

e d
es B

-B
au

m
es

D
ie E

ffizienz der direkten S
uche w

ird w
esentlich von der H

öhe des B
-B

aum
s bestim

m
t.

S
atz: F

ür die H
öhe h eines B

aum
s der K

lasse τ(k,h) m
it n S

chlüsseln gilt:

für 

und 
für 

F
ür den B

ew
eis der oberen und unteren G

renzen leiten w
ir die m

inim
ale und m

axim
ale

A
nzahl von K

noten in τ(k,h) ab. E
inen m

inim
alen B

aum
 erhält m

an, w
enn jeder K

noten
die kleinstm

ögliche A
nzahl von S

öhnen hat. D
as ergibt nach D

efinition

=
 

=
 

=
 

(7.1)

O
ffensichtlich erhält m

an einen m
axim

alen B
aum

, w
enn jeder K

noten die größ
tm

ögli-
che A

nzahl von S
öhnen hat.

=
 

=
 

=
 

(7.2)

D
am

it ergibt sich als obere und untere G
renze für die K

notenzahl N
(B

) eines beliebigen

B
-B

aum
es 

 für 
(7.3)

und
 

für h =
 0

A
us N

m
in (k,h) und N

m
ax (k,h) erhält m

an die m
inim

ale und m
axim

ale A
nzahl von

S
chlüsseln, die im

 B
aum

 gespeichert sind. F
ür 

 gilt:

(7.4)

und
(7.5)

N
ach h aufgelöst erhalten w

ir die oben angegebenen G
renzen.
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In einem
 B

-B
aum

 der K
lasse τ(k,h) kann also die A

nzahl der S
chlüssel in den abgelei-

teten G
renzen schw

anken:

(7.6)

F
ür τ(2,3) (B

ild 7.4) bedeutet dies 
. E

ingangs bezeichneten w
ir den B

-
B

aum
 als fast ausgeglichenen M

ehrw
egbaum

. In B
ezug auf seine K

notenstruktur ist er
zw

ar ausgeglichen, erreicht aber nicht im
m

er die m
inim

ale m
ögliche H

öhe. D
er quan-

titative U
nterschied zum

 (optim
alen) ausgeglichenen m

-W
ege-S

uchbaum
 soll kurz

skizziert w
erden. In A

nalogie zum
 ausgeglichenen binären S

uchbaum
 sei er w

ie folgt
definiert:

-
h-1 S

tufen von der W
urzel her sind voll belegt: b =

 2k

-
die B

elegung der S
tufe h (h >

 1) erfüllt das B
-B

aum
-K

riterium
: 

-
für h=

1 gilt U
ngleichung (7.6).

M
it 

gilt für die optim
ale B

elegung im
m

er

≥ =
 

für n >
 1.

M
it n

m
ax  als oberer G

renze ergibt sich

.

A
ls S

chw
ankungsbereich für τ(2,3) erhalten w

ir dam
it 

. D
a sich die

B
ereiche der n

opt  für verschiedene n nicht überdecken, können solche ausgeglichene
m

-W
ege-S

uchbäum
e nur für bestim

m
te S

chlüsselm
engen aufgebaut w

erden.

7.2.2
E

in
fü

g
en

 in
 B

-B
äu

m
en

W
ährend die bisher betrachteten B

äum
e alle von der W

urzel zu den B
lättern hin ge-

w
achsen sind, ist bei B

-B
äum

en das W
achstum

 von den B
lättern zur W

urzel hin ge-
richtet. M

an beginnt m
it einer leeren S

eite als W
urzel. D

ie ersten 2k S
chlüssel w

erden
in die W

urzel unter B
eachtung der O

rdnungsrelation eingefügt. D
urch den nächsten

S
chlüssel läuft die W

urzel über.
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D
as S

chaffen von neuem
 S

peicherplatz w
ird durch eine für den B

-B
aum

 fundam
entale

O
peration - dem

 S
plit-V

organg - erreicht. Ü
ber die F

reispeicherverw
altung w

ird eine
neue S

eite angefordert. D
ie S

chlüsselm
enge w

ird aufgespalten und nach dem
 folgen-

den P
rinzip neu aufgeteilt.

D
ie ersten k-S

chlüssel verbleiben in der ursprünglichen S
eite. D

er in der S
ortierreihen-

folge m
ittlere S

chlüssel - der M
edian - w

ird zum
 V

aterknoten gereicht, w
ährend die

restlichen k S
chlüssel in die neue S

eite kom
m

en. D
a in der obigen S

ituation kein V
a-

terknoten vorhanden ist, w
ird eine w

eitere neue S
eite zugeordnet, so daß

 der B
-B

aum
folgendes A

ussehen erhält:

D
er S

chlüssel K
k+

1  in der neuen W
urzel dient nun als W

egw
eiser, ob ein beliebiger

S
chlüssel K

 im
 linken oder im

 rechten U
nterbaum

 steht oder dort einzufügen ist. W
ei-

tere S
chlüssel w

erden in den B
lättern in S

ortierreihenfolge eingefügt. S
obald ein B

latt
überläuft, w

ird ein S
plit-V

organg ausgeführt, w
odurch ein w

eiterer S
chlüssel in die

W
urzel aufgenom

m
en w

ird. N
ach einer R

eihe von S
plit-V

orgängen w
ird schließ

lich die
W

urzel selbst überlaufen. D
ieses E

reignis erzw
ingt die A

ufteilung des S
chlüssels in der

W
urzel auf zw

ei K
noten und einer neuen W

urzel (w
ie oben gezeigt). D

adurch vergrö-
ß

ert sich die H
öhe des B

aum
es um

 1. D
ieser S

plit-V
organg als allgem

eines W
artungs-

prinzip des B
-B

aum
es läß

t sich also solange rekursiv fortsetzen, bis genügend S
pei-

cherplatz auf allen B
aum

ebenen geschaffen w
orden ist. F

olgendes allgem
eine S

che-
m

a w
ird dabei angew

endet:
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Im
 E

infügealgorithm
us w

erden also folgende S
chritte ggf. rekursiv ausgeführt:

-
S

uche E
infügeposition

-
W

enn P
latz vorhanden ist, speichere E

lem
ent, sonst schaffe P

latz durch S
plit-

V
organg und füge ein.

F
ür eine F

olge von S
chlüsseln ist der E

infügealgorithm
us bei einem

 B
-B

aum
 aus τ(2,h)

in B
ild 7.5 gezeigt. B

ei E
infügen der S

chlüssel 33 und 50 verändert der B
-B

aum
 seine

H
öhe h jew

eils um
 1; dabei fallen jew

eils h S
plit-V

orgänge an (H
öhe vor E

infügen).

90
97

91
95

69
77

83
57

12
2

5

12
33

37
45

12
48

69
77

48

E
infügereihenfolge:

77 12 48 69

33 89 97

91 37 45 83

2 5 57 90 95

99
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4869
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97

48
89

37
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33
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91

69
77

83
57

12
2

5

48
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97
99

B
ild 7.5:

A
ufbau eines B

-B
aum

es der K
lasse τ(2, h)

69
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12
2

5
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89
95
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90
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97
99

172

7.2.3
K

o
sten

an
alyse fü

r E
in

fü
g

en
 u

n
d

 S
u

ch
en

W
ir hatten bereits festgestellt, daß

 bei B
-B

aum
-O

perationen die A
nzahl der E

xtern-
speicher-Z

ugriffe als relevante G
röß

e zu berücksichtigen ist. W
ir nehm

en dabei an,
daß

 jede S
eite, die für eine O

peration benötigt w
ird, genau einm

al vom
 E

xternspeicher
geholt w

erden m
uß

. B
ei V

eränderung der S
eite m

uß
 sie dann auch genau einm

al zu-
rückgeschrieben w

erden. W
ir bezeichnen die A

nzahl der zu holenden S
eiten m

it f
(fetch) und der zu schreibenden S

eiten m
it w

 (w
rite).

F
ür die sequentielle S

uche - beispielsw
eise durch einen D

urchlauf in sym
m

etrischer
O

rdnung - fallen N
 Lesezugriffe an. D

a dabei jeder interne K
noten sehr oft aufgesucht

w
ird, m

uß
 gew

ährleistet sein, daß
 er w

ährend dieses R
eferenzzeitraum

s im
 H

aupt-
speicher gehalten w

erden kann. S
päter w

erden w
ir eine V

ariante des B
-B

aum
 kennen-

lernen, die eine effizientere D
urchführung dieser O

peration gestattet. 

B
ei der direkten S

uche erhalten w
ir: 

-
fm

in  =
 1 

: der S
chlüssel befindet sich in der W

urzel

-
fm

ax  =
 h 

: der S
chlüssel ist in einem

 B
latt

U
m

 eine A
ussage über die m

ittleren S
uchkosten favg  zu bekom

m
en, berechnen w

ir sie
für den F

all der m
axim

alen B
elegung eines B

-B
aum

es. W
ir w

erden sie dann w
eiterhin

für seine m
inim

ale B
elegung ableiten und haben so die G

renzen des Intervalls, in dem
die m

ittleren S
uchkosten zu erw

arten sind.

M
it H

ilfe von G
leichung (7.2) erhalten w

ir als gesam
te Z

ugriffskosten bei m
axim

aler B
e-

legung eines B
-B

aum
es, w

enn auf jeden S
chlüssel genau einm

al zugegriffen w
ird,

=
 

=
 

=
 

=
 

 m
it 

D
ie m

ittleren Z
ugriffskosten ergeben sich unter B

erücksichtigung von (7.5) durch
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=
 

=
 

(7.7)

B
ei m

inim
aler B

elegung eines B
-B

aum
es erhalten w

ir die gesam
ten Z

ugriffskosten bei
einm

aligem
 A

ufsuchen jedes S
chlüssels m

it H
ilfe von G

leichung (7.1)

=
 

=
 

=
 

m
it 

.

U
nter B

erücksichtigung von (7.4) lassen sich die m
ittleren Z

ugriffskosten bestim
m

en:

=
 

=
 

=
 

=
 

(7.8)

In den G
leichungen (7.7) und (7.8) lassen sich für h >

 1 die 3. und 4. T
erm

e vernach-
lässigen, 

da 
der 

P
aram

eter 
k 

in 
B

-B
äum

en 
typischerw

eise 
sehr 

groß
 

ist

. W
ir erhalten also als G

renzen für den m
ittleren Z

ugriffsaufw
and

für h =
 1

und 
für h >

 1.

D
iese Intervallgrenzen sind sehr eng und kaum

 von h unterschieden. 

B
ei einer typischen B

aum
höhe von h=

3 und einem
 k=

100 ergibt sich 2.99 ≤ favg  ≤
2.995, d. h., beim

 B
-B

aum
 sind die m

axim
alen Z

ugriffskosten h eine gute A
bschätzung

der m
ittleren Z

ugriffskosten. 
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B
ei der A

nalyse der E
infügekosten m

üssen w
ir ebenso eine F

allunterscheidung m
a-

chen. Im
 günstigsten F

all ist kein S
plit-V

organg erforderlich. D
a im

m
er in einem

 B
latt

eingefügt w
ird, ergibt sich:

; 
;

D
er ungünstigste F

all tritt dann ein, w
enn der B

aum
 seine H

öhe ändert. D
abei w

erden
alle S

eiten längs des S
uchpfades gespalten und auß

erdem
 w

ird eine neue W
urzel zu-

geordnet. W
enn h die H

öhe des B
-B

aum
es vor der E

infügung w
ar, dann gilt:

; 
;

D
ieser F

all verdeutlicht sehr schön, w
ie der B

-B
aum

 von den B
lättern zur W

urzel hin
w

ächst. W
egen seiner hohen K

osten tritt er glücklicherw
eise nur selten auf. W

enn ein
B

-B
aum

 der H
öhe h durch sukzessive E

infügungen aufgebaut w
ird, ereignet sich die-

ser F
all nur h-1 m

al.

U
m

 die durchschnittlichen E
infügekosten bestim

m
en zu können, benötigen w

ir eine
A

bschätzung der W
ahrscheinlichkeit für das A

uftreten eines S
plit-V

organgs. U
nter der

A
nnahm

e, daß
 im

 betrachteten B
-B

aum
 nur gesucht und eingefügt w

ird, erhalten w
ir

eine obere S
chranke für seine durchschnittlichen E

infügekosten. H
at der B

aum
 m

it n
E

lem
enten N

(n) K
noten, so gab es bei seinem

 A
ufbau höchstens N

(n)-1 S
plit-V

orgän-
ge. N

(n) kann durch V
orgabe einer m

inim
alen B

elegung abgeschätzt w
erden:

.

D
ie W

ahrscheinlichkeit dafür, daß
 eine E

infügung eine S
paltung auslöst, ergibt sich

aus der M
enge der S

paltungen und den gegebenen n E
infügungen höchstens zu

.

B
ei jeder E

infügung m
uß

 eine S
eite geschrieben w

erden. B
ei einem

 S
plit-V

organg
m

üssen zusätzlich zw
ei S

chreibvorgänge - für die neu zugeordnete S
eite und die V

a-
terseite - abgew

ickelt w
erden. 

D
er durchschnittliche M

ehraufw
and bei einer E

infügung resultiert aus der W
ahrschein-

lichkeit einer S
paltung und ihren zusätzlichen K

osten.

; 
;

W
enn w

ir ein k=
100 unterstellen, kostet eine E

infügung im
 M

ittel w
avg  <

 1 +
 2/100

S
chreibvorgänge, d. h., es entsteht eine B

elastung von 2%
 für den S

plit-V
organg. B

ei
den in praktischen F

ällen üblichen W
erten von k w

erden also E
infügungen durch den

M
ehraufw

and für das S
palten nur unw

esentlich belastet.
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7.2.4
L

ö
sch

en
 in

 B
-B

äu
m

en

D
as Löschen eines S

chlüssels aus einem
 B

-B
aum

 ist nur geringfügig kom
plizierter als

das E
infügen. D

ie H
auptschw

ierigkeit besteht darin, die B
-B

aum
-E

igenschaft w
ieder-

herzustellen, w
enn die A

nzahl der E
lem

ente in einem
 K

noten kleiner als k w
ird. D

urch
A

usgleich m
it E

lem
enten aus einer N

achbarseite oder durch M
ischen (K

onkatenation)
m

it einer N
achbarseite w

ird dieses P
roblem

 gelöst. B
eim

 A
usgleichsvorgang sind in

der S
eite P

 k-1 E
lem

ente und in P
’ m

ehr als k E
lem

ente. E
r läuft nach folgendem

 S
che-

m
a ab:

E
in A

usgleichsvorgang setzt sich im
 B

aum
 nicht fort. E

s w
ird im

m
er m

indestens ein
E

lem
ent zum

 N
achbarknoten hin verschoben (über den V

aterknoten rotiert). E
s ist

aber auch eine Im
plem

entierung denkbar, bei der ein A
usgleich derart geschieht, daß

in jedem
 K

noten etw
a die H

älfte der E
lem

ente ((b+
k-1)/2) abgelegt w

erden. N
achfol-

gende Löschungen im
 gleichen K

noten w
ürden nicht sofort w

ieder einen A
usgleichs-

vorgang nach sich ziehen.

E
in M

ischen geschieht dann, w
enn in der S

eite P
, in der gelöscht w

urde, k-1 E
lem

ente
und in der N

achbarseite P
’ genau k E

lem
ente sind. D

as allgem
eine Löschschem

a sieht
folgenderm

aß
en aus:

D
ieser M

ischvorgang kann sich im
 B

aum
 fortsetzen. E

r kann im
 V

aterknoten einen
A

usgleich oder w
ieder ein M

ischen m
it einem

 N
achbarknoten anstoß

en.

M
it diesen O

perationen läß
t sich jetzt der Löschalgorithm

us folgenderm
aß

en erklären.
D

abei bedeutet b A
nzahl der E

lem
ente:

K
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P
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1.
Löschen in B

lattseite 

-
S

uche x in S
eite P

-
E

ntferne x in P
 und w

enn

a)
b ≥ k in P

: tue nichts

b)
b =

 k-1 in P
 und b >

 k in P
’: gleiche U

nterlauf über P
’ aus

c)
b =

 k-1 in P
 und b =

 k in P
’: m

ische P
 und P

’.

2.
Löschen in innerer S

eite

-
S

uche x

-
E

rsetze x =
 K

i  durch kleinsten S
chlüssel y in B

(P
i ) oder größ

ten S
chlüssel y in

B
(P

i-1 ) (nächstgröß
erer oder nächstkleinerer S

chlüssel im
 B

aum
)

-
E

ntferne y im
 B

latt P
 

-
B

ehandle P
 w

ie unter 1.

In B
ild 7.6 ist der Löschalgorithm

us an einem
 B

eispiel für das Löschen in einer B
latt-

seite und in einer inneren S
eite gezeigt.

1
3

9

Lösche 21:

1115
17

18
21

19

25

1
3

9

1115
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18

25

Lösche 11:

1
3

9

1517
19

18

25

M
ische:

1
3

9

1517
18

25
19

B
ild 7.6:

Löschen in einem
 B

-B
aum

 (τ(2,2))
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K
o

sten
an

alyse fü
r d

as L
ö

sch
en

D
er günstigste F

all liegt dann vor, w
enn in einem

 B
latt gelöscht w

ird, aber kein M
ischen

oder A
usgleich erfolgt. 

; 
;

B
eim

 A
usgleich eines U

nterlaufes, der sich nicht fortpflanzt, sind 3 S
eiten betroffen, die

geschrieben w
erden m

üssen. B
eim

 M
ischvorgang m

üssen nur die “überlebende” S
eite

und ihre V
aterseite geschrieben w

erden. D
er schlim

m
ste F

all tritt nun in der pathologi-
schen S

ituation auf, in der vom
 betroffenen B

latt her alle S
eiten bis auf die ersten zw

ei
in einem

 Löschpfad gem
ischt w

erden; beim
 N

achfolger der W
urzel tritt ein U

nterlauf
ein, der über ihre N

achbarseite und über die W
urzel ausgeglichen w

erden m
uß

:

; 
;

F
ür die durchschnittlichen Löschkosten geben w

ir eine obere S
chranke an. W

ir berech-
nen sie unter der A

nnahm
e, daß

 der R
eihe nach alle n S

chlüssel aus einem
 B

aum
 her-

ausgelöscht w
erden. F

indet bei einem
 Löschvorgang w

eder M
ischen noch A

usgleich
statt, gilt:

; 
;

Jedes Löschen eines S
chlüssels verursacht höchstens einen U

nterlauf. A
ls zusätzli-

che K
osten kom

m
en bei einem

 A
usgleichsvorgang hinzu:

; 
;

D
ie G

esam
tzahl der notw

endigen M
ischvorgänge ist durch N

(n)-1, also durch (n-1)/k
beschränkt. Jedes M

ischen kostet zusätzlich einen Lese- und einen S
chreibzugriff. D

a
nur ein B

ruchteil der Löschvorgänge ein M
ischen erforderlich m

acht, belastet es die
einzelne O

peration m
it

.

D
urch S

um
m

ation der K
ostenanteile erhalten w

ir als durchschnittliche Löschkosten

D
er A

nteil der K
osten für einen M

ischvorgang ist für groß
e k vernachlässigbar.
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7.3
O

p
tim

ieru
n

g
sm

aß
n

ah
m

en
 in

 B
-B

äu
m

en

N
achfolgend diskutieren w

ir einige M
öglichkeiten zur V

erbesserung w
ichtiger E

igen-
schaften von B

-B
äum

en. S
ie betreffen die S

peicherplatzbelegung, die S
uche in einer 

S
eite sow

ie den E
insatz von variabel langen S

chlüsseln und D
atensätzen.

7.3.1
V

erallg
em

ein
erte Ü

b
erlau

fb
eh

an
d

lu
n

g

Im
 O

riginalvorschlag des B
-B

aum
-K

onzeptes verlangte das E
infügen eines S

chlüssels
einen S

plit-V
organg, sobald die betreffende S

eite überlief. D
abei w

urde die S
chlüssel-

m
enge so auf die ursprüngliche und auf die neu zugeordnete S

eite aufgeteilt, daß
 an-

schließ
end in beiden S

eiten jew
eils k S

chlüssel gespeichert w
aren. D

a eine volle S
eite

den S
plit-V

organg auslöste, bezeichnen w
ir in diesem

 F
all den S

plitfaktor m
it m

=
1 (ein-

facher Ü
berlauf). D

ie S
peicherplatzbelegung in beiden betroffenen S

eiten ist nach ei-
ner S

paltung β =
 m

/(m
+

1) =
 1/2. E

s läß
t sich leicht überlegen, daß

 E
infügefolgen auf-

treten können, die in der ganzen B
aum

struktur eine S
peicherplatzbelegung von 50%

(A
usnahm

e: W
urzel) erzeugen. E

in B
eispiel für eine solche F

olge ist das sortierte E
in-

fügen der S
chlüssel. D

ie S
peicherplatzbelegung unter einem

 einfachen Ü
berlaufsche-

m
a bei zufälliger S

chlüsselreihenfolge ist 
 (

).

Z
ur V

erbesserung der S
peicherplatzausnutzung kann analog zum

 A
usgleich des U

n-
terlaufs beim

 Löschen ein A
usgleich des Ü

berlaufs auf K
osten des freien P

latzes in ei-
ner N

achbarseite herangezogen w
erden. D

abei w
erden ein oder m

ehrere S
chlüssel

über den V
ater zur N

achbarseite geschafft (rotiert), ohne daß
 eine neue S

eite zugeord-
net w

ird. D
ie aktuelle Im

plem
entierung kann auf unterschiedliche W

eise geschehen.
E

in geeigneter V
orschlag ist die N

euaufteilung der (2k+
1+

b) S
chlüssel derart, daß

etw
a (2k+

1+
b)/2 S

chlüssel in jede der beiden S
eiten kom

m
en. D

er S
plit-V

organg w
ird

solange verzögert, bis beide benachbarten S
eiten voll sind. D

ann erfolgt eine S
paltung

bei “doppeltem
” Ü

berlauf (m
=

2), bei der die S
chlüsselm

enge der beiden S
eiten gleich-

m
äß

ig auf drei S
eiten aufgeteilt w

ird. Ihre S
peicherplatzbelegung ist dann β =

 2/3. F
alls

nur E
infügungen abgew

ickelt w
erden, liegt die S

peicherplatzausnutzung im
 ungünstig-

sten F
all bei etw

a 66%
. T

reten jedoch zusätzlich Löschvorgänge auf, kann sie w
ieder

bis auf 50%
 absinken. D

urch eine allerdings recht kom
plexe E

rw
eiterung des A

us-
gleichs beim

 Löschen (über 3 S
eiten) läß

t sich eine höhere S
peicherplatzbelegung

auch beim
 Löschen garantieren. W

ir w
ollen jedoch diese M

öglichkeit nicht vertiefen.

D
er B

-B
aum

 m
it doppeltem

 Ü
berlauf (S

plitfaktor m
 =

 2) w
ird in der Literatur m

anchm
al

als B
*-B

aum
 bezeichnet [K

n73]. W
ir verw

enden diese B
ezeichnung hier nicht, da w

ir
sie für eine andere V

ariante des B
-B

aum
es reserviert haben.

In B
ild 7.7 w

ird das eben diskutierte A
usgleichsprinzip am

 B
eispiel erläutert. E

s veran-
schaulicht, w

ie die S
paltung einer S

eite hinausgeschoben und w
ie dadurch eine bes-

sere S
peicherplatzausnutzung erzielt w

ird. β
ln

2
≈

69%
≈
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A
ls G

renzen für die E
infügekosten bei einem

 S
plitfaktor von m

 =
 2 erhalten w

ir:

;

;
.

D
er schlim

m
ste F

all tritt dann ein, w
enn auf jeder E

bene - vom
 B

latt bis zum
 N

achfolger
der W

urzel - die S
chlüssel aus zw

ei S
eiten auf drei S

eiten aufgeteilt w
erden und w

enn
zusätzlich die W

urzel gespalten w
ird. U

nter B
etrachtung eines reinen E

infügeprozes-
ses lassen sich in einfacher W

eise G
renzen für die durchschnittlichen E

infügekosten
ableiten. Z

u den m
inim

alen K
osten kom

m
en bei einem

 A
usgleich ein Lesezugriff und

zw
ei S

chreibzugriffe hinzu. D
a bei einem

 S
plitvorgang zusätzlich zw

ei S
eiten gelesen

und 3 S
eiten geschrieben w

erden m
üssen, ergeben sich als durchschnittliche S

plitan-
teile 2/k und 3/k:

; 

D
er S

plit-V
organg läß

t sich nun in naheliegender W
eise verallgem

einern. Z
ur E

rhö-
hung der S

peicherplatzbelegung könnte bei einem
 Ü

berlauf erst in der linken N
achbar-
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1
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E
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B
ild 7.7:

E
infügen in den B

-B
aum

 bei doppeltem
 Ü

berlauf (τ(2,2))
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seite gesucht w
erden. W

enn sich kein freier P
latz lokalisieren läß

t, w
ird in der rechten

N
achbarseite gesucht. E

rst w
enn in den drei zusam

m
enhängenden S

eiten kein P
latz

gefunden w
ird, kom

m
t es zu einer S

paltung, bei der die Inhalte der drei S
eiten auf vier

S
eiten aufgeteilt w

erden (S
plitfaktor m

 =
 3). W

ird nur der E
infügeprozeß

 betrachtet, so
läß

t sich hierbei eine m
inim

ale S
peicherausnutzung von 75%

 garantieren.

D
ie V

erallgem
einerung des S

plit-V
organgs bedeutet, daß

 erst in m
 benachbarten S

ei-
ten nach freiem

 P
latz gesucht w

ird, bevor eine S
paltung erfolgt. 

D
ie S

uche geschieht dabei abw
echselnd im

 ersten, zw
eiten, dritten usw

. linken und
rechten N

achbarn. E
s ist leicht einzusehen, daß

 der S
uch- und A

usgleichsaufw
and in

diesem
 F

all stark ansteigt, so daß
 im

 praktischen E
insatz der S

plitfaktor auf 
 be-

grenzt sein sollte. W
ie aus der T

abelle 7.1 zu entnehm
en ist, erhält m

an dann beson-
ders für die m

ittlere S
peicherplatzbelegung 

 - erm
ittelt bei E

infügungen in zufälli-
ger S

chlüsselreihenfolge - hervorragende W
erte. D

ie angegebenen W
erte für 

sind untere G
renzw

erte, die für 
 erreicht w

erden.

7.3.2
S

u
ch

e in
 d

er S
eite ein

es M
eh

rw
eg

b
au

m
es

N
eben den K

osten für S
eitenzugriffe m

uß
 beim

 M
ehrw

egbaum
 der S

uchaufw
and in-

nerhalb der S
eiten als sekundäres M

aß
 berücksichtigt w

erden. E
in S

uchverfahren er-
fordert eine F

olge von V
ergleichsoperationen im

 H
auptspeicher, die bei künftigen S

ei-
tengröß

en (>
 8 K

 B
ytes) sow

ie 500 oder m
ehr S

chlüssel-V
erw

eis-P
aaren pro S

eite
durchaus ins G

ew
icht fallen können. E

ine O
ptim

ierung der internen S
uchstrategie er-

scheint deshalb durchaus gerechtfertigt. F
olgende V

erfahren lassen sich einsetzen.

S
ystem

atische S
uche

D
ie S

eite w
ird eintragsw

eise sequentiell durchlaufen. B
ei jedem

 S
chritt w

ird der betref-
fende S

chlüssel m
it dem

 S
uchkriterium

 verglichen. U
nabhängig von einer m

öglichen
S

ortierreihenfolge m
uß

 im
 M

ittel die H
älfte der E

inträge aufgesucht w
erden. B

ei 2k E
in-

trägen sind k V
ergleichsschritte erforderlich.

m
3

≤

β
a

vg
β

a
vg

k
∞

→

B
elegung

S
plitfaktor

1
1/2 =

 50%
ln 2 ≈

 69%
1

2
2/3 =

 66%
2 · ln (3/2) ≈

 81%
1

3
3/4 =

 75%
3 · ln (4/3) ≈

 86%
1

m
1

β
m

in
β

a
vg

β
m

a
x

m
m

1
+

--------------
m

ln
m

1
+m

--------------






⋅

T
abelle 7.1:

S
peicherplatzbelegung als F

unktion des S
plitfaktors
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S
prungsuche

D
ie geordnete F

olge von 2k E
inträgen w

ird in j gleich groß
e Intervalle eingeteilt. In ei-

ner ersten S
uchphase w

erden die E
inträge jedes Intervalles m

it den höchsten S
chlüs-

seln überprüft, um
 das Intervall m

it dem
 gesuchten S

chlüssel zu lokalisieren. A
nschlie-

ß
end erfolgt eine system

atische S
uche im

 ausgew
ählten Intervall (B

ild 7.8a). B
ei die-

ser S
uchstrategie fallen durchschnittlich (j/2 +

 k/j) V
ergleichsschritte an. F

ür 

erzielt m
an hierbei ein O

ptim
um

 [S
h78], w

eshalb sie oft auch als Q
uadratw

urzel-S
uche

bezeichnet w
ird. 

B
inäre S

uche

D
ie binäre S

uche setzt w
iederum

 eine geordnete F
olge der E

inträge voraus. B
ei jedem

S
uchschritt w

ird durch V
ergleich des m

ittleren E
intrags entw

eder der gesuchte S
chlüs-

sel gefunden oder der in F
rage kom

m
ende B

ereich halbiert (B
ild 7.8b). E

ine ideale H
al-

bierung läß
t sich bei 2k =

 2
j -1 (j >

 1) erreichen. D
ie A

nzahl der im
 M

ittel benötigten
V

ergleichsschritte beträgt angenähert log
2 (2k) -1. 

W
ährend eine system

atische S
uche auf E

inträgen fester und variabler Länge sow
ie bei

ihrer K
om

prim
ierung ausgeführt w

erden kann, setzen S
prungsuche und binäre S

uche
E

inträge fester Länge voraus. S
ie sind lediglich im

 F
alle einer zusätzlichen Indextabelle

in der S
eite ggf. indirekt einsetzbar [M

S
77]. D

ie V
erw

endung eines solchen zusätzli-
chen Index ist jedoch fragw

ürdig, w
eil dadurch der für E

inträge nutzbare S
peicherplatz

verkleinert w
ird.

7.3.3
E

in
satz vo

n
 variab

el lan
g

en
 S

ch
lü

sseln

D
ie D

efinition des B
-B

aum
es geht von m

inim
al k und m

axim
al 2k S

chlüsseln (E
inträ-

gen) pro S
eite aus, w

as bei S
chlüsseln gleicher Länge besagt, daß

 jede S
eite m

inde-

j
2k

=

1
m

a) S
prungsuche

1
m

b) binäre S
uche

B
ild 7.8:

S
uche in einer S

eite
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stens halb voll und höchstens voll ist. W
eiterhin ist bei S

plit-O
perationen eine gleich-

förm
ige N

euverteilung der S
chlüssel gew

ährleistet, w
ährend bei M

ischoperationen im
-

m
er garantiert w

erden kann, daß
 die betroffenen 2k E

inträge P
latz in der zugeordneten

S
eite finden.

D
a sich bei variabel langen E

inträgen w
eder ein für alle S

eiten gültiger P
aram

eter k
noch eine gleichförm

ige N
euverteilung bei S

plit-O
perationen gew

ährleisten läß
t, ist es

naheliegend, das B
-B

aum
-K

onzept w
eiterzuentw

ickeln und anstelle der strikten S
plit-

A
ufteilung S

plit-Intervalle einzuführen. B
ei jedem

 S
plit-V

organg w
ird ein S

plit-Intervall
um

 die M
itte der S

eite (z. B
. 35-65%

) festgelegt. D
ie N

euaufteilung der E
inträge im

R
ahm

en des S
plit-Intervalls erfolgt so, daß

 eine S
eite nur >

 35%
 und die zw

eite S
eite

entsprechend <
 65%

 der E
inträge aufnehm

en kann. 

D
ieses V

erfahren läß
t sich durch P

aram
eter für die G

röß
e der S

plit-Intervalle für B
lätter

und N
icht-B

lätter steuern und separat optim
ieren [B

U
77]. D

ie V
ergröß

erung der S
plit-

Intervalle tendiert zw
ar einerseits durch die zu erzielende V

erkürzung der E
inträge zur

V
erringerung der B

aum
höhe, erzeugt aber andererseits durch einen geringeren B

ele-
gungsgrad in jew

eils einer der am
 S

plit-V
organg beteiligten S

eiten m
ehr S

eiten als nö-
tig und dam

it m
ehr E

inträge in den inneren K
noten. Z

ur E
rhöhung des B

elegungsfak-
tors können deshalb bei der N

euaufteilung - ähnlich w
ie bei der verallgem

einerten
Ü

berlaufbehandlung - auch bei variablen E
intragslängen benachbarte S

eiten einbezo-
gen w

erden. D
ie grundsätzlichen S

trategien dazu w
erden in [M

cC
77] diskutiert.

7.4
B

*-B
äu

m
e

D
ie für den praktischen E

insatz w
ichtigste V

ariante des B
-B

aum
s ist der B

*-B
aum

.
S

eine U
nterscheidungsm

erkm
ale lassen sich am

 besten von der folgenden B
eobach-

tung her erklären. In B
-B

äum
en spielen die E

inträge (K
i , D

i , P
i ) in den inneren K

noten
zw

ei ganz verschiedene R
ollen:

-
D

ie zum
 S

chlüssel K
i  gehörenden D

aten D
i  w

erden gespeichert.

-
D

er S
chlüssel K

i  dient als W
egw

eiser im
 B

aum
.

F
ür diese zw

eite R
olle ist D

i  vollkom
m

en bedeutungslos. In B
*-B

äum
en w

ird in inneren
K

noten nur die W
egw

eiser-F
unktion ausgenutzt, d. h., es sind nur (K

i , P
i ) als E

inträge
zu führen. D

ie zu speichernden Inform
ationen (K

i , D
i ) w

erden in den B
lattknoten abge-

legt. D
adurch ergibt sich für einige K

i  eine redundante S
peicherung. D

ie inneren K
no-

ten bilden also einen Index (index part), der einen schnellen direkten Z
ugriff zu den

S
chlüsseln gestattet. D

ie B
lätter enthalten alle S

chlüssel m
it ihren zugehörigen D

aten
in S

ortierreihenfolge. D
urch V

erkettung aller B
lattknoten (sequence set) läß

t sich eine
effiziente sequentielle V

erarbeitung erreichen, die beim
 B

-B
aum

 einen um
ständlichen

D
urchlauf in sym

m
etrischer O

rdnung erforderte.
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D
efin

itio
n

: S
eien k, k* und h* ganze Z

ahlen, h* ≥ 0, k, k* > 0.
E

in B
*-B

aum
 B

 der K
lasse τ (k,k*,h*) ist entw

eder ein leerer B
aum

 oder ein geordneter
S

uchbaum
, für den gilt:

i.
Jeder P

fad von der W
urzel zu einem

 B
latt besitzt die gleiche Länge.

ii.
Jeder K

noten auß
er der W

urzel und den B
lättern hat m

indestens k+
1 S

öhne, die
W

urzel m
indestens 2 S

öhne, auß
er w

enn sie ein B
latt ist.

iii.
Jeder innere K

noten hat höchstens 2k+
1 S

öhne.

iv.
Jeder B

lattknoten m
it A

usnahm
e der W

urzel als B
latt hat m

indestens k* und höch-
stens 2k* E

inträge.

H
inw

eis: D
er so definierte B

aum
 w

ird in der Literatur gelegentlich als B
+-B

aum
 [C

o79]
bezeichnet.

E
s sind also zw

ei K
notenform

ate zu unterscheiden:

D
ie Z

eiger P
P

R
IO

R
 und P

N
E

X
T  dienen zur V

erkettung der B
lattknoten, dam

it alle S
chlüs-

sel direkt sequentiell aufsteigend und absteigend verarbeitet w
erden können. D

as F
eld

M
 enthalte eine K

ennung des S
eitentyps sow

ie die Z
ahl der aktuellen E

inträge. D
a die

S
eiten eine feste Länge L besitzen, läß

t sich aufgrund der obigen F
orm

ate k und k* be-
stim

m
en:

;

;

D
a in den inneren K

noten w
eniger Inform

ation pro E
intrag zu speichern ist, erhält m

an
beim

 B
*-B

aum
 einen im

 V
ergleich zum

 B
-B

aum
 beträchtlich höheren k-W

ert. E
in B

*-
B

aum
 besitzt also einen höheren V

erzw
eigungsgrad (fan-out), w

as bei gegebenem
 n

im
 M

ittel zu B
äum

en geringerer H
öhe führt.

Im
 B

ild 7.9 ist ein B
*-B

aum
 m

it derselben S
chlüsselm

enge w
ie der B

-B
aum

 in B
ild 7.4

dargestellt. E
s w

ird deutlich, daß
 die S

chlüssel im
 Indexteil redundant gespeichert sind.

K
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P
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P
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b
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noten
k

b
2k

≤
≤

B
lattknoten

k*
m

2k
*

≤
≤

freier P
latz

L

K
1

...
M

D
1

K
2

D
2

P
P

R
IO

R
P

N
E

X
T

freier P
latz

K
m

D
m

L
lM

lP
2

k
lK

lP
+

(
)

⋅
+

+
=

k
L

lM
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+
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A
ls allgem

eine R
egel gilt, daß

 jeder S
chlüssel im

 Indexteil eine K
opie des höchsten

S
chlüssels in seinem

 linken U
nterbaum

 ist. N
ach Löschungen kann diese R

egel durch-
brochen sein. In jedem

 F
all gilt jedoch, daß

 jeder S
chlüssel im

 linken U
nterbaum

 von
K

i  kleiner oder gleich K
i  ist.

7.4.1
H

ö
h

e d
es B

*-B
au

m
es

D
ie H

öhe des B
*-B

aum
es läß

t sich in ähnlicher W
eise w

ie beim
 B

-B
aum

 bestim
m

en.
D

ie A
nzahl der B

lattknoten bei m
inim

aler B
elegung eines B

*-B
aum

es ergibt sich zu 

D
ie A

nzahl von E
lem

enten erhalten w
ir 

 für h* =
 1 und

 
für 

(7.9)

B
ei m

axim
aler B

elegung gilt für die A
nzahl der B

lattknoten

 
für 

und für die A
nzahl der gespeicherten E

lem
ente

 
für 

(7.10)

M
it H

ilfe von (7.9) und (7.10) läß
t sich leicht zeigen, daß

 die H
öhe h* eines B

*-B
aum

es
m

it n D
atenelem

enten begrenzt ist durch

 
für 

.
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B
ild 7.9:

B
*-B

aum
 der K

lasse τ(3,2,3)
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7.4.2
G

ru
n

d
o

p
eratio

n
en

 b
eim

 B
*-B

au
m

D
er B

*-B
aum

 kann aufgefaß
t w

erden als eine gekettete sequentielle D
atei von B

lät-
tern, die einen Indexteil besitzt, der selbst ein B

-B
aum

 ist. Im
 Indexteil w

erden insbe-
sondere beim

 S
plit-V

organg die O
perationen des B

-B
aum

s eingesetzt. D
iese beson-

dere S
icht des B

*-B
aum

es läß
t sich w

ie folgt veranschaulichen:

W
ie bereits erw

ähnt, ist h* im
 M

ittel kleiner als h in B
-B

äum
en. D

a alle S
chlüssel in den

B
lättern sind, kostet jede direkte S

uche h* Z
ugriffe. D

a favg  beim
 B

-B
aum

 in guter N
ä-

herung m
it h abgeschätzt w

erden kann, erhält m
an also durch den B

*-B
aum

 eine effi-
zientere U

nterstützung der direkten S
uche. D

ie sequentielle S
uche erfolgt nach A

ufsu-
chen des Linksauß

en der S
truktur unter A

usnutzung der V
erkettung der B

lattseiten. E
s

sind zw
ar ggf. m

ehr B
lätter als beim

 B
-B

aum
 zu verarbeiten, doch da nur h*-1 innere

K
noten aufzusuchen sind, w

ird die sequentielle S
uche ebenfalls effizienter ablaufen.

D
as E

infügen ist von der D
urchführung und vom

 Leistungsverhalten her dem
 E

infügen
in einen B

-B
aum

 sehr ähnlich. B
ei inneren K

noten w
ird die S

paltung analog zum
 B

-
B

aum
 durchgeführt. D

er S
plit-V

organg einer B
lattseite läuft nach folgendem

 S
chem

a
ab:

B
eim

 S
plit-V

organg m
uß

 gew
ährleistet sein, daß

 jew
eils die höchsten S

chlüssel einer
S

eite als W
egw

eiser in den V
aterknoten kopiert w

erden. A
uß

erdem
 m

uß
 die neue S

ei-
te in die verkettete Liste der B

lattknoten aufgenom
m

en w
erden. D

ie V
erallgem

eine-
rung des S

plit-V
organgs läß

t sich analog zum
 B

-B
aum

 einführen.

Indexteil:
B

-B
aum

 von S
chlüsseln

sequentielle sortierte
D

atei der B
lätter

• • •

K
D

K
2k*

...
...

K
1

D
k*

...
...

D
1

K
k*

K
2k*

D
2k*

D
k*+

1
K

k*+
1

K
1

D
k*

...
...

D
1

K
k*

K
2k*

D
2k*

D
k*+

1
K

k*+
1

K
D

...

⇒
K

k*
...

...
K

2k*
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D
er Löschvorgang in einem

 B
*-B

aum
 ist einfacher als im

 B
-B

aum
. D

atenelem
ente w

er-
den im

m
er von einem

 B
latt entfernt. D

ie kom
plexe F

allunterscheidung zum
 Löschen

eines E
lem

entes aus einem
 inneren K

noten entfällt also beim
 B

*-B
aum

. W
eiterhin m

uß
beim

 Löschen eines S
chlüssels aus einem

 B
latt dieser S

chlüssel nicht aus dem
 Index-

teil entfernt w
erden; er behält seine F

unktion als W
egw

eiser. E
in S

chlüssel K
i  im

 Index-
teil m

uß
 nur als S

eparator zw
ischen seinem

 linken und rechten U
nterbaum

 dienen.
D

eshalb ist jeder beliebige S
tring, der diese F

unktion erfüllt, zulässig. E
inige E

infüge-
und Löschoperationen sind für einen B

*-B
aum

 in B
ild 7.10 gezeigt.

7.4.3
V

erg
leich

 vo
n

 B
- u

n
d

 B
*-B

au
m

Z
usam

m
enfassend seien noch einm

al die w
ichtigsten U

nterschiede des B
*-B

aum
s

zum
 B

-B
aum

 und seine V
orteile aufgelistet:

-
E

s w
ird eine strikte T

rennung zw
ischen D

atenteil und Indexteil vorgenom
m

en.
D

atenelem
ente stehen nur in den B

lättern des B
*-B

aum
es.

-
S

chlüssel im
 inneren K

noten haben nur W
egw

eiserfunktion. S
ie können auch

durch beliebige T
renner ersetzt oder durch K

om
prim

ierungsalgorithm
en verkürzt

w
erden.
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B
ild 7.10: 

E
infügen und Löschen im

 B
*-B

aum
: τ(2,2,h*)
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-
K

ürzere S
chlüssel oder T

renner in den inneren K
noten erhöhen den V

erzw
ei-

gungsgrad des B
aum

es und verringern dam
it seine H

öhe.

-
D

ie redundant gespeicherten S
chlüssel erhöhen den S

peicherplatzbedarf nur ge-
ringfügig (<

 1%
).

-
D

er Löschalgorithm
us ist einfacher.

-
D

urch die V
erkettung der B

lattseiten w
ird eine schnellere sequentielle V

erarbei-
tung erzielt.

A
nhand eines praktischen B

eispiels sollen für B
- und B

*-B
aum

 die M
engen der E

le-
m

ente, die sich in einem
 B

aum
 vorgegebener H

öhe abspeichern lassen, gegenüber-
gestellt w

erden. D
ie S

eitengröß
e sei L=

 2048 B
ytes. Jeder Z

eiger P
i , jede H

ilfsinform
a-

tion und jeder S
chlüssel K

i  seien 4 B
ytes lang. B

ezüglich der D
aten w

ird folgende F
all-

unterscheidung gem
acht:

-
bei eingebetteter S

peicherung ist lD
 =

 76 B
ytes

-
bei separater S

peicherung ist lD  =
 4 B

ytes, d. h., im
 B

aum
 w

ird nur ein Z
eiger auf

den D
atensatz gespeichert.

F
ür den B

-B
aum

 erhalten w
ir

-
bei eingebetteter S

peicherung: k =
 12;

-
bei separater S

peicherung: k =
 85;

A
ls P

aram
eterw

erte für den B
*-B

aum
 ergeben sich

-
bei eingebetteter S

peicherung: k =
 127; k* =

 12;

-
bei separater S

peicherung: k =
 127; k* =

 127;

D
ie G

leichungen (7.4), (7.5), (7.9) und (7.10), die für m
inim

ale und m
axim

ale B
elegung

gelten, seien nochm
als zusam

m
engestellt:

D
am

it ergeben sich folgende Z
ahlenw

erte für den B
-B

aum
:

B
-B

aum
B

*-B
aum

n
m

in
2

k
1

+
(

) h
1

–
⋅

1
–

2k
*

k
1

+
(

) h
*

2
–

⋅

n
m

a
x

2k
1

+
(

) h
1

–
2k

*
2k

1
+

(
) h

*
1

–
⋅

D
atensätze separat (k=

85)
D

atensätze eingebettet (k=
12)

h
n

m
in

n
m

ax
n

m
in

n
m

ax

1
1

170
1

24
2

171
29.240

25
624

3
14.791

5.000.210
337

15.624
4

1.272.112
855.036.083

4.393
390.624
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D
ie entsprechenden W

erte für den B
*-B

aum
 sind in der folgenden T

abelle zusam
m

en-
gefaß

t:

E
s ist klar, daß

 sich die W
ertebereiche von B

- und B
*-B

aum
 für eine bestim

m
te H

öhe
überlappen. Jedoch ist die deutliche Ü

berlegenheit des B
*-B

aum
es zu erkennen. B

e-
sonders deutlich tritt sie im

 F
all eingebetteter D

atensätze hervor. T
rotz der R

edundanz
im

 Indexteil stellt der B
*-B

aum
 die effizientere S

truktur dar.

7.5
R

ed
u

ktio
n

 d
er H

ö
h

e vo
n

 M
eh

rw
eg

b
äu

m
en

D
ie H

öhe eines M
ehrw

egbaum
es ist der dom

inierende F
aktor für seine Z

ugriffszeit.
E

ine gew
isse R

eduktion der H
öhe läß

t sich durch eine geeignete W
ahl des S

plit-F
ak-

tors m
 erreichen. D

er w
eiteren O

ptim
ierung liegt folgender G

edankengang zugrunde:

-
D

urch V
erbreiterung des M

ehrw
egbaum

es läß
t sich seine H

öhe reduzieren.

-
D

urch E
rhöhung der A

nzahl der Z
eiger in den inneren K

noten w
ird der B

aum
 ver-

breitert.

-
D

ie A
nzahl der Z

eiger in den inneren K
noten kann durch V

erkürzung der S
chlüs-

sellänge erhöht w
erden.

7.5.1
S

ch
lü

sselko
m

p
rim

ieru
n

g

U
nter B

eibehaltung der D
efinition von B

- und B
*-B

aum
 m

it vorgegebenem
 P

aram
eter

k (feste Länge der E
inträge) läß

t sich nur eine gleichförm
ige V

erkürzung der S
chlüssel

bei gew
issen F

eldtypen (C
H

A
R

, D
E

C
 etc.) durch Z

eichenkom
prim

ierung vorschlagen.
In praktischen Im

plem
entierungen ist es vorteilhaft, die im

 K
onzept festgelegten gleich-

langen E
inträge aufzugeben und variable Längen zu erlauben. D

er U
nterlauf einer S

ei-
te kann auch ohne P

aram
eter k über die tatsächliche S

peicherbelegung kontrolliert
w

erden. E
ine P

räfix-K
om

prim
ierung [W

a73] als einfachste T
echnik gestattet die R

ege-
nerierung des S

chlüssel innerhalb einer S
eite und ist deshalb für B

- und B
*-B

aum
 ein-

setzbar. 

D
atensätze separat 

D
atensätze eingebettet 

(k=
127, k *=

 127)
(k=

12, k *=
 127)

h
n

m
in

n
m

ax
n

m
in

n
m

ax

1
1

254
1

24
2

254
64.770

24
6.120

3
32.512

16.516.350
3.072

1.560.600
4

4.161.536
4.211.669.268

393.216
397.953.001
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B
*-B

äum
e lassen noch w

irksam
ere K

om
prim

ierungsverfahren zu, da ein R
eferenz-

schlüssel nur W
egw

eiserfunktion hat. E
in in der P

raxis bew
ährtes V

erfahren (V
S

A
M

)
ist die P

räfix-S
uffix-K

om
prim

ierung (front and rear com
pression, [W

a73]). D
ie S

chlüs-
sel in einer S

eite w
erden fortlaufend kom

prim
iert derart, daß

 nur der T
eil des S

chlüs-
sels-

vom
 Z

eichen, in dem
 er sich vom

 V
orgänger (V

) unterscheidet,

-
bis zum

 Z
eichen, in dem

 er sich vom
 N

achfolger (N
) unterscheidet,

zu übernehm
en ist. D

abei ist es ausreichend, nur die A
nzahl der Z

eichen F
 (=

 V
-1) des

S
chlüssels, die m

it dem
 V

orgänger übereinstim
m

en, und die Länge L (=
 M

A
X

(N
-F

, 0))
des kom

prim
ierten S

chlüssels m
it der dazugehörigen Z

eichenfolge zu speichern. E
in

einfacher S
uchalgorithm

us in der S
eite kann m

it dieser D
atenstruktur und einem

 K
el-

lerm
echanism

us zw
ar nicht den ganzen S

chlüssel, aber doch den T
eil des S

chlüssels
bis 

zur 
E

indeutigkeitslänge 
leicht 

rekonstruieren. 
T

heoretische 
U

ntersuchungen
[N

e79] und praktische E
rfahrungen (V

S
A

M
) haben gezeigt, daß

 die durchschnittlichen
kom

prim
ierten S

chlüssellängen 1,3-1,8 B
ytes ausm

achen. D
azu kom

m
en noch 2 B

y-
tes V

erw
altungsaufw

and pro E
intrag. E

in eindrucksvolles B
eispiel für die W

irksam
keit

dieser K
om

prim
ierungstechnik ist in B

ild 7.11 dargestellt. 

7.5.2
P

räfix-B
-B

äu
m

e

B
ei den Ü

berlegungen, eine m
öglichst hohe S

chlüsselkom
prim

ierung zu erzielen, kann
m

an noch einen S
chritt w

eiter gehen. W
egen der ausschließ

lichen W
egw

eiser-F
unkti-

on der R
eferenzschlüssel ist es nicht nötig, die O

ptim
ierungsm

aß
nahm

en auf die
S

chlüssel zu stützen, die in den B
lattknoten tatsächlich vorkom

m
en. E

s genügt jew
eils,

Schlüssel (unkom
prim

iert) 
V

N
F

L
 

W
ert

C
IT

Y
_O

F
_N

E
W

_O
R

L
E

A
N

S
... G

U
T

H
E

R
IE

, A
R

L
O

1
6

0
6

C
IT

Y
_O

C
IT

Y
_T

O
_C

IT
Y

... R
A

F
F

E
R

T
T

Y
, G

E
R

R
Y

6
2

5
0

C
L

O
SE

T
_C

H
R

O
N

IC
L

E
S

... K
A

N
SA

S
2

2
1

1
L

C
O

C
A

IN
E

... C
A

L
E

, J.J
2

3
1

2
O

C
C

O
L

D
_A

S_IC
E

... FO
R

E
IG

N
E

R
3

6
2

4
L

D
_A

C
O

L
D

_W
IN

D
_T

O
_W

A
L

H
A

L
L

A
... JE

T
H

R
O

_T
U

L
L

6
4

5
0

C
O

L
O

R
A

D
O

... S
T

IL
L

S
, ST

E
P

H
E

N
4

5
3

2
O

R
C

O
L

O
U

R
S

... D
O

N
O

V
A

N
5

3
4

0
C

O
M

E
_IN

S
ID

E
... C

O
M

M
O

D
O

R
E

S
3

13
2

11
M

E
_IN

S
ID

E
__

C
O

M
E

_IN
SID

E
_O

F_M
Y

_G
U

ITA
R

... B
E

L
L

A
M

Y
_B

R
O

T
H

E
R

S
13

6
12

0
C

O
M

E
_O

N
_O

V
E

R
... B

E
E

_G
E

E
S

6
6

5
1

O
C

O
M

E
_T

O
G

E
T

H
E

R
... B

E
A

T
L

E
S

6
4

5
0

C
O

M
IN

G
_IN

T
O

_L
O

S_A
N

G
E

L
E

S
... G

U
T

H
E

R
IE

, A
R

L
O

4
4

3
1

I
C

O
M

M
O

T
IO

N
... C

C
R

4
4

3
1

M
C

O
M

PA
R

E
D

_T
O

_W
H

A
T

?
... FL

A
C

K
, R

O
B

E
R

TA
4

3
3

0
C

O
N

C
L

U
SIO

N
... E

L
P

3
4

2
2

N
C

C
O

N
FU

SIO
N

... PR
O

C
O

L
_H

A
R

U
M

4
1

3
0

B
ild 7.11:

A
nw

endungsbeispiel für die P
räfix-S

uffix-K
om

prim
ierung
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in jedem
 inneren K

noten einen R
eferenzschlüssel R

i  so zu konstruieren, daß
 er die

M
enge der R

eferenzschlüssel und S
chlüssel seines linken T

eilbaum
es R

(Z
i-1 ) von der

seines rechten T
eilbaum

es R
(Z

i ) zu trennen erlaubt. E
in anschauliches B

eispiel dafür

übernehm
en w

ir aus [B
U

77]. D
ie daraus resultierenden B

äum
e w

erden dort als einfa-
che P

räfix-B
-B

äum
e bezeichnet. N

ach dem
 S

plit-V
organg bei einer S

eite sei die in B
ild

7.12 gezeigte S
chlüsselbelegung entstanden.

B
eim

 S
plit-V

organg ist ein R
eferenzschlüssel

R
i  m

it x <
 R

i  ≤ y für alle x ∈
 R

(Z
i-1 ) und alle y ∈

 R
(Z

i )

zu erm
itteln und in den V

aterknoten zu transportieren. F
ür R

i  kann im
 B

eispiel irgend-

eine Z
eichenfolge s m

it der E
igenschaft

C
ookiem

onster <
 s ≤ E

rnie

als S
eparator konstruiert w

erden. A
us O

ptim
ierungsgründen w

ird m
an im

m
er einen der

kürzesten S
eparatoren - also D

 oder E
 - w

ählen. 

B
ei starren S

plit-R
egeln, die eine gleichm

äß
ige S

eitenaufteilung verlangen, bleibt  in
vielen F

ällen die W
irkung der K

om
prim

ierung bei diesem
 V

erfahren fast w
irkungslos,

w
enn näm

lich die S
chlüsselm

engen sehr dicht liegen und die K
onstruktion langer S

e-
paratoren erzw

ingen (S
ystem

program
m

 <
 s ≤ S

ystem
program

m
ierer). D

a sich bei va-
riabel langen E

inträgen in der S
eite ihre gleichförm

ige N
euverteilung ohnehin nicht ge-

w
ährleisten läß

t, ist es hier naheliegend, S
plit-Intervalle einzusetzen. D

ie N
euauftei-

lung der E
inträge im

 R
ahm

en des S
plit-Intervalls kann dann so erfolgen, daß

 sich ein
m

öglichst kurzer S
eparator konstruieren läß

t.

E
ine letzte S

tufe der O
ptim

ierung zur V
erdichtung der R

eferenzschlüssel läß
t sich

durch die sogenannten P
räfix-B

-B
äum

e erreichen. In [B
U

77] w
ird analog zur P

räfix-
K

om
prim

ierung vorgeschlagen, die P
räfixe der S

eparatoren und S
chlüssel pro S

eite
oder gar im

 gesam
ten B

aum
 nur einm

al zu speichern.

Z
i

Z
i-1

R
i

• • •
• • •

B
igbird

•
B

urt
•

C
ookiem

onster
•

E
rnie

•
G

rouch
•

Snuffleopoggus
•

B
ild 7.12:

S
chlüsselbelegung in einem

 einfachen P
räfix-B

-B
aum
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7.6
S

p
ezielle B

-B
äu

m
e

B
-B

äum
e w

urden für den E
insatz auf E

xternspeichern entw
orfen, w

obei die K
noten-

größ
e der Ü

bertragungseinheit entsprach. Z
iel aller O

ptim
ierungsüberlegungen w

ar
die M

inim
ierung der H

öhe des B
-B

aum
es, da sie den dom

inierenden K
ostenanteil bei

der direkten S
uche darstellte. S

ollen B
-B

äum
e bei A

nw
endungen auf linearen S

pei-
chern (H

auptspeicher) eingesetzt w
erden, spielen diese Ü

berlegungen keine R
olle

m
ehr, da das A

ufsuchen des nächsten E
intrags in einem

 K
noten im

 P
rinzip genauso

teuer ist w
ie das A

ufsuchen eines E
intrags in einem

 S
ohnknoten. 

7.6.1
2-3-B

äu
m

e

B
ei B

-B
äum

en für lineare S
peicher kann das K

notenform
at also ohne E

ffizienzverlust
so klein w

ie m
öglich gew

ählt w
erden, um

 den nicht genutzten S
peicherplatz in einem

K
noten zu m

inim
ieren. E

in solcher B
-B

aum
 ist aus der K

lasse τ(1,h); er w
ird oft auch

als 2-3-B
aum

 bezeichnet.

D
efin

itio
n

: E
in 2-3-B

aum
 ist ein m

-W
ege-S

uchbaum
 (m

=
3), der entw

eder leer ist oder

die H
öhe 

 hat und folgende E
igenschaften besitzt:

i.
A

lle K
noten haben einen oder zw

ei E
inträge (S

chlüssel).

ii.
A

lle K
noten auß

er den B
lattknoten besitzen 2 oder 3 S

öhne.

iii.
A

lle B
lattknoten sind auf derselben S

tufe.

D
er 2-3-B

aum
 ist ein B

-B
aum

 und dam
it ist er ein balancierter B

aum
. E

s gelten alle für
den B

-B
aum

 entw
ickelten S

uch- und M
odifikationsalgorithm

en. M
it H

ilfe von (7.6) und
k=

1 läß
t sich die S

chw
ankungsbreite seiner B

elegung bestim
m

en:

D
am

it ergeben sich für seine H
öhe folgende G

renzen:

für 

und 
für 

Z
ur V

eranschaulichung ist in B
ild 7.13 ein 2-3-B

aum
 m

it seinen V
eränderungen nach

verschiedenen E
infügeoperationen dargestellt. E

s fällt auf, daß
 der 2-3-B

aum
 beson-

ders nach seiner H
öhenveränderung eine sehr schlechte S

peicherplatzausnutzung
aufw

eist. D
ieser N

achteil der schlechten S
peicherplatzausnutzung soll durch eine M

o-
difikation der B

-B
äum

e der K
lasse τ(1,h) verm

ieden w
erden.

h
1

≥n
m

in
2

h
1

–
n

3
h

1
–

≤
≤

n
m

a
x

=
=

lo
g

3
n

1
+

(
)

h
lo

g
2

n
1

+
(

)
≤

≤
n

1
≥

h
0

=
n

0
=
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a)b)
E

infügen von 42:

c)
E

infügen von 18:

d)
E

infügen von 99:

34

15
23

5
11

58

16
21

77
90

35
47

3334

15
23

5
11

16
21

77
90

33
35

47 42
58

18
34

5
11

77
90

21
35

47 42
58

33
16

15
23

90

34

5
11

21
35

47
33

16

15
23

18
58

77
99

42

B
ild 7.13: 

E
infügeoperationen im

 2-3-B
aum
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7.6.2
B

in
äre B

-B
äu

m
e

D
urch eine S

peicherung der B
-B

aum
-K

noten als gekettete Listen m
it einem

 oder zw
ei

E
lem

enten läß
t sich der nichtausgenutzte S

peicherplatz einsparen. F
olgende T

rans-
form

ation der K
notenform

ate ist m
öglich:

D
abei w

ird die K
notenbildung des B

-B
aum

s aufgegeben. D
ie E

inträge übernehm
en die

R
olle der K

noten, w
obei jeder K

noten w
ie beim

 binären S
uchbaum

 höchstens zw
ei

V
erw

eise zu anderen K
noten besitzt. In der obigen D

arstellung sind zw
ei A

rten von
V

erw
eisen zu unterscheiden: horizontale V

erw
eise (ρ-Z

eiger) und vertikale V
erw

eise
(δ-Z

eiger). S
ie m

üssen bei der K
onstruktion eines binären B

-B
aum

es berücksichtigt
w

erden. D
a diese U

nterscheidung nur bei rechten Z
eigern notw

endig ist, genügt bei
der D

arstellung der Z
eiger ein zusätzliches B

it.

D
efin

itio
n

: E
in binärer B

-B
aum

 ist ein binärer S
uchbaum

 m
it zw

ei A
rten von V

erw
ei-

sen, den δ-V
erw

eisen und den ρ-V
erw

eisen, so daß
 gilt:

i.
A

lle linken V
erw

eise sind δ-V
erw

eise.

ii.
Jeder P

fad von der W
urzel zum

 B
latt enthält gleichviel δ-V

erw
eise

iii.
R

echte V
erw

eise können ρ-V
erw

eise sein; jedoch gibt es keine aufeinanderfolgen-
de ρ-V

erw
eise.

In B
ild 7.14 ist der Ü

bergang von einem
 B

-B
aum

 der K
lasse τ(1,h) zu einem

 binären B
-

B
aum

 graphisch dargestellt. Im
 G

egensatz zum
 2-3-B

aum
 w

erden bei der B
estim

m
ung

der H
öhe des binären B

-B
aum

es nicht nur δ-V
erw

eise berücksichtigt. E
s w

ird vielm
ehr

die größ
te P

fadlänge des B
aum

es als F
olge von δ- und ρ-V

erw
eisen herangezogen. R

.
B

ayer erm
ittelt in [B

a71] folgende G
renzen für seine H

öhe als m
axim

ale A
nzahl von

K
noten in einem

 P
fad von der W

urzel zu einem
 B

latt:

K
1

K
2

K
1

P
0

P
1

P
0

P
1

P
2

B
-B

aum
 (k =

 1)
binärer B

-B
aum

K
1

P
2

P
1

P
0

K
1

P
1

P
0

K
2

lo
g

2
n

1
+

(
)

h
2

lo
g

2
n

2
+

(
)

⋅
2

–
≤

≤
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Im
 günstigsten F

all stellt der binäre B
-B

aum
 einen vollständigen binären S

uchbaum
dar, d. h., es gibt keine ρ-V

erw
eise. Im

 ungünstigsten F
all verdoppelt sich ungefähr sei-

ne H
öhe dadurch, daß

 auf dem
 längsten S

uchpfad nach einem
 δ-V

erw
eis jew

eils ein
ρ-V

erw
eis folgt. D

ie obere G
renze der B

aum
höhe ist schlechter als beim

 A
V

L-B
aum

;
sein B

alancierungskriterium
 ist also nicht so strikt w

ie das des A
V

L-B
aum

es. 

S
uchvorgänge im

 binären B
-B

aum
 laufen w

ie beim
 binären S

uchbaum
 ab. M

an sieht
sofort, daß

 ein D
urchlauf in Z

w
ischenordnung die sortierte F

olge aller S
chlüssel liefert.

E
infüge- und Löschvorgänge entsprechen denen eines B

-B
aum

s aus τ(1,h). Z
ur V

er-
deutlichung sind die prinzipiellen S

chritte des E
infügens von E

lem
enten für die ver-

schiedenen F
älle in B

ild 7.15 skizziert. E
infügungen geschehen nur in den B

lättern, die
sich im

m
er auf gleicher S

tufe befinden m
üssen. D

ie dazu notw
endigen A

usgleichsvor-
gänge bew

irken ein W
achstum

 von den B
lättern zur W

urzel. In den F
ällen a und b ist

nur ein “H
ochbiegen” des neu eingefügten Z

eigers und ggf. eine einfache Z
eigerrota-

tion notw
endig. In den F

ällen c und d ist zur E
rstellung eines zulässigen U

nterbaum
es

zusätzlich eine sogenannte doppelte R
otation notw

endig. D
a auf der W

urzelebene des
U

nterbaum
es ein K

noten dazukom
m

t, kann sich der R
eorganisationsvorgang nach

oben hin fortpflanzen. D
ie zu a - d sym

m
etrischen F

älle w
erden analog behandelt.

22

8
17

19
1

3 2
6

22

20

12
14

10
16

11
15

78
17

11

10
12

14
16

19

20
6

1
7

3

2
15

B
ild 7.14:

Ü
ergang von einem

 B
-B

aum
 aus τ(1,3) zu einem

 binären B
-B

aum
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a)
E

infügen von K
1  

b)
E

infügen von K
3  

c)
E

infügen von K
3  

d)
E

infügen von K
5  

K
4

K
2

K
6

K
1

K
4

K
2

K
6

K
1

K
4

K
1

K
6

K
2

K
4

K
2

K
6

K
3

K
4

K
2

K
6

K
3

K
4

K
1

K
6

K
2

K
3

K
4

K
1

K
6

K
2

K
3

K
4

K
1

K
6

K
2

K
3

K
7

K
4

K
2

K
6

K
5

K
6

K
2

K
7

K
4

K
5

K
7

K
4

K
2

K
6

K
5

B
ild 7.15:

E
infügen von E

lem
enten in einen binären B

-B
aum

 
K

i
K

i
1

+
<

(
)
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7.6.3
S

ym
m

etrisch
e b

in
äre B

-B
äu

m
e

D
ie E

inschränkung, daß
 nur rechte V

erw
eise ρ-V

erw
eise sein können, führt zu einer

gew
issen A

sym
m

etrie bei binären B
-B

äum
en, die sich w

eder durch E
ffizienz- noch

durch B
alancierungsüberlegungen rechtfertigen läß

t. D
ie A

ufgabe dieser E
inschrän-

kung und die E
inführung von rechten und linken H

orizontalverw
eisen liefern die K

lasse
der sym

m
etrischen binären B

-B
äum

e (S
B

B
-B

äum
e). S

ie stellen im
 M

ittel geringfügig
effizientere S

uchbäum
e dar; ihre E

infüge- und Löschalgorithm
en sind jedoch etw

as
kom

plizierter. D
a jeder Z

eiger ρ - oder δ-Z
eiger sein kann, w

erden pro K
noten zw

ei B
its

zur K
ennzeichnung der Z

eigerart benötigt.

D
efin

itio
n

: E
in sym

m
etrischer binärer B

-B
aum

 ist ein binärer S
uchbaum

 m
it zw

ei A
r-

ten von V
erw

eisen, den ρ-V
erw

eisen und den δ-V
erw

eisen, so daß
 gilt:

i.
D

ie P
fade von der W

urzel zu jedem
 B

latt besitzen dieselbe A
nzahl von δ-V

erw
ei-

sen.

ii.
A

lle K
noten m

it A
usnahm

e von denen auf der untersten δ-E
bene besitzen 2 S

öhne.

iii.
E

inige V
erw

eise können ρ-V
erw

eise sein; jedoch gibt es keine aufeinanderfolgen-
den ρ-V

erw
eise.

S
ym

m
etrische binäre B

-B
äum

e lassen sich in einfacher W
eise als spezielle B

-B
äum

e
m

it einem
 etw

as geänderten B
alancierungskriterium

 erklären. D
anach kann ein B

-
B

aum
-K

noten 1, 2 oder 3 E
inträge enthalten. D

iese K
notenbelegungen für den S

B
B

-
B

aum
 sind in B

ild 7.16 veranschaulicht. 

K
1

K
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K
1

P
0

P
1

P
0

P
1

P
2

K
1

P
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P
1

P
0

K
1

P
1

P
0

K
2

P
2

K
1

P
1

P
0

K
2
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K
1

K
2

P
0

P
1

P
2

K
1

P
1

P
0

K
2

K
3

K
3

P
3

P
2

P
3

B
ild 7.16: K

notenbelegungen beim
 sym

m
etrischen binären B

-B
aum
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D
er Ü

bergang von einem
 m

odifizierten B
-B

aum
 zu einem

 S
B

B
-B

aum
 ist in B

ild 7.17
veranschaulicht. M

an erkennt, daß
 sich für die H

öhe des S
B

B
-B

aum
es die gleichen

G
renzen w

ie beim
 binären B

-B
aum

 ergeben. S
ie sind in [B

a72] ausführlich abgeleitet:

D
ie S

uchalgorithm
en für den S

B
B

-B
aum

 entsprechen denen des binären S
uchbau-

m
es. B

ei A
ktualisierungsoperationen m

üssen die D
efinitionskriterien des S

B
B

-B
aum

es
aufrechterhalten w

erden. B
eispielhaft sollen hier nur einige P

roblem
e des E

infügens
skizziert w

erden. E
infügungen finden w

ie im
m

er an den B
lattknoten statt. F

alls der
neue K

noten als rechter/linker B
ruder eines B

lattknotens eingefügt w
erden kann,

stoppt der E
infügevorgang. S

onst sind im
 w

esentlichen die folgenden S
chritte erforder-

lich:

D
ieser R

eorganisationsvorgang kann sich rekursiv fortsetzen. S
ym

m
etrische F

älle
w

erden analog behandelt. F
ür die detaillierte B

eschreibung der A
ktualisierungsopera-

tionen w
ird auf [B

a72] verw
iesen.

In B
ild 7.18 ist die schrittw

eise K
onstruktion von S

B
B

-B
äum

en dargestellt. S
ie soll noch

einm
al das oben eingeführte R

eorganisationsprinzip verdeutlichen.
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g
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+
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+
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B
ild 7.17:

Ü
bergang von einem

 m
odifizierten B

-B
aum

 zu einem
 S

B
B

-B
aum
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a)
7 6; 5 4; 3 2; 1; 

b)
3 4; 5 2 6; 1; 7; 

c)
6 2; 4 1 3 7 5; 

d)
1 7; 3 5; 4 2 6; 

7.6.4
V

erg
leich

 d
er sp

eziellen
 B

-B
äu

m
e

B
ei allen eingeführten speziellen B

äum
en handelt es sich um

 balancierte B
äum

e. D
er

binäre B
-B

aum
 und der S

B
B

-B
aum

 sind binäre S
uchbäum

e m
it bestim

m
ten B

alancie-
rungskriterien. S

ie können also m
it dem

 A
V

L-B
aum

 im
 H

inblick auf ihr B
alancierungs-

kriterium
 und ihr Leistungsverhalten verglichen w

erden. 

Z
w

ischen der K
lasse der binären B

-B
äum

e und der K
lasse der A

V
L-B

äum
e besteht

kein Z
usam

m
enhang [B

a71]. B
eispielsw

eise ist der in B
ild 7.14 gezeigte binäre B

-
B

aum
 kein A

V
L-B

aum
. A

ndererseits ist ein aus zw
ei K

noten bestehender A
V

L-B
aum

m
it einem

 linken S
ohn kein binärer B

-B
aum

.
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4
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4
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B
ild 7.18: K

onstruktion von S
B

B
-B

äum
en durch vorgegebene E

infügereihenfolge
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In [B
a72] w

ird gezeigt, daß
 es zu jedem

 A
V

L-B
aum

 einen identischen S
B

B
-B

aum
 gibt,

w
enn m

an beim
 S

B
B

-B
aum

 auf die U
nterscheidung zw

ischen δ- und ρ- V
erw

eisen ver-
zichtet. D

ie A
V

L-B
äum

e sind eine echte U
nterklasse zu den S

B
B

-B
äum

en. S
ie besit-

zen ein strengeres B
alancierungskriterium

, d. h., sie verlangen im
 M

ittel einen höheren
R

eorganisationsaufw
and. D

afür garantieren sie günstigere G
renzen für die B

aum
hö-

he, w
as im

 M
ittel einen geringfügig besseren S

uchaufw
and erw

arten läß
t.

Z
um

 V
ergleich sind noch einm

al die H
öhen der verschiedenen B

äum
e in der nachfol-

genden T
abelle zusam

m
engestellt. D

ie in K
lam

m
ern angegebenen Z

ahlenw
erte bezie-

hen sich auf n =
 100.

Z
um

 V
ergleich m

it dem
 2-3-B

aum
 m

uß
 berücksichtigt w

erden, daß
 bei ihm

 keine V
er-

arbeitungskosten für Z
ugriffe im

 K
noten angesetzt w

urden. B
ei S

trukturen für einstufi-
ge S

peicher dürfen diese jedoch nicht vernachlässigt w
erden. S

eine Z
ugriffskosten

sollten deshalb m
it denen des binären B

-B
aum

s abgeschätzt w
erden. A

uß
erdem

 er-
zeugt der 2-3-B

aum
 einen höheren S

peicherplatzbedarf.

günstigster F
all

ungünstigster F
all

2-3-B
aum

(4.20)
(6.64)

A
V

L-B
aum

(6.64)
(9.59)

bin. B
-B

aum
(6.64)

(11.35)

S
B

B
-B

aum
(6.64)

(11.35)
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8.
D

ig
itale S

u
ch

b
äu

m
e

B
isher beruhte der S

uchvorgang in einer B
aum

struktur auf dem
 V

ergleich von S
chlüs-

selw
erten in den aufgesuchten K

noten des B
aum

es. B
ei den digitalen S

uchbäum
en

oder kurz D
igitalbäum

en dagegen erfolgen die V
ergleiche in den B

aum
knoten zur B

e-
stim

m
ung des w

eiteren S
uchw

eges nicht nach dem
 ganzen S

chlüssel, sondern jew
eils

nach aufeinanderfolgenden T
eilen des S

chlüssels. Jede unterschiedliche F
olge von

T
eilschlüsseln ergibt einen eigenen S

uchw
eg im

 B
aum

; alle S
chlüssel m

it dem
 glei-

chen P
räfix haben in der Länge des P

räfixes den gleichen S
uchw

eg. 

B
eim

 D
igitalbaum

 w
ird die Z

iffern- oder Z
eichendarstellung der verw

endeten S
chlüs-

selm
enge ausgenutzt. E

in S
chlüssel w

ird dabei als F
olge von alphabetischen Z

eichen,
Z

iffern, B
its oder G

ruppen dieser E
lem

ente aufgefaß
t. T

reten m
 verschiedene E

lem
en-

te als T
eilschlüssel auf, d. h., hat das A

lphabet für die S
chlüsselteile die M

ächtigkeit m
,

so entsteht ein m
-W

ege-B
aum

. E
s ist jedoch kein m

-W
ege-S

uchbaum
, da er sich in der

O
rdnung der S

chlüsselw
erte in den K

noten von ihm
 unterscheidet.

Z
um

 A
ufbau des D

igitalbaum
es w

ird ein S
chlüssel der Länge L in L/k T

eile gleicher
Länge zerlegt. D

iese S
chlüsselteile ergeben nacheinander einen W

eg im
 D

igitalbaum
,

dessen i-te K
ante m

it dem
 i-ten T

eil des S
chlüssels m

arkiert ist. D
ie M

enge der für alle
S

chlüssel zu speichernden W
ege bestim

m
en den B

aum
, w

obei alle M
arkierungen der

von einem
 K

noten abgehenden K
anten paarw

eise verschieden sind. D
as A

ussehen
des D

igitalbaum
es hängt von der darzustellenden S

chlüsselm
enge ab. S

eine H
öhe

w
ird bestim

m
t von der größ

ten A
nzahl der T

eile eines S
chlüssels der zu speichernden

S
chlüsselm

enge. B
ei fester S

chlüssellänge L ist sie also h =
 L/k.

In B
ild 8.1 ist ein D

igitalbaum
 angegeben. D

ie S
chlüssel bestehen aus sechsstelligen

Z
iffern (L=

6). A
ls S

chlüsselteile w
urden Z

iffernpaare gew
ählt (k=

2). D
em

nach erhält
m

an als G
rad des B

aum
es m

=
100, w

enn alle Z
iffernkom

binationen in einem
 K

noten
auftreten. B

ei dem
 B

eispiel in B
ild 8.1 handelt es sich um

 eine konzeptionelle D
arstel-

lung, die die B
esonderheit des D

igitalbaum
es herausstellen soll. Im

 folgenden w
erden

w
ir verschiedene seiner V

arianten beschreiben, bei denen zur konkreten Im
plem

entie-
rung w

eitere F
estlegungen getroffen w

erden m
üssen. 

8.1
m

-ärer T
rie

E
ine spezielle Im

plem
entierung des D

igitalbaum
es w

urde von E
. F

redkin 1960 vorge-
schlagen. D

er N
am

e T
rie leitet sich von Inform

ation R
etrieval ab. D

er G
rad eines T

rie
w

ird durch das verw
endete A

lphabet der S
chlüssel festgelegt. E

s ergibt sich
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-
bei Z

iffern: m
 =

 10

-
bei A

lpha-Z
eichen: m

 =
 26

-
bei alphanum

erischen Z
eichen: m

 =
 36. 

8.1.1
A

u
fb

au
 ein

es T
rie

Jeder K
noten eines T

rie vom
 G

rad m
 ist im

 P
rinzip ein eindim

ensionaler V
ektor m

it m
Z

eigern. Jedes E
lem

ent im
 V

ektor ist einem
 Z

eichen des verw
endeten A

lphabets zu-
geordnet. A

uf diese W
eise w

ird ein S
chlüsselteil (K

ante) im
plizit durch die V

ektorposi-
tion ausgedrückt. E

in K
noten eines 10-ären T

rie m
it Z

iffern als S
chlüsselteile hat fol-

gendes A
ussehen:

P
i  gehört also zur Z

iffer i. T
ritt Z

iffer i in der betreffenden P
osition auf (ist also K

ante i
in der konzeptionellen D

arstellung vorhanden), so verw
eist P

i  auf den N
achfolgerkno-

ten. K
om

m
t i in der betreffenden P

osition nicht vor, so ist P
i  m

it N
IL belegt. W

enn der
K

noten auf der k-ten S
tufe eines 10-ären T

rie liegt, dann zeigt P
i  auf einen U

nterbaum
,

der nur S
chlüssel enthält, die in der k-ten P

osition die Z
iffer i besitzen. A

nalog verhält
es sich bei einem

 A
lphabet m

it A
lpha-Z

eichen. E
in K

noten enthält 26 Z
eiger. D

er Z
ei-

ger P
i  in einem

 K
noten auf der k-ten S

tufe eines solchen T
rie zeigt auf einen U

nter-
baum

, der eine S
chlüsselm

enge enthält, die jew
eils als k-tes Z

eichen das i-te Z
eichen

des A
lphabets besitzen.

471147
394925

394910
391720

391550
219901

171717
170295

170234

17

02

34
95

17

17

21

9901

39

1550

1720

49

10
25

47

11

47

B
ild 8.1: 

K
onzeptionelle D

arstellung eines D
igitalbaum

es

P
0

P
1

P
2

P
3

P
4

P
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P
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P
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P
8

P
9
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G
ew

öhnlich w
ird das k-te Z

eichen eines S
chlüssels von links nach rechts festgelegt.

D
as erste Z

eichen ist also die höchstw
ertige Z

iffer bei num
erischen S

chlüsseln oder
das führende Z

eichen in einem
 alphabetischen S

chlüssel. F
alls es von der A

nw
endung

her größ
ere V

orteile verspricht - etw
a eine bessere G

leichverteilung der S
chlüssel -,

kann der T
rie auch m

it einer Z
eichenfolge des S

chlüssels von rechts nach links aufge-
baut w

erden.

In der G
rundversion des T

rie w
ird angenom

m
en, daß

 alle S
chlüssel gleiche Länge be-

sitzen. D
ann hat der T

rie eine ähnliche S
truktur w

ie der B
*-B

aum
: die inneren K

noten
dienen als Index und von den B

lattknoten aus w
ird auf die D

atensätze verw
iesen. E

in
kleiner T

rick erlaubt eine flexiblere S
truktur des T

rie m
it der uneingeschränkten S

pei-
cherung von variabel langen S

chlüsseln. D
urch E

inführung eines speziellen T
rennzei-

chens (Leerzeichen oder P
unkt) im

 verw
endeten A

lphabet ist es m
öglich, S

chlüssel,
die P

räfix eines anderen S
chlüssels sind, im

 T
rie zu speichern. D

er S
chlüssel A

B
 w

ird
im

 T
rie als A

B
. dargestellt, um

 seinen S
uchw

eg von dem
 des S

chlüssels A
B

B
A

 zu un-
terscheiden. 

In B
ild 8.2 ist ein T

rie aus den S
chlüsseln A

B
, A

B
A

D
E

, A
B

B
A

, A
B

B
E

, A
D

A
, B

A
D

, B
A

-
D

E
, B

E
A

, D
A

, D
A

D
A

, E
D

A
, E

D
D

A
, E

D
E

 aufgebaut. D
as A

lphabet ist dabei auf die Z
ei-

chen A
-E

 beschränkt. Z
usätzlich ist als T

rennzeichen der P
unkt aufgenom

m
en, so daß

sich m
=

6 ergibt. D
ie m

it * gekennzeichneten Z
eiger - jew

eils am
 E

nde eines S
uchpfa-

des - können entw
eder Z

eiger auf den zugehörigen D
atensatz sein oder P

latzhalter,
die anzeigen, daß

 der zugehörige S
chlüssel gültig ist und existiert.

D
ie D

arstellung in B
ild 8.2 zeigt, daß

 die H
öhe des T

rie durch den längsten abgespei-
cherten S

chlüssel bestim
m

t w
ird und daß

 die G
estalt des B

aum
es von der S

chlüssel-
m

enge, also von der V
erteilung der S

chlüssel, nicht aber von der R
eihenfolge ihrer A

b-
speicherung abhängt. 

E
ine gleichförm

ige V
erteilung der S

chlüssel erzeugt einen relativ balancierten T
rie.

K
noten, die nur N

IL-Z
eiger besitzen, w

erden nicht angelegt. F
alls notw

endig, w
erden

sie beim
 E

inspeichern eines neuen S
chlüssels erzeugt. T

rotz dieser E
insparung an

S
peicherplatz ergibt sich bei vielen S

chlüsselverteilungen eine ungünstige S
peicher-

ausnutzung. B
eispielsw

eise tritt in der oben gegebenen S
chlüsselm

enge das Z
eichen

C
 überhaupt nicht auf, es m

uß
 aber w

egen der im
pliziten Z

eigerzuordnung in jedem
K

noten P
latz reserviert w

erden. A
uß

erdem
 fällt an unserem

 B
eispiel auf, daß

 zu den
B

lättern hin sehr viele E
inw

eg-V
erzw

eigungen auftreten, d. h., daß
 von m

 m
öglichen

Z
eigern nur einer besetzt ist. D

urch V
ariationen der T

rie-S
truktur lassen sich diese

N
achteile bis zu einem

 gew
issen G

rad ausgleichen.

8.1.2
G

ru
n

d
o

p
eratio

n
en

 im
 T

rie

D
as direkte S

uchen im
 T

rie ist selbsterklärend. In der W
urzel w

ird nach dem
 ersten Z

ei-
chen des S

uchschlüssels verglichen. B
ei G

leichheit w
ird der zugehörige Z

eiger ver-
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folgt. Im
 gefundenen K

noten w
ird nach dem

 zw
eiten Z

eichen verglichen usw
. S

ind alle
S

chlüssel gleich lang, endet die erfolgreiche direkte S
uche in einem

 B
latt. Im

 obigen
B

eispiel haben w
ir schon eine V

ariation des T
rie eingeführt, die bei variable langen

S
chlüsseln erlaubt, daß

 ein S
chlüssel P

räfix eines anderen sein kann. In diesem
 F

all
kann die erfolgreiche S

uche in einem
 inneren K

noten enden. D
ie aufzusuchenden

K
noten w

erden durch die A
nzahl n der S

chlüsselteile des S
uchschlüssels bestim

m
t.

H
andelt es sich um

 einen P
räfix, sind n+

1 K
noten aufzusuchen. D

er S
uchaufw

and ist
also unabhängig von der gespeicherten S

chlüsselm
enge.

W
ie leicht zu sehen ist, kann eine nicht erfolgreiche S

uche auf jeder S
tufe des T

rie en-
den. S

obald beim
 iterativen S

uchschlüsselvergleich ein N
IL-Z

eiger gefunden w
ird,

kann die S
uche abgebrochen w

erden. B
eispielsw

eise w
ird beim

 T
rie in B

ild 8.2 schon
in der W

urzel festgestellt, daß
 es keinen S

chlüssel C
A

D
 gibt. D

er T
rie erlaubt also die

effiziente B
estim

m
ung der A

bw
esenheit eines S

chlüssels in einer S
chlüsselm

enge.
D

iese E
igenschaft führt bei gew

issen A
nw

endungen zum
 bevorzugten E

insatz eines
T

rie, da ein T
rie eine bessere S

truktur als ein m
-W

ege-S
uchbaum

 darstellt, w
enn die

M
ehrzahl der S

uchvorgänge erfolglos enden.

D
as E

infügen eines neuen S
chlüssels in einen T

rie ist einfach. N
ach B

estim
m

ung des
richtigen K

notens durch eine direkte S
uche w

ird im
 einfachsten F

all ein N
IL-Z

eiger in
einen *-Z

eiger, der als P
latzhalter für den S

chlüssel dient oder die A
dresse des zuge-

hörigen D
atensatzes enthält, um

gew
andelt. E

s ist jedoch m
öglich, daß

 eine F
olge von

∗ ∗
∗

∗

∗

∗
∗

∗

∗
∗

∗

∗
∗

•
A

B
C

D
E

B
ild 8.2:

T
rie-D

arstellung für S
chlüssel aus einem

 auf A
-E

 beschränkten A
lphabet
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K
noten neu eingefügt w

erden m
uß

, die dann alle nur einen besetzten Z
eiger besitzen.

A
ls B

eispiel diene die E
infügung des S

chlüssels A
B

A
D

E
 in B

ild 8.2. 

D
as Löschen eines S

chlüssels erfolgt in um
gekehrter W

eise. N
ach A

ufsuchen des
richtigen K

notens w
ird ein *-Z

eiger auf N
IL gesetzt. B

esitzt daraufhin der K
noten nur

N
IL-Z

eiger, w
ird er aus dem

 B
aum

 entfernt. D
a dadurch in seinem

 V
orgänger-K

noten
ein Z

eiger auf N
IL gesetzt w

erden m
uß

, ist auch im
 V

orgänger der N
IL-T

est zu m
a-

chen. E
s w

erden also nur leere K
noten entfernt. B

eim
 H

inzufügen eines neuen K
no-

tens hat er nur einen relevanten Z
eigerw

ert. E
s findet also w

eder ein S
plit- noch ein

M
ischvorgang statt. D

ie Z
uordnung der K

noten ohne A
usgleichsvorgänge ist auch der

G
rund für die schlechte P

latzausnutzung.

8.1.3
V

erm
eid

u
n

g
 vo

n
 E

in
w

eg
-V

erzw
eig

u
n

g
en

 

Z
ur V

erbesserung der P
latzausnutzung läß

t sich die in B
ild 8.3 skizzierte V

ariante des
T

rie heranziehen. S
obald ein Z

eiger auf einen U
nterbaum

 m
it nur einem

 S
chlüssel ver-

w
eist, w

ird anstelle des U
nterbaum

s der darin enthaltene R
est-S

chlüssel (oder der ge-
sam

te S
chlüssel) in einem

 speziellen K
notenform

at dargestellt. D
adurch lassen sich

S
uchvorgänge abkürzen; M

odifikationsoperationen w
erden geringfügig kom

plexer.
F

ür groß
e n kann m

an nach [K
n73] m

it einem
 durchschnittlichen S

uchaufw
and von

log
m

n S
uchschritten rechnen, w

enn die S
chlüssel zufällig erzeugt sind.

•
A

B
C

D
E

∗
∗

∗
∗

∗
∗

∗
∗

∗ BEA

∗ ADA

∗ DADA

∗ EDDA

∗ ABADE

B
ild 8.3:

M
odifizierte T

rie-D
arstellung m

it V
erm

eidung von E
inw

eg-
V

erzw
eigungen
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8.1.4
D

ig
italb

au
m

 m
it variab

lem
 K

n
o

ten
fo

rm
at

Im
 T

rie besitzen die K
noten festes F

orm
at, da jedem

 S
chlüsselzeichen im

plizit eine
Z

eigerposition zugeordnet ist. S
elbst nach der vorgeschlagenen M

odifikation, die E
in-

w
eg-V

erzw
eigungen verm

eidet, sind viele K
noten nur dünn besetzt. E

s kann deshalb
eine deutliche V

erbesserung der S
peicherausnutzung erw

artet w
erden, w

enn durch
Ü

bergang auf eine variable K
notengröß

e nur noch die besetzten Z
eiger gespeichert

w
erden. D

a die im
plizite Z

uordnung von S
chlüsselzeichen zu Z

eigerposition aufgege-
ben w

erden m
uß

, ist zu jedem
 Z

eiger das zugehörige S
chlüsselzeichen explizit zu

speichern. U
nser B

eispiel erhält das in B
ild 8.4 gezeigte A

ussehen.

D
ie variable Länge des K

notenform
ats kann bei der S

peicherverw
altung gew

isse P
ro-

blem
e verursachen. D

iese lassen sich um
gehen, w

enn die einzelnen E
inträge eines

K
notens als E

lem
entarknoten fester Länge dargestellt und m

iteinander verkettet w
er-

den. S
ussenguth [S

u63] hat eine doppelte V
erkettung des D

igitalbaum
s nach folgen-

dem
 S

chem
a - für die W

urzel gezeigt - vorgeschlagen:

D
urch die doppelte V

erkettung entsteht zw
ar eine B

inärbaum
-D

arstellung, die S
uche

nach einem
 S

chlüssel verläuft jedoch w
eiterhin m

it H
ilfe einer sukzessiven Ü

berprü-
fung von S

chlüsselteilen. A
uf jeder B

aum
ebene w

ird der R
sohn-Z

eiger verfolgt, bis das

A
B

D
E

B
D

∗ BEA

∗ ADA

∗ DADA

∗ EDDA

∗ ABADE

A
E

A
D

D
A

B
∗

D
∗

A
E

∗
D

∗

A
E

∗
∗

E
∗

∗

•
•

•

B
ild 8.4:

D
igitalbaum

 m
it variablem

 K
notenform

at

A
B

D
E
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Z
eichen im

 K
noten gleich ist dem

 m
om

entanen Z
eichen des S

uchschlüssels. B
ei Z

ei-
chengleichheit w

ird der Lsohn-Z
eiger benutzt, und der S

uchschritt w
iederholt sich auf

der nächsten K
notenebene m

it dem
 nächsten Z

eichen des S
uchschlüssels. D

a die Z
ei-

chen in der R
eihenfolge der R

sohn-Z
eigerverkettung sortiert sind, kann die S

uche als
erfolglos beendet w

erden, sobald auf einer B
aum

ebene das K
ettenende oder ein Z

ei-
chen größ

er als das m
om

entane Z
eichen des S

uchschlüssels gefunden w
ird.

 B
ei n S

chlüsseln brauchen w
ir nach [K

n73] im
 D

urchschnitt m
indestens log

2 n V
erglei-

che; der V
ergleichsaufw

and ist jedoch m
indestens so groß

 w
ie beim

 binären S
uch-

baum
.

D
a die B

elegung in einem
 T

rie oft nur nahe bei der W
urzel hinreichend dicht ist, lohnt

es sich m
eistens nur, die obersten E

benen in einem
 B

aum
 als T

rie darzustellen. D
es-

halb w
ird oft eine gem

ischte S
trategie eingesetzt. A

b einer gew
issen B

aum
ebene w

er-
den die V

erw
eise oder S

chlüssel als B
inärbaum

 oder als sequentielle Liste verw
altet.

B
ei B

eschränkung des A
lphabets auf zw

ei Z
eichen (m

=
2) ergeben sich bitorientierte

D
igitalbäum

e aufgrund der Z
eichendarstellung zur B

asis 2. S
ie haben in jedem

 inneren
K

noten m
axim

al zw
ei N

achfolger, da als W
erte für einen S

chlüsselteil im
m

er nur 0 oder
1 vorkom

m
en können. 

8.2
B

in
ärer d

ig
italer S

u
ch

b
au

m

A
ls S

pezialfall eines A
lphabets läß

t sich das binäre A
lphabet einführen. D

anach w
ird

dann jeder S
chlüssel als B

itstring aufgefaß
t und auf jeder S

tufe des B
aum

es dient ge-
nau ein B

it zum
 V

ergleich. Z
w

ei unterschiedliche M
ethoden zum

 A
ufbau von binären

B
äum

en w
urden bisher entw

ickelt. 

D
ie erste M

ethode nach C
offm

an und E
ve [C

E
70] führt auf den binären digitalen S

uch-
baum

. In ihm
 ist in jedem

 K
noten jew

eils ein vollständiger S
chlüssel - genauso w

ie im
binären S

uchbaum
 - gespeichert. E

s w
ird jedoch nicht das E

rgebnis des S
chlüsselver-

gleichs zur V
erzw

eigung herangezogen. V
ielm

ehr dienen der R
eihe nach die einzel-

nen B
its des S

uchschlüssels der E
ntscheidung, ob in einem

 K
noten links oder rechts

verzw
eigt w

erden soll, w
enn der gespeicherte S

chlüssel nicht m
it dem

 S
uchschlüssel

übereinstim
m

t.

In B
ild 8.5 ist ein binärer digitaler S

uchbaum
 veranschaulicht. D

ie einzelnen Z
eichen

eines S
chlüssels sind dabei in A

S
C

II-C
ode repräsentiert. D

ie W
urzel enthält den ersten

eingespeicherten S
chlüssel H

A
N

S
. B

eim
 E

inspeichern erhält ein S
chlüssel den ersten

freien B
lattknoten, der über seine B

itfolge aufgefunden w
ird. A

lle S
chlüssel im

 linken
U

nterbaum
 des i-ten K

notens in einem
 S

uchpfad haben als i-tes B
it eine 0, die im

 rech-
ten U

nterbaum
 eine 1. D

er K
onstruktionsm

echanism
us des B

aum
es führt nicht auf die
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D
arstellung einer geordneten M

enge; ein D
urchlauf des B

aum
es in Z

w
ischenordnung

erzeugt keine S
ortierreihenfolge der S

chlüssel. 

Z
um

 A
ufsuchen eines S

chlüssels O
T

T
O

 vergleichen w
ir ihn zuerst m

it dem
 S

chlüssel
H

A
N

S
 in der W

urzel. D
a keine Ü

bereinstim
m

ung besteht und das 1. B
it von O

T
T

O
 eine

1 ist, suchen w
ir im

 rechten U
nterbaum

 w
eiter und vergleichen ihn m

it H
E

IN
Z

. D
a w

ie-
derum

 keine G
leichheit festgestellt w

ird, bestim
m

t das 2. B
it - eine 0 - den w

eiteren
W

eg usw
.

W
ie aus B

ild 8.5 erkennbar ist, w
ird das A

ussehen des B
aum

es durch die V
erteilung

der S
chlüsselm

enge und durch die R
eihenfolge ihrer A

bspeicherung geprägt. B
ei un-

günstiger S
chlüsselverteilung können lange E

inw
egverzw

eigungen - genau w
ie beim

binären S
uchbaum

 - auftreten, so daß
 sogar eine w

eitgehende E
ntartung nicht ausge-

schlossen w
erden kann. D

a keine dynam
ische B

alancierung durchgeführt w
erden

kann, sind seine E
insatzm

öglichkeiten eingeschränkt. E
in A

nw
endungsbeispiel ist die

V
erw

altung von statischen S
chlüsselm

engen m
it stark gew

ichteten Z
ugriffshäufigkei-

ten, w
obei die am

 häufigsten gesuchten S
chlüssel in der N

ähe der W
urzel gespeichert

w
erden. 

In der skizzierten G
rundversion bestim

m
t die S

chlüsselverteilung die G
estalt des B

au-
m

es, da explizit die einzelnen B
its eines S

chlüssels zur W
egeausw

ahl herangezogen
w

erden. F
alls die B

itfolge eines S
chlüssels K

i  vor dem
 A

uffinden eines freien B
lattkno-

tens erschöpft ist, versagt das V
erfahren, w

enn keine S
ekundärstrategie vorgesehen

ist. F
olgende M

odifikation des V
erfahrens erzeugt besser ausgew

ogene B
äum

e unab-
hängig von der S

chlüsselverteilung und scheitert nicht aufgrund zu kurzer S
chlüssel:

A
nstelle der B

itfolge des S
chlüssels K

i  w
ird m

it H
ilfe eines Z

ufallszahlengenerators und
m

it K
i  als S

aat eine beliebig lange B
itfolge abgeleitet.

H
O

LG
E

R

H
E

IN
Z

H
A

N
S

B
E

R
T

U
W

E

H
E

IN
A

B
E

L

O
T

T
O

O
LA

F

1

01
0

0

1

1

1

H
A

N
S

 
=

 1001000...
H

E
IN

Z
 =

 1001000...
...O

T
T

O
=

 1001111...
...

B
ild 8.5:

B
inärer digitaler S

uchbaum

208

8.3
O

p
tim

ieru
n

g
 b

in
ärer d

ig
italer S

u
ch

b
äu

m
e

D
ie zw

eite M
ethode zum

 A
ufbau eines binären digitalen S

uchbaum
es speichert in den

inneren K
noten des B

aum
es keine S

chlüssel. D
ie S

chlüssel stehen jew
eils am

 E
nde

ihres S
uchpfades in den B

lattknoten. Ihre G
rundidee liegt in der V

erm
eidung von E

in-
w

egverzw
eigungen. D

azu w
ird in den inneren K

noten jew
eils gespeichert, w

ieviele B
its

beim
 T

est zur W
egeausw

ahl zu überspringen sind. S
o w

ird im
 V

ergleich zur ersten M
e-

thode eine bessere B
alancierung erreicht. A

uß
erdem

 ist gew
ährleistet, daß

 jeder
S

chlüssel m
it einem

 M
inim

um
 an B

itvergleichen erreicht w
ird. 

8.3.1
P

A
T

R
IC

IA
-B

au
m

D
er N

am
e dieser M

ethode P
A

T
R

IC
IA

 steht für P
ractical A

lgorithm
 T

o R
etrieve Infor-

m
ation C

oded In A
lphanum

eric [M
o68]. D

as K
onstruktionsprinzip des P

A
T

R
IC

IA
-B

au-
m

es w
ird durch B

ild 8.6 verdeutlicht. B
eim

 A
ufbau des P

A
T

R
IC

IA
-B

aum
es w

erden E
in-

w
egverzw

eigungen dadurch verm
ieden, daß

 K
notenfolgen ohne V

erzw
eigungen durch

einen K
noten m

it der Längenangabe der F
olge repräsentiert w

erden. W
ie in B

ild 8.6
gezeigt, lassen sie sich so elim

inieren. B
eim

 S
uchen sind diese Längenangaben da-

durch zu berücksichtigen, daß
 entsprechend viele B

its des S
uchschlüssels zu über-

springen sind.

10000
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11100
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10000
10001

11100

11110
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1
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P
A

T
R
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 -B
aum

binärer D
igitalbaum

m
it E

inw
egverzw
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S

chlüssel-
m

enge

K
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=
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K
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=
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K
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K
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=
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K
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K
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K
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K
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K
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K
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K
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K
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K
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K
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K
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B
ild 8.6

V
erm

eidung von E
inw

egverzw
eigungen durch den P

A
T

R
IC

IA
-B

aum
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In B
ild 8.7 ist ein P

A
T

R
IC

IA
-B

aum
 aufgezeichnet. A

ls S
chlüssel-C

odierung w
urde w

ie-
der der A

S
C

II-C
ode verw

endet. D
ie B

aum
struktur läß

t sich als T
estanleitung für

S
uchschlüssel auffassen. D

ie S
uche nach dem

 S
chlüssel

H
E

IN
Z

 =
 X

’10010001000101100100110011101011010’ 
verläuft folgenderm

aß
en: T

este zuerst das 10. B
it, gehe nach links w

eiter, teste das 11.
B

it, gehe nach links w
eiter usw

. bis schließ
lich der S

chlüssel im
 B

lattknoten gefunden
w

ird. E
s ist leicht einzusehen, daß

 bei jedem
 beliebigen S

chlüssel die T
estfolge ganz

ausgeführt w
erden m

uß
, bevor über E

rfolg oder M
iß

erfolg der S
uche entschieden w

er-
den kann. D

eshalb endet sow
ohl die erfolgreiche als auch die nicht erfolgreiche S

uche
in einem

 B
lattknoten. 

8.3.2
B

in
ärer R

ad
ix-B

au
m

U
m

 eine erfolglose S
uche frühzeitig abbrechen zu können, kann m

an den P
A

T
R

IC
IA

-
B

aum
 in geeigneter W

eise m
odifizieren. D

er entstehende binäre R
adix-B

aum
 spei-

chert dazu neben der T
estinform

ation variabel lange S
chlüsselteile in den inneren K

no-
ten, sobald sie sich als P

räfixe für die S
chlüssel des zugehörigen U

nterbaum
s abspei-

chern lassen. D
adurch ergeben sich kom

plexere K
notenform

ate und aufw
endigere

S
uch- und A

ktualisierungsoperationen.

In B
ild 8.8 ist das zum

 P
A

T
R

IC
IA

-B
aum

 analoge B
eispiel als binärer R

adix-B
aum

 ge-
speichert. D

ie S
uche erfolgt jetzt durch eine F

olge von B
itvergleichen und einem

 stück-

HARALD

HARTMUT
HEINRICH

HEIN
HEINZ

HELMUT

HOLGER

HUBER•

HUBERT

•

HUBERTUS
•

6

9

6

25

9

11

2

0

0

n
A

nzahl der zu überspringenden B
its

S
chlüssel

B
ild 8.7:

P
A

T
R

IC
IA

-B
aum

 für ein A
nw

endungsbeispiel
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w
eisen S

chlüsselvergleich, so daß
 ein vorhandener S

chlüssel genau einm
al vergli-

chen w
ird. D

ie S
uche nach einem

 nicht vorhandenen S
chlüssel läß

t sich so oft schon
in einem

 inneren K
noten abbrechen. B

eispielsw
eise w

ird nach dem
 B

esuch der W
urzel

erkannt, daß
 sich der S

chlüssel A
B

E
L nicht im

 B
aum

 befindet.

ALD

TMUT

IN

RICH

Z

H

LMUT

OLGER

4
•

E

5

AR

4
UBER

US

•
1

•

T

1-7
A

nzeige, w
elches B

it zu testen ist

gem
einsam

es S
chlüsselelem

ent

R
estschlüssel

1

3
5

1

3

B
ild 8.8:

B
inärer R

adix-B
aum

 für das gleiche A
nw

endungsbeispiel
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9.
H

ash
verfah

ren

V
on den bisher eingeführten V

erfahren bietet der B
*-B

aum
 die effizienteste U

nterstüt-
zung der direkten S

uche bei groß
en S

chlüsselm
engen. S

ein K
om

plexitätsm
aß

 für den
E

/A
-Z

ugriffsaufw
and O

(log
k* (n)) bedeutet in vielen praktischen F

ällen 3 Z
ugriffe. E

s
gibt eine R

eihe w
ichtiger A

nw
endungen, denen dieses Z

ugriffsverhalten nicht aus-
reicht. M

an denke nur an ein O
nline-B

uchungs- und A
uskunftssystem

 einer B
ank. Z

ur
U

nterstützung solcher S
ystem

e w
äre ein V

erfahren w
ünschensw

ert, das jeden D
aten-

satz unabhängig von der M
enge der S

ätze durch genau einen Z
ugriff zur V

erfügung
stellen kann. H

ash- oder S
chlüsseltransform

ationsverfahren w
urden daraufhin entw

or-
fen, diese Leistung bei der direkten S

uche zu erbringen. G
rundgedanke dieser V

erfah-
ren ist die direkte B

erechnung der S
peicheradresse eines S

atzes aus seinem
 S

chlüs-
sel, ohne (im

 Idealfall) auf w
eitere H

ilfsstrukturen zurückgreifen zu m
üssen. E

s w
ird

eine B
eziehung zw

ischen dem
 S

chlüssel als Identifikator eines S
atzes und der (relati-

ven) A
dresse des S

peicherplatzes, auf dem
 der S

atz abgelegt w
ird, hergestellt. D

iese
B

eziehung zw
ischen S

chlüsselw
ert und physischer A

dresse eines S
atzes w

ird durch
eine H

ashfunktion repräsentiert. D
ie A

nw
endung einer gegebenen H

ashfunktion auf
einen S

chlüsselw
ert als A

rgum
ent liefert die dazugehörige S

peicheradresse.

D
efin

itio
n

: S
ei S

 die M
enge aller m

öglichen S
chlüsselw

erte eines S
atztyps (S

chlüs-
selraum

) und A
 =

 {0,1,...,m
-1} das Intervall der ganzen Z

ahlen von 0 bis m
-1. E

ine
H

ashfunktionh : S
 →

 A

ordnet dann jedem
 m

öglichen S
chlüssel 

 des S
atztyps eine Z

ahl aus A
 als A

dres-
se in einer H

ashtabelle zu.

W
enn ein S

atz eingefügt w
erden soll, w

ird die A
bbildungsfunktion h auf seinen S

chlüs-
sel angew

endet, um
 den E

infügepunkt zu bestim
m

en. E
r w

ird dann auf der erm
ittelten

S
peicheradresse eingespeichert. B

eim
 Löschen w

ird der S
atz nach E

rm
ittlung seiner

A
dresse ausgetragen. B

ei bestim
m

ten H
ashverfahren können sich dabei erhebliche

K
om

plikationen ergeben, auf die später eingegangen w
ird. D

ie direkte S
uche verläuft

ebenfalls über die A
nw

endung der H
ashfunktion auf den S

uchschlüssel. D
urch Z

ugriff
auf die erm

ittelte S
peicheradresse w

ird der S
atz bereitgestellt. B

ei der sequentiellen
S

uche w
ird der A

dreß
raum

 A
 von seiner S

tartadresse an schrittw
eise durchsucht. W

ie
später noch deutlich w

erden w
ird, w

erden dabei die einzelnen S
ätze in physischer

S
peicherungsreihenfolge geliefert, die im

 allgem
einen nicht m

it der logischen R
eihen-

folge der S
ätze, d.h. m

it ihrer S
ortier- oder V

erarbeitungsfolge übereinstim
m

t. D
eshalb

w
ird in vielen Im

plem
entierungen die sequentielle S

uche auf einer H
ashtabelle nicht

unterstützt. 

E
ine H

ashtabelle kann als abstrakter D
atentyp w

ie folgt definiert w
erden:

s
S

∈

212

D
atentyp

H
A

S
H

T
A

B

B
asistyp

{S
chlüssel}

{D
aten}

O
p

eratio
n

en
:

E
R

Z
E

U
G

E
N

:
→

 H
A

S
H

T
A

B
;

E
IN

F
Ü

G
E

N
:

H
A

S
H

T
A

B
 x {S

chlüssel} x {D
aten}

→
 H

A
S

H
T

A
B

;
LÖ

S
C

H
E

N
:

H
A

S
H

T
A

B
 x {S

chlüssel}
→

 H
A

S
H

T
A

B
; 

S
U

C
H

E
:

H
A

S
H

T
A

B
 x {S

chlüssel}
→

 {D
aten} ∪

 {error}

A
xio

m
e:

∀
 H

T
 ∈

 H
A

S
H

T
A

B
, ∀

 K
, K

’ ∈
 {S

chlüssel}, ∀
 D

 ∈
 {D

aten}:

S
U

C
H

E
(E

R
Z

E
U

G
E

N
,K

) =
 error;

LÖ
S

C
H

E
N

(E
R

Z
E

U
G

E
N

,K
) =

 E
R

Z
E

U
G

E
N

;

LÖ
S

C
H

E
N

(E
IN

F
Ü

G
E

N
(H

T
,K

,D
),K

’) =
 IF

 K
=

K
’ T

H
E

N
 H

T
E

LS
E

 E
IN

F
Ü

G
E

N
(LÖ

S
C

H
E

N
(H

T
,K

’),K
,D

);

S
U

C
H

E
(E

IN
F

Ü
G

E
N

(H
T

,K
,D

),K
’) =

 IF
 K

=
K

’ T
H

E
N

 D
 E

LS
E

 S
U

C
H

E
(H

T
,K

’);

In allen V
erfahren, die besprochen w

erden, kann eine S
tufe der Indirektion eingeschal-

tet w
erden, d.h., auf dem

 durch die H
ashfunktion h erm

ittelten S
peicherplatz steht die

A
dresse, an der sich der S

atz befindet. D
iese Indirektion kann z.B

. notw
endig sein,

w
enn es verschiedene S

chlüssel für einen S
atz gibt, für die direkter Z

ugriff über H
ash-

funktionen unterstützt w
erden soll. D

ann kann näm
lich der S

atz nur nach einer dieser
H

ashfunktionen physisch gespeichert w
erden. 

H
ashverfahren eignen sich sow

ohl für A
nw

endungen auf linearen S
peichern (H

aupt-
speicher) als auch für den D

atei- und D
atenbankeinsatz auf externen S

peichern. A
uf

die B
esonderheiten des E

insatzes von H
ashverfahren auf E

xternspeichern gehen w
ir

in den A
bschnitten 9.5 und 9.6 ein.

9.1
D

irekte A
d

ressieru
n

g

D
ie einfachste T

echnik zur U
m

setzung eines S
atzschlüssels in eine S

peicheradresse
ist die direkte A

dressierung. H
ierbei w

ird oft der W
ert eines S

chlüssels K
i  oder eine ein-

fache ordnungserhaltende T
ransform

ation dieses W
ertes (D

ivision/M
ultiplikation m

it
einer K

onstanten) als A
dresse genom

m
en:

A
i

h
K

i
(

)
K

i
=

=
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K
ennzeichen dieses V

erfahrens ist es, daß
 h eine injektive F

unktion darstellt. D
a für

jeden m
öglichen S

chlüssel aus S
 ein S

peicherplatz bereitgehalten w
erden m

uß
, läß

t
sich dieses V

erfahren nur bei geeigneten “dichten” S
chlüsselm

engen K
 anw

enden. M
it

S
chlüsseln der Länge l zur B

asis b ergeben sich n
p  =

 #S
 =

 b
l m

ögliche S
chlüssel. E

s
m

üssen also m
 =

 n
p  S

peicherplätze reserviert w
erden. D

am
it nicht allzuviel S

peicher-
platz verschw

endet w
ird, sollte die Z

ahl der aktuell vorhandenen S
chlüssel n

a  =
 #K

 un-
gefähr gleich n

p  sein (n
a  ≤ n

p ). E
s m

uß
 also eine sorgfältige W

ahl der S
chlüsselzuord-

nung getroffen w
erden, dam

it in der logischen S
chlüsselfolge keine groß

en Lücken
auftreten, für die ja im

 A
dressenbereich nicht belegter S

peicherplatz reserviert w
erden

m
üß

te. S
olche M

öglichkeiten ergeben sich beispielsw
eise bei A

nw
endungsfällen m

it
der S

peicherung von R
echnungen, B

uchungen, D
okum

enten usw
., bei denen laufende

N
um

m
ern als S

chlüssel vergeben w
erden können.

In B
ild 9.1 ist die charakteristische A

bbildung bei der direkten A
dressierung skizziert.

F
ür einen zw

eiziffrigen S
chlüssel ist ein A

nw
endungsbeispiel für die direkte A

dressie-
rung in B

ild 9.2 veranschaulicht. E
s w

ird deutlich, daß
 jeder S

chlüssel im
m

er m
it einem

Z
ugriff aufgefunden w

erden kann. D
as E

inspeichern und Löschen eines S
atzes kann

ebenfalls m
it genau einem

 Z
ugriff abgew

ickelt w
erden, da für jeden S

atz ein S
peicher-

platz reserviert ist. S
elbst die sequentielle S

uche verläuft optim
al; sie liefert in linearer

Z
eit alle vorhandenen S

ätze in sortierter R
eihenfolge. D

er P
reis dafür ist die V

erw
al-

tung m
öglicher Lücken in der aktuellen S

chlüsselfolge, w
as auch in B

ild 9.2 verdeut-
licht ist. W

erden diese Lücken zu groß
, kann nicht auf dieses ideale V

erfahren zurück-
gegriffen w

erden. 

E
ine R

eihe natürlicher S
chlüssel ist jedoch überhaupt nicht für dieses V

erfahren geeig-
net. S

ollen beispielsw
eise M

O
D

U
LA

-B
ezeichner als S

chlüssel herangezogen w
erden,

so sind als erstes S
chlüsselzeichen alle G

roß
- und K

leinbuchstaben erlaubt; als

S
A

h

n
a

n
p

≈
#S

=
m

#A
n

p
=

=

B
ild 9.1:

Z
uordnung von S

chlüsselraum
 S

 zu A
dressenraum

 A
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w
eitere S

chlüsselzeichen können zusätzlich noch Z
iffern auftreten. W

enn die S
chlüs-

sellänge auf k begrenzt ist, lassen sich 

verschiedene S
chlüssel bilden. S

elbst bei einer B
egrenzung der S

chlüssellänge auf k
=

 8 ergeben sich noch >
 52·62

7 verschiedene S
chlüssel.

D
as B

eispiel zeigt, daß
 N

am
en keine geeigneten S

chlüsselm
engen darstellen, obw

ohl
sie zu äquivalenten num

erischen W
erten transform

iert w
erden können. A

ber auch nu-
m

erische S
chlüssel ergeben oft einen zu groß

en S
chlüsselraum

. S
elbst in einem

 U
n-

ternehm
en m

it 10
5 B

eschäftigten ist eine 9-stellige S
ozialversicherungsnum

m
er um

 D
i-

m
ensionen zu groß

. D
ie bloß

e Z
uordnung einer laufenden N

um
m

er dagegen ist in die-
sem

 F
all von N

achteil, w
eil sie keine sem

antische B
edeutung besitzt. S

uchvorgänge
m

üß
ten über sie abgew

ickelt w
erden, w

as sicherlich sehr um
ständlich und beschw

er-
lich sein w

ürde.

D
iese B

eispiele verdeutlichen, daß
 die direkte A

dressierung nicht der R
egelfall, son-

dern eher die A
usnahm

e bei der A
nw

endung eines H
ashverfahrens ist. Im

 allgem
einen

F
all ist die M

enge der aktuell benutzten S
chlüssel K

 w
esentlich kleiner als S

. E
s treten

starke U
ngleichverteilungen im

 S
chlüsselraum

 auf, so daß
 die direkte A

dressierung
nur unter extrem

er P
latzverschw

endung angew
endet w

erden könnte. E
s m

üssen des-
halb in solchen F

ällen H
ashfunktionen eingeführt w

erden, die die vorhandene S
chlüs-

selm
enge K

 auf einen begrenzten A
dressenraum

 A
 unter m

öglichst guter G
leichvertei-

lung abbilden.

010204059699

D
01

D
02

D
04

D
05

D
96

D
99

0102030405 009596979899 • • •

S
chlüssel

D
aten

B
ild 9.2:

D
irekte A

dressierung bei einer S
chlüsselm

enge {00,...,99}

n
p

52
62

i

i
0

=

k
1

–∑ ⋅
=
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9.2
H

ash
in

g

D
ie m

it H
ashing bezeichnete T

echnik w
ird oft auch S

chlüsseltransform
ation m

it indi-
rekter 

A
dressierung, 

A
dreß

berechnungsverfahren, 
H

ashtabellen-M
ethode 

etc. 
ge-

nannt. D
ie G

rundidee des H
ashing ist die A

nw
endung einer H

ashfunktion, die einen re-
lativ groß

en B
ereich m

öglicher S
chlüsselw

erte in einen relativ kleinen B
ereich von (re-

lativen) A
dreß

w
erten m

öglichst gleichm
äß

ig abbildet. E
ine solche H

ashfunktion soll
beispielsw

eise einer M
enge von 80 beliebigen M

O
D

U
LA

-B
ezeichnern (m

it #S
 >

 10
12)

einen A
dressenraum

 von 100 S
peicherplätzen gleichverteilt zuordnen.

D
ie charakteristische A

bbildung beim
 H

ashing ist in B
ild 9.3 veranschaulicht. E

s kom
m

t
jetzt vor, daß

 die gew
ählte H

ashfunktion h m
ehr als einen S

chlüsselw
ert auf einen

S
peicherplatz abbildet, d.h., h ist nicht m

ehr injektiv.

D
efin

itio
n

: Z
w

ei S
chlüssel K

i , K
j  ∈

 K
 kollidieren (bezügl. einer H

ashfunktion h)

⇔
 h(K

i ) =
 h(K

j ). 

T
ritt für K

i  und K
j  eine K

ollision auf, so heiß
en diese S

chlüssel S
ynonym

e. D
ie M

enge
der S

ynonym
e bezüglich einer S

peicheradresse A
i  heiß

t K
ollisionsklasse. E

ine K
ollisi-

on ist offenbar ein K
onfliktfall, der durch spezielle M

aß
nahm

en, die zusätzlich A
ufw

and
bedeuten, aufgelöst w

erden m
uß

.

D
en für das H

ashing verfügbaren S
peicherbereich bezeichnen w

ir auch als H
ashtabel-

le H
T

. D
ie H

ashfunktion h ordnet dann den S
chlüsselw

erten (N
am

en) P
ositionen (E

in-
träge) in H

T
 zu. F

ür die H
ashfunktion h stellen w

ir folgende einsichtigen F
orderungen

auf:-
S

ie soll sich einfach und effizient berechnen lassen.

-
S

ie soll eine m
öglichst gleichm

äß
ige B

elegung von H
T

 erzeugen.

-
S

ie soll m
öglichst w

enige K
ollisionen verursachen.

S

A
h

n
a

n
p

«
#S

=
m

#A
n

a
≈

=

B
ild 9.3:

Z
uordnung von S

chlüsselraum
 S

 zu A
dressenraum

 A
 beim

 H
ashing
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D
ie Leistungsfähigkeit einer bestim

m
ten H

ashfunktion hängt von folgenden E
influß

grö-
ß

en und P
aram

etern ab:

-
der B

elegungsgrad der H
ashtabelle H

T

-
die A

nzahl der S
ätze, die auf einer A

dresse gespeichert w
erden können, ohne

eine K
ollision auszulösen (B

ucketfaktor)

-
die eingesetzte T

echnik zur K
ollisionsauflösung 

-
die V

erteilung der aktuell benutzten S
chlüssel. 

B
is auf w

eiteres unterstellen w
ir einen B

ucketfaktor von 1, d. h., auf jedem
 verfügbaren

S
peicherplatz kann nur ein S

atz gespeichert w
erden.

B
em

erku
n

g
: 

E
ine gute H

ashfunktion w
ird nur w

enige und kleine K
ollisionsklassen liefern. E

s m
uß

jedoch in praktischen F
ällen m

it K
ollisionen gerechnet w

erden. A
ls anschauliches B

ei-
spiel diene das sogenannte G

eburtstags-P
aradoxon. k P

ersonen auf einer P
arty ha-

ben gleichverteilte und stochastisch unabhängige G
eburtstage. M

it w
elcher W

ahr-
scheinlichkeit p(n,k) haben m

indestens 2 von k P
ersonen am

 gleichen T
ag (n =

 365)
G

eburtstag?

D
ie W

ahrscheinlichkeit, daß
 keine K

ollision auftritt, ist

=
 

=
 

E
s ist

p(365,k) =
 1 - q(365,k) >

 0.5
für k ≥ 23.

T
reffen m

ehr als 22 P
ersonen auf einer P

arty zusam
m

en, so ist die W
ahrscheinlichkeit,

daß
 zw

ei P
ersonen am

 gleichen T
ag G

eburtstag haben, größ
er als 1/2, obw

ohl k/n =
23/365 <

 1/15 ist. In diesem
 F

all führen bereits bei einer kleinen E
ingabem

enge D
upli-

kate bei den G
eburtsdaten (S

chlüsseln) zu unverm
eidbaren K

ollisionen. 

E
s sollen jetzt die w

ichtigsten H
ashfunktionen eingeführt w

erden.

9.2.1
D

ivisio
n

srest-M
eth

o
d

e

E
in schon früh bekanntes, aber doch sehr leistungsfähiges V

erfahren ist die D
ivisions-

rest-M
ethode oder kurz D

ivisions-M
ethode. D

abei w
ird die B

it- oder D
ezim

aldarstel-
lung des S

chlüssel K
i  als ganze Z

ahl interpretiert. K
i  w

ird dann durch eine geeignete
Z

ahl dividiert; der dabei entstehende R
est ergibt die relative A

dresse in H
T

. W
enn w

ir
als D

ivisor m
 w

ählen, können alle P
lätze in H

T
 erreicht w

erden:

q
n

k,
(

)
Z

ahldergünstigenFälle
Z

ahlderm
öglichen

Fälle
---------------------------------------------------------

nn ---
n

1
–n

------------
n

2
–n

------------
…

n
k

–n
------------

⋅
⋅

⋅
⋅

=

n
1

–
(

)
…

n
k

–
(

)
⋅

⋅

n
k

-------------------------------------------------
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h(K
i  ) =

 K
i  m

od m

E
in einfaches B

eispiel soll das V
erfahren verdeutlichen. H

T
 besitze m

=
10 P

ositionen.
U

m
 N

am
en in natürliche Z

ahlen um
zuw

andeln, führen w
ir eine F

unktion nat ein.

nat(N
am

e) =
 ord(1. B

uchstabe von N
am

e) - ord(’A
’)

U
nsere H

ashfunktion, die w
ir in allen folgenden B

eispielen verw
enden w

ollen, sei dann

h(N
am

e) =
 nat(N

am
e) m

od m
.

A
ngew

endet auf den N
am

en E
IN

S
T

E
IN

 ergibt sich als A
dresse, auch H

ausadresse ge-
nannt,

h(’E
IN

S
T

E
IN

’) =
 4 m

od 10 =
 4.

In B
ild 9.4 sind noch eine R

eihe w
eiterer N

am
en auf ihren zugehörigen P

ositionen in
H

T
 eingetragen. S

oll jetzt der N
am

e R
Ö

N
T

G
E

N
 eingetragen w

erden, so resultiert dar-
aus eine K

ollision, da die P
osition 7 schon belegt ist. D

as P
roblem

 der K
ollisionsauflö-

sung stellen w
ir noch etw

as zurück.

D
er D

ivisor soll so gew
ählt w

erden, daß
 die K

ollisionsw
ahrscheinlichkeit m

inim
iert

w
ird. D

a w
ir, um

 P
roblem

e der A
dreß

anpassung zu verm
eiden, als D

ivisor die G
röß

e
von H

T
, näm

lich m
, w

ählen sollten, m
üssen w

ir also m
 geeignet bestim

m
en. D

abei gilt
es, einige R

egeln zu beachten. 

1.
m

 >
 n

D
er W

ert des D
ivisors m

 bestim
m

t den B
ereich der erzeugten A

dressen und deshalb
die G

röß
e der H

ashtabelle. B
ei n zu speichernden S

ätzen und der A
nnahm

e, daß
 nur

ein S
atz pro T

abellenposition P
latz findet, m

uß
 m

 >
 n gew

ählt w
erden. W

enn eine
H

ashtabelle zu voll w
ird, dann steigt die K

ollisionsw
ahrscheinlichkeit sehr stark an, un-

D
1

D
2

D
3

D
4

D
5

12345 0

S
chlüssel

D
aten

6789

D
7

D
8

B
O

H
R

C
U

R
IE

D
IR

A
C

E
IN

S
T

E
IN

P
LA

N
C

K

H
E

IS
E

N
B

E
R

G

S
C

H
R

Ö
D

IN
G

E
R

B
ild 9.4:

A
w

endung des D
ivisionsrest-V

erfahrens auf H
T
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abhängig davon, w
ie gut die H

ashfunktion ist. D
er B

elegungsfaktor β
 von H

T
 ist defi-

niert als das V
erhältnis von aktuell belegten (n

a ) zur gesam
ten A

nzahl an S
peicherplät-

zen 
. F

ür 
 beginnen alle H

ashfunktionen, viele K
ollisionen und

dam
it einen hohen Z

ugriffsaufw
and zu erzeugen. U

m
 die Leistungsfähigkeit eines V

er-
fahrens gew

ährleisten zu können, sollte deshalb darauf geachtet w
erden, daß

 β nie
größ

er als 0.8 w
ird.

2.
m

 ≠ gerade Z
ahl

W
enn m

 gerade ist, dann ist h(K
i ) bei geradem

 K
i  gerade und bei ungeradem

 K
i  unge-

rade. W
enn nur gerade oder nur ungerade S

chlüssel auftreten w
ürden, dann könnte

nur die H
älfte der P

lätze in H
T

 besetzt w
erden.

3.
m

 ≠ b
k 

b sei die B
asis der S

chlüsseldarstellung. W
enn m

 =
 b

k ist, dann liefert h(K
i ) die letzten

k S
tellen von K

i .

B
eispiel:

b =
 10, k =

 3, m
 =

 10
3

K
i  =

 10333; h(10333) =
 10333 m

od 10
3 =

 333 

K
i  =

 333; h(333) =
 333 m

od 10
3 =

 333.

4.a und c seien kleine ganze Z
ahlen. D

er D
ivisor m

 soll nicht benachbart zu einer P
otenz

des 
Z

ahlensystem
s 

(in 
dem

 
die 

D
ivision 

durchgeführt 
w

ird) 
liegen, 

da 
sonst

 ist, d.h., bei gleichen E
ndziffern w

iederholt sich fast
die gleiche M

enge von A
dressen in verschiedenen Z

ahlenbereichen.

5.
m

 =
 P

rim
zahl

D
ie H

ashfunktion m
uß

 etw
aige R

egelm
äß

igkeiten in der S
chlüsselverteilung “zerstö-

ren”, dam
it nicht ständig die gleichen T

abellenplätze getroffen w
erden. B

ei äquidistan-
tem

 A
bstand der S

chlüssel K
i  +

 j · ∆
K

, j =
 0,1,2,... m

axim
iert eine P

rim
zahl die D

istanz,

nach der eine K
ollision auftritt. E

ine K
ollision ergibt sich, w

enn

K
i  m

od m
 =

 (K
i  +

 j · ∆
K

) m
od m

oder
j · ∆

K
 =

 k · m
, k =

 1,2,3,...

N
ach w

elchem
 j bei im

 A
bstand von ∆

K
 vergebenen S

chlüssel tritt eine K
ollision auf? 

E
in Z

ahlenbeispiel m
öge die obige F

orderung plausibel m
achen:

m
 =

 16, ∆
K

 =
 4 : j =

 4 k 
→

jm
in  =

 4

m
 =

 17, ∆
K

 =
 4 : j =

 17 k/4
→

jm
in  =

 17

E
ine P

rim
zahl kann keine gem

einsam
en F

aktoren m
it ∆

K
 besitzen, die den K

ollisions-
abstand verkürzen w

ürden. 

β
–

n
a

m⁄
=

β
0,85

≥

m
a

b
k

⋅
c

+ −
≠

x
a

b
k

c
+ −

⋅
+

(
)m

odm
xm

odm
∼
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9.2.2
M

id
-S

q
u

are-M
eth

o
d

e

B
ei dieser M

ethode w
ird der S

chlüssel K
i  quadriert. A

nschließ
end w

erden t aufeinan-
derfolgende S

tellen aus der M
itte des E

rgebnisses für die A
dressierung ausgew

ählt.
E

s m
uß

 also b
t =

 m
 gelten. D

ie m
ittleren S

tellen w
erden deshalb genom

m
en, w

eil hier-
bei die beste G

leichverteilung der W
erte zu erw

arten ist. D
as V

erfahren liefert relativ
gute E

rgebnisse, solange die S
chlüssel K

i  nur w
enige führende oder nachfolgende

N
ullen besitzen und die m

ittleren S
tellen sich genügend ändern.

B
eispiel:

b =
 2, t =

 4, m
 =

 16
K

i  =
 1100100 

9.2.3
F

altu
n

g

B
ei dieser T

echnik w
ird der S

chlüssel in T
eile zerlegt, die bis auf das letzte die Länge

einer A
dresse für H

T
 besitzen. D

ie S
chlüsselteile w

erden dann übereinandergefaltet
und addiert. D

as E
rgebnis liefert die relative A

dresse in H
T

, w
obei ggf. die höchstw

er-
tige Z

iffer abgeschnitten w
ird.

D
ie F

altung der T
eile kann auf verschiedene W

eisen erfolgen. B
eim

 R
andfalten ge-

schieht sie w
ie das F

alten von P
apier am

 R
and, w

ährend beim
 S

hiftfalten die T
eile des

S
chlüssels übereinandergeschoben w

erden. E
s können auch andere V

erknüpfungs-
operationen w

ie zum
 B

eispiel E
X

O
R

 bei binärer Z
eichendarstellung gew

ählt w
erden.

B
eispiel:

b =
 10, t =

 3, m
 =

 10
3

R
andfalten:

S
hiftfalten:

K
i 2

10011100010000
h

K
i

(
)

→
1000

=
=

t

1
2

3
4

5
6

7
8

8
7

6

1
2

K
i  =

21

876

345

1431
→

 h(K
i ) =

 431

A
dreß

länge t

1
2

3
4

5
6

7
8

8
7

6

1
2

K
i  =

12

678

345

1035
→

 h(K
i ) =

 35

A
dreß

länge t
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9.2.4
B

asistran
sfo

rm
atio

n

D
er 

S
chlüssel 

K
i  

w
ird 

als 
Z

iffernfolge 
einer 

anderen 
B

asis 
p 

dargestellt:

. Z
ur B

estim
m

ung einer zulässigen relativen A
dresse können einfach

Z
iffern abgeschnitten oder es können w

iederum
 D

ivisionsrest-V
erfahren oder F

altung
angew

endet w
erden. F

olgende V
ariante w

urde in der Literatur vorgeschlagen:

D
abei sind q und p relativ prim

 zueinander und a ist eine positive ganze Z
ahl. O

ft ist
p

=
 q +

 1 und p und q w
erden so gew

ählt, daß
 q

a <
 m

 gilt. 

B
eispiel:

p =
 8, q =

 7, a =
 2, m

 =
 49

K
i  =

 975
10  =

 1001 0111 0101 (B
C

D
)

D
urch Z

usam
m

enfassung von je 3 B
its erhält m

an

 4565
8  =

 2421
10

B
em

erkung: E
s gibt m

ehrere M
öglichkeiten, einen S

chlüssel als binäre Z
iffernfolge

darzustellen: etw
a B

C
D

 oder binär.

E
s gibt noch eine V

ielzahl von verschiedenartigen H
ashfunktionen, die hier nicht dis-

kutiert w
erden können. A

ls B
eispiele seien nur die Z

ufallsm
ethode, bei der K

i  als S
aat

für den Z
ufallszahlengenerator dient, und die Z

iffernanalyse erw
ähnt. D

ie Z
iffernanaly-

se setzt die K
enntnis der S

chlüsselm
enge K

 voraus. D
ie t S

tellen m
it der besten

G
leichverteilung der Z

iffern oder Z
eichen in K

 w
erden von K

i  zur A
dressierung ausge-

w
ählt.

D
as V

erhalten einer H
ashfunktion hängt von der gew

ählten S
chlüsselm

enge ab. D
es-

halb lassen sie sich auch nur unzureichend theoretisch oder m
it H

ilfe von analytischen
M

odellen untersuchen. Ü
ber die G

üte der verschiedenen H
ashfunktionen liegen je-

doch eine R
eihe von em

pirischen U
ntersuchungen vor. W

ir fassen hier einige w
esent-

liche E
rgebnisse zusam

m
en:

-
D

as D
ivisionsrest-V

erfahren ist im
 M

ittel das leistungsfähigste V
erfahren; für be-

stim
m

te S
chlüsselm

engen können jedoch andere T
echniken besser abschnei-

den.

-
K

eine H
ash-F

unktion ist im
m

er besser als alle anderen.

-
W

enn die S
chlüsselverteilung nicht bekannt ist, dann ist das D

ivisionsrest-V
er-

fahren die bevorzugte H
ashfechnik. 

K
i

(
)b

K
i ′

(
)p

→

h
K

i ′
(

)p
(

)
K

i ′
(

)p m
odq

a
=

h
K

i ′
(

)p
(

)
2421

m
od

49
20

=
=
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9.3
B

eh
an

d
lu

n
g

 vo
n

 K
o

llisio
n

en

W
ir haben beim

 B
eispiel in B

ild 9.4 gesehen, daß
 die H

ausadresse eines S
chlüssels

K
p  bei seiner S

peicherung durch K
q  belegt sein kann, w

enn näm
lich h(K

q ) =
 h(K

p ) ist.

E
s gibt zw

ei grundsätzliche A
nsätze zur Lösung dieses K

ollisionsproblem
s:

-
E

s w
ird für K

p  ein freier P
latz in H

T
 gesucht; alle Ü

berläufer w
erden im

 P
rim

ärbe-
reich untergebracht (open adressing).

-
K

p  w
ird in einem

 separaten Ü
berlaufbereich zusam

m
en m

it allen anderen Ü
ber-

läufern gespeichert (separate overflow
).

D
ie W

ahl der M
ethode der K

ollisionsauflösung entscheidet darüber, w
elche F

olge und
w

ieviele relative A
dressen zur E

rm
ittlung eines freien P

latzes aufgesucht w
erden. B

ei
der S

peicherung eines neuen S
atzes m

uß
 diese F

olge durchlaufen w
erden, bis ein frei-

er P
latz gefunden w

ird. D
er A

ufsuchvorgang verläuft ebenso: er ist beendet, w
enn der

gesuchte S
chlüssel oder ein freier P

latz gefunden w
ird. D

ie für den S
chlüssel K

p  zu
durchlaufende F

olge von relativen A
dressen sei h

0 (K
p ), h

1 (K
p ), h

2 (K
p ),... B

ei einer F
ol-

ge der Länge n treten also n-1 K
ollisionen auf. Z

u ihrer C
harakterisierung w

erden un-
terschieden:

-
P

rim
ärkollision: 

-
S

ekundärkollision: 
, 

V
on einer H

äufung von P
rim

ärkollisionen oder von einer prim
ären C

lusterbildung
spricht m

an, w
enn

 für 
.

E
ine H

äufung von S
ekundärkollisionen oder eine sekundäre C

lusterbildung ergibt sich,
w

enn

 für 
, 

.

E
in V

erfahren zur B
ehandlung von K

ollisionen sollte nach M
öglichkeit beide H

äufungs-
arten verm

eiden.

9.3.1
Ü

b
erläu

fer im
 P

rim
ärb

ereich

F
ür die S

uche nach einem
 freien P

latz in der H
ashtabelle m

uß
 das eingesetzte V

erfah-
ren in der Lage sein, eine S

ondierungsfolge, d. h. eine P
erm

utation aller H
ashadressen

zu berechnen.

h
K

p
(

)
h

K
q

(
)

=

h
i

K
p

(
)

h
j

K
q

(
)

=
i

j
≠

h
K

p
(

)
h

K
q

(
)

=
(

)
h

i
K

p
(

)
h

i
K

q
(

)
=

(
)

⇒
i

0
≥

h
i

K
p

(
)

h
j

K
q

(
)

=
(

)
h

i
k

+
K

p
(

)
h

j
k

+
K

q
(

)
=

(
)

⇒
i

j
≠

k
0

≥

222

1.
L

in
eares S

o
n

d
ieren

 (lin
ear p

ro
b

in
g

)

E
ine M

ethode, einen freien P
latz für einen Ü

berläufer zu finden, besteht darin, von der
H

ausadresse aus sequentiell (m
odulo) zu suchen. D

ieses sogenannte lineare S
ondie-

ren kann m
it jedem

 H
ashverfahren zusam

m
en eingesetzt w

erden. E
s ist offensichtlich,

daß
 dabei alle P

lätze in H
T

 erreicht w
erden können:

=
 

=
 

, 

S
uch- und E

infügealgorithm
en sind sehr einfach. D

er S
uchvorgang ist als M

O
D

U
LA

-
P

rozedur Linsuche (P
rogram

m
 9.1) form

uliert. D
abei sei H

T
 vom

 T
yp H

ashtab m
it P

lät-
zen von 0 bis m

-1. D
urch geringfügige M

odifikation läß
t sich die P

rozedur Linsuche für
das E

infügen eines S
chlüssels in H

T
 erw

eitern. Im
 V

ergleich zum
 E

infügen ist der
Löschvorgang in H

ashtabellen im
 allgem

einen recht kom
pliziert. B

eim
 linearen S

ondie-
ren ist er jedoch noch verhältnism

äß
ig einfach. D

ie P
roblem

atik des E
infügens und Lö-

schens soll am
 B

eispiel in B
ild 9.5 verdeutlicht w

erden. A
ls H

ashfunktion w
urde w

ieder
die einfache A

bbildung w
ie in B

ild 9.4 gew
ählt. D

ie B
elegung der H

ashtabelle in B
ild

9.5 könnte durch die folgende E
infügereihenfolge entstanden sein: B

E
C

K
E

T
T

, H
E

S
-

S
E

, B
Ö

LL, H
A

U
P

T
M

A
N

N
, S

T
E

IN
B

E
C

K
, S

A
C

H
S

, H
A

M
S

U
N

, S
A

R
T

R
E

. B
eispielsw

eise
m

uß
te für H

A
M

S
U

N
 fast die gesam

te T
abelle durchsucht w

erden, um
 einen freien

P
latz zu finden. D

as Löschen von H
E

S
S

E
 zeigt, daß

 eine ganze R
eihe von V

erschie-
bungen notw

endig w
erden. D

abei m
üssen entstehende Lücken in S

uchsequenzen
aufgefüllt w

erden, da ja das A
ntreffen eines freien P

latzes eine S
uche beendet. D

as
A

uffüllen von Lücken betrifft nicht nur S
chlüssel aus der K

ollisionsklasse des gelösch-
ten E

lem
entes; vielm

ehr kann das V
erschieben von solchen E

lem
enten w

iederum
 Lük-

ken in den S
uchsequenzen anderer K

ollisionsklassen schaffen, die auch w
ieder ge-

schlossen w
erden m

üssen. D
ieser rekursive V

organg stoppt beim
 A

uffinden eines frei-
en P

latzes oder w
enn die gesam

te T
abelle durchsucht und reorganisiert ist. 

h
0

K
p

(
)

h
K

p
(

)

h
i

K
p

(
)

h
0

K
p

(
)

i
+

(
)m

odm
i

1
2

…
,

,
=

12345 0

S
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H
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U
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T
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A
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B
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C
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E
T

T

B
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S
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E
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B
E

C
K

S
A

C
H

S

H
A

M
S

U
N

S
A

R
T

R
E

H
E

S
S
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12345 0

S
chlüssel

67

H
A

M
S

U
N

B
E

C
K

E
T

T

B
Ö

LL

S
T

E
IN

B
E

C
K

S
A

C
H

S

S
A

R
T

R
E

H
A

U
P

T
M

A
N

N

Lösche

⇒H
E

S
S

E

B
ild 9.5:

Löschen in einer H
ashtabelle bei linearem

 S
ondieren
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S
obald es irgendeine P

rim
är- oder S

ekundärkollision gibt, erzeugt dieses V
erfahren

eine H
äufung von P

rim
är- oder S

ekundärkollisionen, w
as sich auf sein Leistungsver-

halten sehr negativ ausw
irkt. G

ründe für die prim
äre C

lusterbildung beim
 linearen S

on-
dieren ergeben sich dadurch, daß

 für alle S
ynonym

e einer H
ausadresse eine schlüs-

selunabhängige S
ondierungsfolge und schrittunabhängigen D

istanzen zur S
ondierung

der nächsten A
dresse eingesetzt w

erden. S
chlüsselunabhängige S

ondierungsfolgen
und schrittunabhängige D

istanzen führen zu einer sekundären C
lusterbildung, w

enn
S

chlüssel in ihrer S
ondierungsfolge auf eine prim

äre C
lusterbildung treffen. 

P
R

O
C

E
D

U
R

E
 Linsuche (X

: K
ey; H

T
: H

ashtab; M
: C

A
R

D
IN

A
L; V

A
R

 J: C
A

R
D

I-
N

A
L);

{S
uche X

 in H
T

 bei linearem
 S

ondieren als K
ollisionsauflösung}

{B
ei erfolgreicher S

uche zeigt J auf P
osition von X

 in H
T

}

V
A

R
I: C

A
R

D
IN

A
L;

B
E

G
INI :=

 H
(X

);
{H

 sei global definierte H
ashfunktion}

J :=
 I;

{E
in unbelegter E

intrag in H
T

 sei durch ein ‘-’-Z
eichen (vom

 T
yp K

ey) 
charakterisiert}
W

H
IL

E
 (H

T
[J] <

>
 X

) A
N

D
 (H

T
[J] <

>
  ‘-’) D

O
J :=

 (J+
1) M

O
D

 M
;

IF
I =

 J T
H

E
N

W
riteS

tring(‘X
 ist nicht in H

T
’);

R
E

T
U

R
N

;
E

N
D

;
E

N
D

;
IF

H
T

[J] =
 ‘-’ T

H
E

N
W

riteS
tring(‘X

 ist nicht in H
T

’);
E

N
D

;
E

N
D

 Linsuche;

P
rogram

m
 9.1:

S
uche in einer H

ashtabelle bei linearem
 S

ondieren

E
ine M

öglichkeit, diesen R
eorganisationsaufw

and zu verm
eiden, ist das E

intragen ei-
nes speziellen Löschkennzeichens auf den P

latz eines gelöschten E
lem

entes. E
in sol-

cher P
latz darf bei einer E

infügung sofort w
iederbesetzt w

erden. D
as Löschkennzei-

chen hat nur die A
ufgabe, den A

bbruch einer S
uche zu verhindern. D

a bei diesem
 A

n-
satz nicht reorganisiert w

ird, ergibt sich keine M
öglichkeit, die existierenden S

uchpfade
zu verkürzen.
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D
ie 

als 
P

rogram
m

 
9.2 

dargestellte 
M

O
D

U
LA

-P
rozedur 

löscht 
einen 

gegebenen
S

chlüssel X
 und reorganisiert die H

ashtabelle H
T

, so daß
 alle S

chlüssel m
it H

ilfe von
Linsuche aufgefunden w

erden können. 

P
R

O
C

E
D

U
R

E
 Loeschen (X

: K
ey; M

: C
A

R
D

IN
A

L; V
A

R
 H

T
: H

ashtab);

V
A

R
I, J, K

: C
A

R
D

IN
A

L;

{E
in unbelegter E

intrag in H
T

 sei durch ein ‘-’-Z
eichen (vom

 T
yp K

ey) 
charakterisiert}

B
E

G
INJ :=

 H
(X

);
{H

 sei global definiert}
IF

H
T

[J] =
 X

 T
H

E
N

I :=
 J;

{X
 befindet sich auf H

ausadresse}
E

L
S

E
{S

uche P
osition von X

}
I :=

 (J+
1) M

O
D

 M
;

W
H

IL
E

 (H
T

[I] <
>

 X
) A

N
D

 (H
T

[I] <
>

 ‘-’) A
N

D
 (I <

>
 J) D

O
I :=

 (I+
1) M

O
D

 M
;

E
N

D
;

IF
(H

T
[I] =

 ‘-’) O
R

 (I =
 J) T

H
E

N
W

riteS
tring(‘X

 ist nicht in H
T

’);
R

E
T

U
R

N
;

E
N

D
;

E
N

D
;

H
T

[I] :=
 ‘-’;

{Lösche X
}

K
 :=

 I;
{M

erke freie P
osition}

I :=
 (I+

1) M
O

D
 M

;
W

H
IL

E
 (H

T
[I] <

>
 ‘-’) A

N
D

 (I <
>

 J) D
O

IF
H

(H
T

[I]) =
 I T

H
E

N
{E

lem
ent befindet sich auf H

ausadresse}
I :=

 (I +
 1) M

O
D

 M
E

L
S

IF
 (H

(H
T

[I]) >
 K

) A
N

D
 ((I >

 J) A
N

D
 (K

 >
 J) O

R
 (I <

 J) A
N

D
 (K

 <
 J))

O
R

 (H
(H

T
[I]) <

 K
) A

N
D

 (I <
 J) A

N
D

 (K
 >

 J) T
H

E
N

I :=
 (I+

1) M
O

D
 M

;
{E

lem
ent befindet sich nicht auf H

aus-
adresse, aber H

ausadresse liegt hinter 
freier P

osition}
E

L
S

EH
T

[K
] :=

 H
T

[I];
K

 :=
 I;

I :=
 (I+

1) M
O

D
 M

;
E

N
D

;
E

N
D

;
E

N
D

 Loeschen;

P
rogram

m
 9.2:

Löschen in einer H
ashtabelle bei linearem

 S
ondieren
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D
as V

erfahren des linearen S
ondierens sollte so m

odifiziert w
erden, daß

 H
äufungen

von P
rim

är- und S
ekundärkollisionen verm

ieden w
erden. A

m
 einfachsten erscheint

noch die V
erm

eidung der H
äufungen von S

ekundärkollisionen. D
azu m

uß
 die S

chritt-
w

eite in der Ü
berlauffolge abhängig von der A

nzahl i der durchgeführten S
uchschritte

gew
ählt w

erden. 

E
ine M

öglichkeit besteht darin, die Ü
berlauffolge w

ie folgt zu definieren:

=
 

=
 

oder

=
 

, 

B
ei der W

ahl der F
unktion f besteht die R

andbedingung, daß
 f so zu w

ählen ist, daß
alle relativen A

dressen in H
T

 oder zum
indest ein groß

er T
eil davon erreicht w

erden.
D

iese A
rt der D

efinition einer S
ondierungsfolge verbessert das Ü

berlaufverhalten und
verm

eidet vor allem
 sekundäre C

lusterbildung. D
urch f (i) allein w

ird jedoch eine H
äu-

fung von P
rim

ärkollisionen nicht verm
ieden. E

rst der E
insatz von schlüsselabhängigen

S
ondierungsfolgen m

it H
ilfe von f (i, h(K

p )) kann auch prim
äre C

lusterbildung verhin-

dern. E
s sei jedoch verm

erkt, daß
 das F

inden solcher F
unktionen, die alle A

dressen
von H

T
 einm

al erreichen, sehr schw
ierig ist.

2.
Q

u
ad

ratisch
es S

o
n

d
ieren

E
ine V

ariante des obigen V
erfahrens der F

unktionsdefinition m
it speziellem

 f(i) ergibt
sich w

ie folgt:

=
 

=
 

, 

B
ei dieser F

unktion m
üß

ten a und b geeignet bestim
m

t w
erden, so daß

 alle T
abellen-

plätze in H
T

 erreicht w
erden. D

a dies w
iederum

 abhängig von m
 sein kann, ist der E

in-
satz der obigen F

unktion im
 allgem

einen F
all sehr schw

ierig.

A
us der Literatur ist jedoch als S

pezialfall des quadratischen S
ondierens eine F

unktion
bekannt, bei der - eine geeignete G

röß
e m

 von H
T

 vorausgesetzt - die E
rreichbarkeit

aller P
lätze gesichert ist:

B
asierend auf E

rgebnissen der Z
ahlentheorie gelten für m

 folgende B
edingungen:

-
m

 ist P
rim

zahl

-
m

 =
 4j +

 3 

h
0

K
p

(
)

h
K

p
(

)

h
i

1
+

K
p

(
)

h
i

K
p

(
)

f
i()

+
(

)m
odm

h
i

1
+

K
p

(
)

h
i

K
p

(
)

f
i

h
K

p
(

)
,(

)
+

(
)m

odm
i

1
2

…
,

,
=

h
0

K
p

(
)

h
K

p
(

)

h
i

K
p

(
)

h
0

K
p

(
)

a
i⋅

b
i 2

⋅
+

+
(

)m
odm

i
1

2
…

,
,

=

h
0

K
p

(
)

h
K

p
(

)
=

h
i

K
p

(
)

h
0

K
p

(
)

i2 ---






2
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(

) i
–





m

od
m

=
1

i
m

1
–

≤
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D
anach lassen sich beispielsw

eise für folgende T
abellengröß

en m
 alle P

lätze errei-
chen:

D
ie W

irkungsw
eise des quadratischen S

ondierens ist in B
ild 9.6 dargestellt. D

ie E
infü-

gungen der S
chlüssel H

A
Y

D
N

, B
E

E
T

H
O

V
E

N
, S

C
H

U
B

E
R

T
 und M

O
Z

A
R

T
 m

it H
ilfe un-

serer bekannten H
ashfunktion geschieht ohne K

ollisionen. B
ei B

A
C

H
 und H

Ä
N

D
E

L
w

erden die S
uchfolgen 1, 2 bzw

. 0, 1, 6 durchlaufen. F
ür V

IV
A

LD
I w

ird erst ein P
latz

nach dem
 T

est der P
lätze 0, 1, 6, 4, 3 gefunden. D

ieses B
eispiel zeigt gleichzeitig auch

die E
rreichbarkeit aller P

lätze und die S
chw

ierigkeit des Löschens von S
chlüsseln. 

3.
S

o
n

d
ieren

 m
it Z

u
fallszah

len

B
ei diesem

 V
erfahren w

ird m
it H

ilfe eines determ
inistischen P

seudozufallszahlen-G
e-

nerators die F
olge der A

dressen [1..m
-1] m

od m
 genau einm

al erzeugt:

=
 

=
 

, 

A
uch dieses V

erfahren verm
eidet S

ekundärkollisionen, aber keine P
rim

ärkollisionen.

m
j

m
j

3
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M
odifikationsoperationen in einer H

ashtabelle bei quadr. S
ondieren
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4.
Q

u
o

tien
ten

m
eth

o
d

e

B
ei dieser M

ethode w
erden F

olgen der A
rt

=
 

=
 

, 

erzeugt. D
adurch, daß

 der S
chlüssel K

p  zusam
m

en m
it der A

nzahl i der S
uchschritte

als A
rgum

ent von f verw
endet w

ird, sollen sow
ohl H

äufungen von S
ekundärkollisionen

als auch H
äufungen von P

rim
ärkollisionen verm

ieden w
erden. A

uch hier besteht das
P

roblem
 der E

rreichbarkeit aller P
lätze. S

pezielle F
unktionen für die lineare und qua-

dratische Q
uotientenm

ethode w
erden in der Literatur [B

K
70, B

e70] diskutiert.

5.
D

o
u

b
le H

ash
in

g

D
ie E

ffizienz des S
ondierens m

it Z
ufallszahlen w

ird bereits annähernd erreicht, w
enn

m
an 

eine 
zw

eite 
H

ashfunktion 
anstelle 

der 
zufälligen 

P
erm

utation 
für 

die
S

ondierungsfolge einsetzt:

=
 

=
 

, 

D
abei ist h’(K

) so zu w
ählen, daß

 für alle S
chlüssel K

 die resultierende S
ondierungs-

folge eine P
erm

utation aller H
ashadressen bildet. h(K

) m
uß

 also ungleich N
ull sein und

darf m
 nicht teilen (relativ prim

 zu m
). Z

ur V
erm

eidnung von sekundären C
lusterbildun-

gen sollte h’(K
) von h(K

) unabhängig gew
ählt w

erden.

E
ine V

erallgem
einerung dieses A

nsatzes zum
 A

uffinden eines freien T
abellenplatzes,

w
enn die H

ausadresse eines S
chlüssels besetzt ist, besteht darin, der R

eihe nach eine
F

olge von unabhängigen H
ashfunktionen 

, 
 einzusetzen. D

ie H
aus-

adresse w
ird durch 

, die erste S
uchposition durch 

 usw
. erreicht. Ist

nach E
insatz der k-ten H

ashfunktion noch kein freier P
latz gefunden, m

uß
 ein zusätz-

liches Ü
berlaufverfahren in A

nspruch genom
m

en w
erden.

B
ei diesem

 V
erfahren w

erden P
roblem

e der H
äufung von K

ollisionen verm
ieden. E

s
bleiben jedoch die E

rreichbarkeit aller P
lätze und das Löschen von S

chlüsseln als
schw

ierige P
unkte erhalten. A

ls interessante E
igenschaft erlaubt dieses V

erfahren als
einziges das parallele S

uchen nach einem
 S

chlüssel oder freien P
latz. 

6.
K

ettu
n

g
 vo

n
 S

yn
o

n
ym

en

E
ine w

eitere M
öglichkeit der B

ehandlung von Ü
berläufern ist die explizite K

ettung aller
S

ätze einer K
ollisionsklasse von H

T
. D

azu ist für jeden T
abellenplatz ein zusätzlicher

Z
eiger vorzusehen. D

ie V
erw

altung einer geketteten Liste - jew
eils von der H

ausadres-
se der K

ollisionsklasse ausgehend - verringert nicht die A
nzahl der K

ollisionen; sie ver-
kürzt jedoch den S

uchpfad beim
 A

ufsuchen eines S
ynonym

s, da durch diese M
aß

nah-
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m
e nur auf S

ynonym
e zugegriffen w

ird. Z
ur B

estim
m

ung eines freien Ü
berlaufplatzes

kann eine beliebige S
uchm

ethode oder eines der fünf eingeführten V
erfahren zur K

ol-
lisionsbehandlung herangezogen w

erden. D
iese T

echnik der K
ettung verlangt jedoch,

daß
 ein S

ynonym
 seinen Ü

berlaufplatz verlassen m
uß

, w
enn es auf der H

ausadresse
eines neu einzufügenden S

chlüssels untergebracht ist. D
adurch w

ird der E
infügevor-

gang kom
plizierter. D

as Löschen dagegen w
ird einfacher. D

er zu löschende S
atz w

ird
aus seiner S

ynonym
kette entfernt. D

abei ist darauf zu achten, daß
 die H

ausadresse
einer S

ynonym
kette stets belegt oder durch ein Löschkennzeichen besetzt ist.

9.3.2
S

ep
arater Ü

b
erlau

fb
ereich

B
ei dieser T

echnik w
erden alle S

ätze, die nicht auf ihrer H
ausadresse unterkom

m
en,

in einem
 separaten B

ereich gespeichert. D
ie B

estim
m

ung der Ü
berlaufadresse kann

entw
eder durch R

ehashing oder durch K
ettung der S

ynonym
e erfolgen. D

ie S
ynonym

-
kettung erlaubt auch die M

öglichkeit, den S
peicherplatz für Ü

berläufer dynam
isch zu

belegen. D
iese häufig eingesetzte T

echnik ist in B
ild 9.7 skizziert. F

ür jede K
ollisions-

klasse existiert eine K
ette. S

uch-, E
infüge- und Löschoperationen sind auf die jew

eilige
S

ynonym
kette beschränkt. D

ie A
nzahl der einzutragenden S

ätze kann im
 G

egensatz
zu B

ild 9.6 über die verfügbare T
abellenkapazität hinausw

achsen, ohne daß
 dieses

V
erfahren scheitert.

D
ie in B

ild 9.7 gezeigte M
ethode läß

t sich so m
odifizieren, daß

 anstelle von H
T

 nur eine
T

abelle von Z
eigern (Listenköpfen) statisch angelegt w

ird. D
er gesam

te S
peicherplatz

für die D
atensätze w

ird dann dynam
isch zugeordnet. 
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9.4
A

n
alyse d

es H
ash

in
g

F
ür die A

nalyse der H
ashverfahren w

ollen w
ir annehm

en, daß
 die B

erechnung der
H

ashfunktion oder die B
estim

m
ung des nächsten aufzusuchenden T

abellenplatzes
konstante Z

eit beansprucht. A
ls K

ostenm
aß

 soll die A
nzahl der S

uchschritte für S
uche,

E
infügen und Löschen dienen. D

abei w
ird eine B

elegung von H
T

 m
it n S

chlüsseln an-
genom

m
en. D

ie K
osten S

n  für das A
uffinden eines S

chlüssels fallen sow
ohl bei der S

u-
che als auch beim

 Löschen an. Z
usätzliche S

uchkosten können erforderlich w
erden,

w
enn eine nachfolgende R

eorganisation notw
endig w

ird. D
ie K

osten für die erfolglose
S

uche U
n  - das A

uffinden des ersten freien P
latzes - entsprechen denen für das E

in-
fügen. D

iese K
osten lassen sich als F

unktion des B
elegungsgrades β =

 n/m
 von H

T
ausdrücken.

Im
 schlechtesten F

all zeigt das H
ashing eine m

iserable Leistung. D
ie H

ashfunktion er-
zeugt nur eine K

ollisionsklasse und der Z
ugriff zu den S

ynonym
en entspricht dem

 in
einer linearen Liste. G

lücklicherw
eise ist die W

ahrscheinlichkeit dafür bei geeigneter
A

uslegung von H
T

 und einer vernünftigen W
ahl der H

ashfunktion sehr klein. A
ls K

o-
sten ergeben sich

S
n  =

 n

U
n  =

 n+
1.

D
er günstigste F

all liefert offensichtlich

S
n  =

 1 

U
n  =

 1.

D
ie B

erechnung der K
osten für den durchschnittlichen F

all gestaltet sich w
esentlich

schw
ieriger. D

azu w
ollen w

ir annehm
en, daß

 der W
ert von h(K

p ) m
it der W

ahrschein-
lichkeit 1/m

 einen bestim
m

ten W
ert i, 

hat, daß
 also die H

ashfunktion h alle
S

chlüssel gleichförm
ig auf die P

lätze von H
T

 verteilt. U
m

 den durchschnittlichen F
all

behandeln zu können, m
uß

 eine F
allunterscheidung für die A

rt der Ü
berlaufbehand-

lung durchgeführt w
erden.

9.4.1
M

o
d

ell fü
r d

as lin
eare S

o
n

d
ieren

D
as lineare S

ondieren verursacht keine P
roblem

e, solange der B
elegungsgrad von H

T
klein ist. S

obald β eine gew
isse G

röß
e überschreitet, verschlechtert sich das Z

ugriffs-
verhalten sehr stark. D

urch folgende T
abellenbelegung läß

t sich dieser V
organg ver-

deutlichen:
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D
ie belegten P

lätze sind schraffiert m
arkiert. D

ie nächste E
infügung w

ird einen der
acht freien P

lätze belegen, jedoch m
it sehr unterschiedlichen W

ahrscheinlichkeiten.
D

ie B
elegung von P

latz 14 ist fünfm
al so w

ahrscheinlich w
ie die von P

latz 7. D
as be-

deutet, je länger eine Liste ist, um
so schneller w

ird sie noch länger w
erden. E

s kann
auch passieren, daß

 zw
ei Listen zusam

m
enw

achsen (P
latz 3 und 14), so daß

 durch
einen neuen S

chlüssel eine A
rt V

erdopplung der Listenlänge eintreten kann.

K
nuth [K

n73] hat das lineare S
ondieren analysiert. W

ir übernehm
en seine E

rgebnisse:

D
iese M

odelle m
achen deutlich, daß

 die A
nzahl der S

uchschritte dram
atisch steigt, so-

bald sich β dem
 W

ert 1 nähert. In B
ild 9.8a sind ihre W

erte als F
unktion des B

elegungs-
grades graphisch aufgetragen.

9.4.2
M

o
d

ell fü
r u

n
ab

h
än

g
ig

e S
u

ch
sch

ritte

B
ei diesem

 M
odell w

ird zusätzlich angenom
m

en, daß
 die S

chlüssel auch bei der K
ol-

lisionsbehandlung gleichförm
ig über H

T
 verteilt w

erden. D
ies trifft bei der M

ethode des
R

ehashing (im
 idealen F

all) zu. Z
um

indest näherungsw
eise kann es auch bei der Q

uo-
tientenm

ethode, bei der Z
ufallsm

ethode und beim
 quadratischen S

ondieren unterstellt
w

erden.

W
ie viele S

chritte w
erden benötigt, um

 für das E
infügen eines S

chlüssels einen freien
P

latz zu finden, w
enn bereits n S

chlüssel gespeichert sind? M
it einer W

ahrscheinlich-
keit von 1 - n/m

 w
ird beim

 ersten V
ersuch ein freier P

latz gefunden. D
ie W

ahrschein-
lichkeit, zw

ei S
uchschritte ausführen zu m

üssen, ergibt sich aus der W
ahrscheinlich-

keit einer K
ollision im

 ersten S
chritt m

ultipliziert m
it der W

ahrscheinlichkeit, im
 zw

eiten
S

chritt einen freien P
latz zu finden. p

i  sei die W
ahrscheinlichkeit, m

it genau i S
chritten

einen freien P
latz zu finden: 
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D
ie erw

artete A
nzahl von S

uchschritten beim
 E

infügen des (n+
1)-ten S

chlüssels ergibt
sich zu

=
 

=
 

=
 

.

D
ie A

nzahl der S
uchschritte U

n-1  zum
 E

infügen des n-ten S
chlüssels stim

m
t m

it der
A

nzahl der S
uchschritte S

n  zum
 A

ufsuchen dieses S
chlüssels überein. D

urch M
ittel-

w
ertbildung über alle n S

chlüssel erhalten w
ir den E

rw
artungsw

ert für die erfolgreiche
S

uche:

=
 

=
 

,

w
obei 

die harm
onische F

unktion ist. M
it der A

pproxim
ation H

n  =
 ln n +

 γ, w
obei γ die E

uler-
sche K

onstante ist, und m
it n/(m

+
1) ≈ β ergibt sich

≈ =
 

=
 

=
 

B
ei unabhängigen S

uchschritten w
ährend der K

ollisionsbehandlung kann also m
it fol-

gender Leistungscharakteristik gerechnet w
erden:
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D
iese F

unktionen sind in B
ild 9.8b graphisch dargestellt. S

ie veranschaulichen recht
deutlich die im

 V
ergleich zum

 linearen S
ondieren erzielbaren V

erbesserungen.

9.4.3
M

o
d

ell fü
r sep

arate K
ettu

n
g

E
s w

ird angenom
m

en, daß
 sich die n S

chlüssel gleichförm
ig über die m

 m
öglichen K

et-
ten verteilen. Jede S

ynonym
kette hat also im

 M
ittel n/m

 =
 β S

chlüssel.

W
enn der i-te S

chlüssel K
i  in H

T
 eingefügt w

ird, sind in jeder K
ette (i-1)/m

 S
chlüssel.

D
ie S

uche nach K
i  kostet also 1+

(i-1)/m
 S

chritte, da K
i  an das jew

eilige E
nde einer K

et-
te angehängt w

ird. W
ir erhalten also, w

enn w
ir über alle n S

chlüsseln m
itteln,

.

Im
 M

ittel findet m
an einen S

chlüssel, nachdem
 die halbe K

ette durchsucht ist.

B
ei der erfolglosen S

uche m
uß

 im
m

er die ganze K
ette durchlaufen w

erden. D
ie K

o-
stenform

el hat som
it folgende S

truktur [K
ü82]:

U
n  =

 1 
+

 1 · W
S

(zu einer H
ausadresse existiert ein Ü

berläufer)

+
 2 · W

S
(zu einer H

ausadresse existieren zw
ei Ü

berläufer) +
 3 ... 

W
ir unterstellen eine B

inom
ialverteilung der S

chlüssel:

W
S

(auf eine H
ausadresse entfallen i von n S

chlüsseln) =
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D
araus folgt

=
 

=
 

=
 

=
 

≈ 
.

D
iese E

rgebnisse zeigen, daß
 die separate K

ettung auch den M
ethoden der “unabhän-

gigen” K
ollisionsauflösung überlegen ist. H

ashing ist im
 allgem

einen ein sehr lei-
stungsstarkes V

erfahren. S
elbst bei starker Ü

berbelegung (β >
 1) erhält m

an bei sepa-
rater K

ettung noch günstige W
erte.

9.5
H

ash
in

g
 au

f extern
en

 S
p

eich
ern

E
in anderer A

nsatz, das K
ollisionsproblem

 zu entschärfen, besteht darin, für jede
H

ashadresse genügend P
latz bereitzuhalten, so daß

 m
ehr als ein S

atz auf seiner
H

ausadresse gespeichert w
erden kann. D

er zu einer H
ashadresse gehörige S

peicher-
bereich w

ird auch B
ucket genannt; er kann bis zu b S

ätzen aufnehm
en, ohne dabei

überzulaufen. b heiß
t auch B

ucketfaktor. D
er H

ashbereich - oft auch P
rim

ärbereich ge-
nannt - besteht dann aus m

 B
uckets, die relativ adressiert w

erden können. E
r kann

folglich 
 

S
ätze 

aufnehm
en; 

sein 
B

elegungsfaktor 
bestim

m
t 

sich 
zu

. M
it größ

er w
erdendem

 B
ucketfaktor nim

m
t die K

ollisionsproblem
atik

drastisch ab, da erst das (b+
1)-te S

ynonym
 einen Ü

berlauf provoziert.

B
ei B

ucket-Ü
berlauf können grundsätzlich die bekannten V

erfahren zur K
ollisionsbe-

handlung eingesetzt w
erden. B

ei einer Ü
berlaufbehandlung im

 P
rim

ärbereich w
ird ent-

sprechend dem
 gew

ählten V
erfahren eine neue H

ashadresse bestim
m

t; bei einem
 se-

paraten Ü
berlaufbereich w

ird der neue S
atz einem

 B
ucket des Ü

berlaufbereichs zuge-
w

iesen. 
E

s 
ist 

m
öglich, 

diese 
B

uckets 
dynam

isch 
zuzuordnen 

und 
m

it 
dem
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übergelaufenen B
ucket zu verketten. E

ine andere M
öglichkeit besteht darin, ein Ü

ber-
laufbucket m

ehreren P
rim

ärbuckets zuzuordnen. 

D
ie S

peicherungsreihenfolge in einem
 B

ucket kann

-
der E

infügefolge oder

-
der S

ortierfolge des S
chlüssels

entsprechen. Im
 zw

eiten F
all ist das E

infügen aufw
endiger, dafür ergeben sich jedoch

gew
isse V

orteile beim
 A

ufsuchen.

D
ie T

echnik der B
ucket-A

dressierung eignet sich besonders gut für die A
nw

endung auf
externen S

peichern als Z
ugriffsm

ethode für direkt adressierbare D
ateien. A

ls G
röß

e ei-
nes B

uckets kann die G
röß

e einer S
pur oder eines S

ektors der M
agnetplatte gew

ählt
w

erden. Im
 allgem

einen sollte jedoch die B
ucketgröß

e der B
lockgröß

e der D
atei (Ü

ber-
tragungseinheit, S

eite) entsprechen. D
er Z

ugriff auf die H
ausadresse bedeutet dann

eine physische E
/A

; jeder w
eitere Z

ugriff auf ein Ü
berlaufbucket löst jew

eils einen w
ei-

teren physischen E
/A

-V
organg aus. 

E
in w

eithin eingesetztes H
ashverfahren auf externen S

peichern stellt jeder K
ollisions-

klasse eine separate Ü
berlaufkette zur V

erfügung. A
ls H

ashfunktion kann jede beliebi-
ge F

unktion gew
ählt w

erden. D
a jetzt ein zusätzlicher Z

ugriff w
esentlich teurer ist, lohnt

sich der E
insatz kom

plexerer H
ashfunktionen m

it einem
 höheren B

erechnungsauf-
w

and, w
enn dadurch eine kleinere K

ollisionsw
ahrscheinlichkeit erzielt w

ird. In B
ild 9.9

ist ein B
eispiel m

it unserer einfachen H
ashfunktion dargestellt. 
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B
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B
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it separaten Ü
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E
s gilt folgende K

lassifikation der B
uckets:

G
ew

öhnlich w
ird im

m
er auf dem

 ersten freien P
latz in einer B

ucketkette eingefügt.
W

enn ein R
andbucket überläuft, w

ird ein w
eiteres B

ucket angehängt. B
ei einem

Löschvorgang gibt es keine R
eorganisation, w

eil das V
erschieben von S

ätzen über
B

ucketgrenzen hinw
eg sehr teuer ist. W

enn ein Ü
berlaufbucket durch Löschen ganz

leer w
erden sollte, w

ird es aus der Ü
berlaufkette entfernt. D

ie P
rim

ärbuckets m
üssen

w
egen der relativen A

dressierung stets zugeordnet bleiben.

Ä
hnliche Ü

berlegungen w
ie im

 F
all b=

1 führen zu K
ostenm

odellen für die B
ucket-

A
dressierung m

it separaten Ü
berlaufbuckets. D

ie S
truktur der F

orm
eln w

ird jedoch w
e-

sentlich kom
plizierter. E

s sei w
ieder die B

inom
ialverteilung für die S

chlüssel auf die
einzelnen B

uckets unterstellt [K
ü82]:

=
 1+

 W
S

(zu einer H
ausadresse existiert ein Ü

berlaufbucket)

+
 W

S
(zu einer H

ausadresse existieren zw
ei Ü

berlaufbuckets) +
 ..

=
 

=
 

=
 

.

A
ls noch kom

plexer erw
eist sich die S

truktur der F
orm

el für S
n . W

ir übernehm
en des-

halb aus [K
ü82] nur das E

rgebnis:

.

U
m

 das Z
ugriffsverhalten in A

bhängigkeit vom
 B

ucketfaktor b zu verdeutlichen, sind
beide M

odelle für vorgegebene P
aram

eter ausgew
ertet w

orden. D
ie E

rgebnisse sind
in T

abelle 9.1 zusam
m

engefaß
t. S

ie zeigen das hervorragende Z
ugriffsverhalten die-

ser S
truktur bei groß

en b, selbst w
enn der B

elegungsfaktor bezogen auf die P
rim

är-

P
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Ü
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buckets auf ein 
 ansteigt. F

ür β =
 1 liegt S

n  zw
ischen 1.05 und 1.31, w

as eine sehr
gute A

nnäherung an den “idealen” W
ert von 1 darstellt. D

arüber hinaus ist das Z
ugriffs-

verhalten unabhängig von der G
röß

e des D
atenbestandes; es w

ird nur von b und β be-
stim

m
t. E

s ist klar, daß
 H

ashverfahren m
it B

ucket-A
dressierung bei der direkten S

uche
den M

ehrw
eg- und D

igitalbäum
en deutlich überlegen sind. B

ei diesem
 V

ergleich ist je-
doch zu beachten, daß

 sie nicht die sortiert sequentielle V
erarbeitung aller S

ätze un-
terstützen. W

eiterhin ist hervorzuheben, daß
 H

ashverfahren statische S
trukturen sind.

D
ie Z

ahl der P
rim

ärbuckets m
 läß

t sich nicht dynam
isch an die Z

ahl der zu speichern-
den S

ätze n anpassen. W
enn n>

>
 m

 · b ist, w
andert die M

ehrzahl der S
ätze in die

Ü
berlaufbuckets. D

adurch entartet das Z
ugriffsverhalten, w

enn auch langsam
, aber

zunehm
end.

T
abelle 9.1:

Z
ugriffsfaktoren für die B

ucketadressierung m
it separaten Ü

berlaufbuk-
kets

9.6
E

rw
eiterb

ares H
ash

in
g

D
ie N

otw
endigkeit der statischen Z

uw
eisung des H

ashbereiches bringt bei dynam
i-

schen D
atenbeständen, bei denen in beträchtlichem

 U
m

fang E
infüge- oder Löschope-

rationen vorkom
m

en, gravierende N
achteile m

it sich. U
m

 eine zu schnelle A
usdeh-

nung des Ü
berlaufbereichs zu verm

eiden, m
uß

 zur D
efinitionszeit der D

atei der P
rim

är-
bereich genügend groß

 dim
ensioniert w

erden. D
adurch erhält m

an einen schlechten
B

elegungsgrad, solange nur relativ w
enige S

ätze gespeichert sind. W
enn die geplante

K
apazität des H

ashbereiches überschritten w
ird, w

achsen die S
ynonym

ketten der P
ri-

β
2
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0.5
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1.05
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S
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U
n

S
n

b =
 5

U
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S
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U
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S
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U
n

S
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U
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1.56

2.45
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m
ärbuckets zunehm

end an, so daß
 sich das Z

ugriffsverhalten stetig verschlechtert.
W

ie w
ir gesehen haben, sind die A

usführungszeiten für direkte S
uche, E

infügen und
Löschen bei einem

 B
elegungsfaktor β von 2 oder 3 bei groß

en B
ucketfaktoren b noch

tolerierbar, größ
ere β erzw

ingen jedoch w
egen der sich verschlechternden Z

ugriffszei-
ten eine R

eorganisation des D
atenbestandes.

B
ei einer solchen statischen R

eorganisation ist der gesam
te D

atenbestand zu entla-
den. N

ach Z
uordnung eines größ

eren P
rim

ärbereiches sind die S
ätze der R

eihe nach
m

it H
ilfe einer geänderten H

ashfunktion neu einzufügen. D
as erfordert bei groß

en D
a-

tenbeständen (n >
 10

6) längere B
etriebsunterbrechungen, die oft nicht akzeptabel, zu-

m
indest aber unerw

ünscht sind. W
ünschensw

ert ist daher ein H
ashverfahren, das

-
ein dynam

isches W
achsen und S

chrum
pfen des H

ashbereichs erlaubt, 

-
eine beliebige A

nzahl von E
infüge- und Löschoperationen durchzuführen erlaubt,

ohne daß
 sich dabei das Z

ugriffsverhalten verschlechtert,

-
 Ü

berlauftechniken und periodische R
eorganisationen des gesam

ten D
atenbe-

standes verm
eidet,

-
eine 

hohe 
B

elegung 
des 

S
peicherplatzes 

unabhängig 
vom

 
W

achstum
 

der
S

chlüsselm
enge garantiert, 

-
für das A

uffinden eines S
atzes m

it gegebenen S
chlüssel nicht m

ehr als zw
ei S

ei-
tenzugriffe benötigt.

U
m

 dieses Z
iel zu erreichen, dürfen zur K

ollisionsbehandlung keine Ü
berlaufbuckets

eingesetzt w
erden, da sie das A

nsteigen der Z
ugriffszeit verursachen und nur durch

eine statische R
eorganisation entfernt w

erden können.

 In den letzten Jahren w
urden eine R

eihe von Lösungsvorschlägen für dynam
ische

H
ashverfahren publiziert. S

ie lassen sich in zw
ei K

lassen einteilen: V
erfahren, die ir-

gendeine F
orm

 von Index, V
erzeichnis- oder Z

ugriffstabelle einsetzen, und solche, die
ohne Index auskom

m
en. E

in Ü
berblick über diese V

erfahren findet sich in [La83]. D
rei

unterschiedliche A
nsätze sind am

 bekanntesten:

-
erw

eiterbares [F
N

P
S

79]

-
virtuelles H

ashing [Li78]

-
dynam

isches H
ashing [La78].

V
on diesen V

erfahren führen w
ir zunächst das erw

eiterbare H
ashing ein, da seine Im

-
plem

entierung auf bereits bekannten T
echniken beruht. E

s verspricht auß
erdem

 S
ta-

bilität gegen schiefe S
chlüsselverteilungen sow

ie gute S
peicherplatzausnutzung und

garantiert, daß
 jeder D

atensatz bei gegebenem
 S

chlüssel m
it genau zw

ei S
eitenzugrif-

fen (E
/A

-V
orgängen) aufgefunden w

ird. D
as erw

eiterbare H
ashing verknüpft die von

den B
-B

äum
en bekannten S

plit- und M
ischtechniken von S

eiten zur K
onstruktion eines

dynam
ischen H

ashbereichs m
it der von den D

igitalbäum
en her bekannten A

dressie-
rungstechnik zum

 A
ufsuchen eines S

peicherplatzes.
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D
ie prinzipielle V

orgehensw
eise bei der A

dressierung ist in B
ild 9.10 skizziert.

D
ie H

ashfunktion m
uß

 eine F
olge von B

its liefern: 
. D

ies ist
bei jeder gew

öhnlichen H
ashfunktion der F

all, da h(K
i ) im

m
er als B

itfolge interpretiert
w

erden kann. D
ie einzelnen B

its eines S
chlüssels steuern der R

eihe nach den W
eg

durch den zur A
dressierung benutzten D

igitalbaum
. D

ie D
igitalbaum

-A
dressierung

bricht ab, sobald ein B
ucket den ganzen T

eilbaum
 aufnehm

en kann. Im
 allgem

einen
ergibt sich eine dynam

ische G
renzlinie variierender T

iefe, w
ie sie in B

ild 9.10 gezeigt
w

ird. E
s kom

m
t jetzt aus E

ffizienzgründen darauf an, daß
 diese G

renzlinie m
öglichst

ausgew
ogen ist. D

a D
igitalbäum

e keinen B
alancierungsm

echanism
us für ihre H

öhe
besitzen, m

uß
 die A

usgew
ogenheit “von auß

en” aufgezw
ungen w

erden. T
heoretisch

kann m
an auch die einzelnen B

its des S
chlüssels K

i  direkt zur A
dressierung heranzie-

hen. D
a dann jedoch, w

ie in B
ild 9.3 verdeutlicht, eine U

ngleichverteilung der S
chlüssel

und dam
it ein unausgew

ogener D
igitalbaum

 zu erw
arten ist, ist es von V

orteil, h(K
i ) als

sogenannten P
seudoschlüssel anstelle von K

i  zur A
dressierung zu verw

enden. D
ie

H
ashfunktion w

ird also beim
 erw

eiterbaren H
ashing dazu benutzt, eine bessere

G
leichverteilung der P

seudoschlüssel zu erzeugen, die w
iederum

 die A
usgew

ogenheit
des D

igitalbaum
s von auß

en erzw
ingen soll.
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D
ie Im

plem
entierung des erw

eiterbaren H
ashing erfolgt nun dadurch, daß

 der D
igital-

baum
 als entarteter T

rie realisiert w
ird. D

ie nach B
ild 9.10 m

axim
ale (globale) T

iefe d
des D

igitalbaum
es bestim

m
t die A

nzahl der B
its, die zur A

dressierung herangezogen
w

erden. d B
its w

erden zu einem
 Z

eichen zusam
m

engefaß
t; da es 2

d verschiedene Z
ei-

chen gibt, kann der D
igitalbaum

 als T
rie der H

öhe 1 m
it 2

d verschiedenen E
inträgen

dargestellt w
erden. W

ie in B
ild 9.11 gezeigt, läß

t sich der T
rie auch als D

irectory oder
als A

dreß
verzeichnis auffassen. D

ie d B
its des P

seudoschlüssels h(K
i ) adressieren ei-

nen E
intrag im

 A
dreß

verzeichnis, der die aktuelle A
dresse des B

ucket m
it S

chlüssel K
i

enthält. B
enachbarte E

inträge können auf dasselbe B
ucket verw

eisen, w
enn näm

lich
die zugehörige lokale T

iefe d’ im
 D

igitalbaum
 kleiner als d ist.

In B
ild 9.11 w

urde als P
seudoschlüssel das erste Z

eichen des S
chlüssels in A

S
C

II-
D

arstellung herangezogen. D
abei w

urden bei d =
 3 die B

its in den P
ositionen 4, 5 und

6 gew
ählt. A

ls B
ukketfaktor ist b =

 3 vorgegeben. A
lle D

atensätze oder S
chlüssel zu

den D
atensätzen, deren P

seudoschlüssel in den ersten d B
its übereinstim

m
en, w

er-
den über denselben E

intrag im
 A

dreß
verzeichnis erreicht. D

ie B
uckets enthalten eine

A
nzeige ihrer lokalen T

iefe d’. S
tim

m
en d und d’ überein, so sind in dem

 B
ucket aus-

schließ
lich S

chlüssel gespeichert, deren P
seudoschlüssel die gleiche B

itfolge in den
ausgew

ählten d P
ositionen besitzt. F

alls d’ <
 d ist, enthält das B

ucket alle S
chlüssel m

it
einer Ü

bereinstim
m

ung der P
seudoschlüssel in der Länge d’; es verw

eisen also 2
d-d’
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 erw
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ashing
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E
inträge der T

rie-S
truktur auf das betreffende B

ucket. In diesem
 F

all kann ein B
ucket-

Ü
berlauf durch einen einfachen S

plit-V
organg behandelt w

erden. D
ie lokale T

iefe d’
der beiden am

 S
plit-V

organg beteiligten B
uckets erhöht sich dadurch um

 1. W
enn bei-

spielsw
eise der S

chlüssel D
eep P

urple eingefügt w
erden soll, ändert sich die S

peiche-
rungsstruktur in der in B

ild 9.11 skizzierten W
eise.

F
alls d =

 d’ gilt, zeigt genau ein A
dreß

verw
eis auf das B

ucket. W
enn ein solches B

ucket
bei drohendem

 Ü
berlauf gespalten w

ird, steht für das neu hinzukom
m

ende B
ucket kein

E
intrag im

 A
dreß

verzeichnis zur V
erfügung. D

as erw
eiterbare H

ashing sieht für diesen
F

all eine E
rhöhung der globalen T

iefe d um
 1 vor. D

iese M
aß

nahm
e entspricht einer

V
erdopplung der T

rie-S
truktur. D

ie M
odifikation des T

rie läß
t sich bei der sogenannten

P
räfix-A

dressierung durch V
erdopplung der einzelnen E

inträge erreichen. B
eispiels-

w
eise entstehen aus dem

 E
intrag 010* die E

inträge 0100* und 0101*. E
s ist lediglich

eine N
euadressierung des durch den S

plit-V
organg hinzugekom

m
enen B

uckets (m
it

lokaler N
euverteilung der S

chlüssel) durchzuführen. In B
ild 9.12 sind die A

usw
irkun-

gen des S
plit-V

organgs veranschaulicht, der durch E
infügen des S

chlüssels B
ee G

ees
ausgelöst w

urde.

D
ie E

rw
eiterung des A

dreß
verzeichnisses läß

t sich auch durch die sogenannte S
uffix-

A
dressierung durchführen. D

abei entstehen aus dem
 E

intrag *010 die E
inträge *0010

und *1010. In diesem
 F

all w
ird das A

dreß
verzeichnis durch A

nhängen seiner K
opie

verdoppelt. D
urch eine lokale K

orrektur w
ird ein Z

eiger auf das neu hinzugekom
m

ene
B

ucket gesetzt.

B
eim

 erw
eiterbaren H

ashing kann sich das A
dreß

verzeichnis selbst über m
ehrere S

ei-
ten erstrecken. D

as erw
eiterbare H

ashing garantiert jedoch im
m

er für die direkte S
u-

che zw
ei E

xternspeicherzugriffe: ein Z
ugriff auf die S

eite m
it dem

 E
intrag im

 A
dreß

ver-
zeichnis und ein Z

ugriff auf das B
ucket. E

infügungen und Löschungen sind w
ie bei B

-
B

äum
en lokale O

perationen, die eine dynam
ische R

eorganisation der S
truktur vorneh-

m
en. In seinem

 Z
ugriffsverhalten liegt das erw

eiterbare H
ashing zw

ischen den kon-
ventionellen H

ashverfahren und den B
-B

äum
en. B

ei einem
 V

ergleich m
it B

-B
äum

en ist
jedoch zu berücksichtigen, daß

 das erw
eiterbare H

ashing im
 allgem

einen keine sor-
tiert-sequentielle V

erarbeitung unterstützt, da die A
nw

endung der H
ashfunktion die

S
ortierreihenfolge der S

chlüssel zerstört.
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9.7
L

in
eares H

ash
in

g

V
erfahren, die m

it einer konstanten und geringen A
nzahl von V

erw
altungsdaten aus-

kom
m

en, heiß
en V

erfahren (fast) ohne Index (oder D
irectory). A

uch für solche V
erfah-

ren w
urden eine R

eihe von G
rundform

en entw
ickelt, die dann später in vielfältiger W

ei-
se verfeinert w

urden. D
iese V

erfahren versuchen das Ü
berlaufproblem

 nicht lokal zu
lösen (bisher w

urde das jew
eilige B

ucket einfach aufgeteilt), sondern eine bezüglich
des H

ash-B
ereichs (D

atei) globale Lösung zu finden. B
eispielsw

eise w
erden Ü

berläu-
fer tem

porär in separaten Listen verw
altet; eine hohe R

ate an Ü
berläufern oder ein zu

groß
er B

elegungsgrad β w
ird als Indikator genom

m
en, den S

peicherplatz zu expandie-
ren, d. h., neue B

uckets zu allokieren und Ü
berläufer zu integrieren. 

0001

0010

0011

0100

0101

0000

0110

0111

K
inks

U
riah H

eep
T

he W
ho

D
eep P

urple

B
eatles

R
olling S

tones
B

ee G
ees

A
bba

P
ink F

loyd

3431

4
Z

eiger
für

globale
T

iefe d

lokale T
iefe d’

h(~
) =

 000*

h(~
) =

 0010*

h(~
) =

 010*

h(~
) =

 1*

1001

1010

1011

1100

1101

1000

1110

1111

G
enesis

3

h(~
) =

 011*

S
hadow

s

4

h(~
) =

 0011*

B
ild 9.12:

E
rw

eiterbares H
ashing: M

odifizierte S
truktur nach E

infügungen
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E
ine der G

rundform
en für V

erfahren ohne Index ist das von von Litw
in [Li80] vorge-

schlagene Lineare (virtuelle ) H
ashing. D

abei w
erden die B

uckets in einer fest vorge-
gebenen R

eihenfolge aufgeteilt,  und zw
ar m

it H
ilfe eines Z

eigers p, der das nächste
aufzuteilende B

ucket kennzeichnet. B
eim

 S
plit-V

organg w
ird dann jew

eils ein B
ucket

am
 D

ateiende angehängt. E
s gibt hierbei jedoch keine M

öglichkeit, Ü
berlaufsätze zu

verm
eiden. S

ie w
erden pro B

ucket in separaten Listen verw
altet. E

rst w
enn das betref-

fende B
ucket aufgeteilt w

ird, w
erden die Ü

berläufer in ein B
ucket des H

ashbereichs
eingefügt.

9.7.1
P

rin
zip

 d
es L

in
earen

 H
ash

in
g

Lineares H
ashing führen w

ir an einem
 kleinen B

eispiel ein, bei dem
 die G

röß
e des P

ri-
m

ärbereichs m
it m

 =
 5 und b =

 4 gew
ählt w

urde. D
er B

elegungsfaktor sei hier als 

β
=

n/((m
 · 2

L +
 p) · b) 

definiert, w
obei L die A

nzahl der bereits ausgeführten V
erdopplungen des ursprüngli-

chen P
rim

är-B
ereichs ist.

E
in S

plitting des B
uckets, auf das p (0 ≤ p <

 m
 · 2

L) m
om

entan zeigt, erfolgt dann, w
enn

β den S
chw

ellw
ert von β

s  (hier 0.8) überschreitet. W
ir setzen eine F

olge von H
ashfunk-

tionen 

-
h

0 (K
) =

 K
 m

od 5, 

-
h

1 (K
) =

 K
 m

od 10, 

-
h

2 (K
) =

 K
 m

od 20 usw
. 

ein, w
obei zunächst h

0 (K
) berechnet w

ird. W
enn h

0 (K
) ≥

 p ist, liefert diese B
erechnung

die gew
ünschte A

dresse, da das betreffende B
ucket noch nicht aufgeteilt w

urde. h
0 (K

)

<
 p zeigt an, daß

 das adressierte B
ucket bereits aufgeteilt w

urde. D
eshalb ist zur

A
dreß

berechnung h
1 (K

) heranzuziehen. D
iese V

erfahrensw
eise setzt voraus, daß

beim
 A

ufteilen des B
uckets die A

dressen seiner S
ätze m

it h
1 (K

) neu bestim
m

t w
erden.

A
nschließ

end ist der Z
eiger p um

 1 zu erhöhen.

In B
ild 9.13 haben w

ir der Ü
bersichtlichkeit halber für K

 Integerzahlen gew
ählt. N

ach
E

infügen von K
 =

 888 erhöht sich der B
elegungsgrad in S

ituation von B
ild 9.13a auf β

=
 17/20 =

 0.85 und löst ein S
plitting von B

ucket 0 aus. D
as E

rgebnis in B
ild 9.13b zeigt

das F
ortschalten von p; es verdeutlicht auß

erdem
, daß

 nur die Ü
berläufer des aufge-

teilten B
uckets in den P

rim
är-B

ereich (hier 0 und 5) übernom
m

en w
erden. W

eitere E
in-

fügungen von K
 =

 244, 399 und 100 erhöhen β über den S
chw

ellw
ert, so daß

 ein S
plit-

ting von B
ucket 1 ausgeführt w

ird. E
rreicht p den W

ert m
, so ist die erste V

erdopplung
der H

ashbereichs abgeschlossen. A
ls H

ashfunktionen sind jetzt in analoger W
eise

h
1 (K

) und h
2 (K

) heranzuziehen.
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  V
erallgem

einert läß
t sich das Lineare H

ashing jetzt folgenderm
aß

en beschreiben. G
e-

geben sei eine F
olge von H

ashfunktionen h
0 , h

1 , h
2 , ..., w

obei 

h
0 (K

)
∈

{0, 1, ..., m
-1} und

 

h
j+

1 (K
)

=
h

j (K
) oder

h
j+

1 (K
)

=
h

j (K
) +

 m
 · 2

j
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Ü
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a) B
elegung der H

ashbereichs vor der ersten E
rw

eiterung

b) B
elegung nach der A

ufteilung von B
ucket 0

c) B
elegung nach w

eiteren E
infügungen und der A

ufteilung von B
ucket 1

B
ild 9.13:

P
rinzip des Linearen H

ashing
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für alle j ≥ 0 und alle S
chlüssel k gilt. D

abei ist für beide F
älle von h

j+
1  die gleiche W

ahr-

scheinlichkeit erw
ünscht. B

eim
 S

plitting eines B
uckets w

ird p um
 1 erhöht und w

ie folgt

berechnet: p :=
 (p+

1) m
od (m

·2
L). W

enn p dabei w
ieder auf N

ull gesetzt w
ird (V

erdopp-
lung des H

ashbereichs beendet), w
ird L um

 1 erhöht (L =
 0, 1, 2, ...). D

ie beiden V
aria-

blen L und p bestim
m

en auch die A
dreß

berechnung eines S
atzes m

it S
chlüssel K

, die
nach folgendem

 A
lgorithm

us vorgenom
m

en w
ird:

h :=
 h

L (K
);

if h <
 p then h :=

 h
L+

1 (K
);

Z
ur K

ontrolle der S
peicherplatzbelegung sind m

ehrere V
erfahren denkbar. U

nkontrol-
liertes S

plitting w
ird ausgeführt, sobald ein S

atz in den Ü
berlaufbereich kom

m
t. H

ierbei
ist eine niedrigere S

peicherplatzausnutzung (β ∼ 0.6), aber ein schnelleres A
ufsuchen

zu erw
arten. K

ontrolliertes S
plitting dagegen erfolgt erst, w

enn β > β
s  ist, d. h., ein S

atz

kom
m

t zunächst in den Ü
berlaufbereich, w

enn das betreffende B
ucket voll ist. D

iese
V

orgehensw
eise führt offensichtlich zu einer besseren S

peicherplatzausnutzung, er-
zeugt aber auch längere Ü

berlaufketten. D
ie A

nzahl der B
uckets bleibt natürlich in der

G
röß

enordnung O
(n); da keine A

dreß
tabelle verw

endet w
ird, bleibt der S

peicherauf-
w

and für die V
erw

altungsdaten (m
, p, L) konstant und vernachlässigbar. F

ür die E
ffizi-

enz w
ird in [La83] folgendes B

eispiel angegeben: M
it b =

 20 und β
s  =

 0.75 ergeben sich

eine m
ittlere S

uchlänge von 1.44 für erfolgreiche und 2.45 für erfolglose S
uche.

9.7.2
V

erb
esseru

n
g

en
 d

es L
in

earen
 H

ash
in

g

D
as Lineare H

ashing m
it partiellen E

rw
eiterungen [La80] zielt auf eine gleichm

äß
igere

B
elegung der einzelnen B

uckets w
ährend der E

xpansion ab. D
abei findet das V

erdop-
peln der B

ukket-A
nzahl in einer S

erie von partiellen E
xpansionsschritten statt, w

odurch
eine V

erbesserung des Z
ugriffsverhaltens erreicht w

ird.

E
ine K

om
bination dieser Idee der partiellen E

rw
eiterungen m

it dem
 E

insatz von S
epa-

ratoren, w
ie sie beim

 E
xternen H

ashing m
it S

eparatoren eingesetzt w
urden, führt zum

Linearen H
ashing m

it S
eparatoren, das dynam

isch ist und gleichzeitig beim
 A

ufsuchen
einen Z

ugriffsfaktor von 1 gew
ährleistet. D

ie E
inzelheiten dieser M

ethode sprengen je-
doch den R

ahm
en unserer B

etrachtungen [La80].



245

10.G
rap

h
en

B
isher w

urden B
äum

e als eine spezielle F
orm

 von G
raphen eingeführt und ausführlich

diskutiert. B
ei B

äum
en hatte jeder K

noten höchstens einen V
orgängerknoten; bei all-

gem
einen B

äum
en w

aren beliebig viele N
achfolgerknoten erlaubt.

G
raphen sind sehr universelle S

trukturen, m
it denen sich viele P

roblem
e und M

etho-
den der Inform

atik in geeigneter W
eise beschreiben oder m

odellhaft darstellen lassen.
D

ie bei den B
äum

en gem
achte E

inschränkung, die V
orgängerknoten betrifft, w

ird da-
bei fallen gelassen. A

nschaulich gesprochen bestehen G
raphen aus K

noten, die m
it

K
anten verbunden sind. W

enn diese K
anten eine O

rientierung besitzen, bezeichnet
m

an diese als gerichtete, sonst als ungerichtete G
raphen.

10.1
D

efin
itio

n
en

B
evor einige G

raphalgorithm
en diskutiert w

erden können, sind eine R
eihe die G

raphen
und ihre E

igenschaften betreffenden D
efinitionen einzuführen.

D
efin

itio
n

en
: 

1.
G

 =
 (V

, E
) heiß

t ungerichteter G
raph : ⇔

(i)
V

 ≠ ∅
 ist eine endliche, nichtleere M

enge. V
 heiß

t K
notenm

enge, E
lem

ente
von V

 heiß
en K

noten.

(ii)
E

 ist eine M
enge von ein- oder zw

eielem
entigen T

eilm
engen von V

. E
 heiß

t
K

antenm
enge, ein P

aar {u,v} ∈
 E

 heiß
t K

ante. E
ine K

ante {u} heiß
t S

chlinge.

Z
w

ei K
noten u und v heiß

en benachbart : ⇔
 {u,v} ∈

 E
 ∨

 (u=
v ∧

 {u} ∈
 E

).

2.
S

ei G
 =

 (V
,E

) ein ungerichteter G
raph. W

enn E
 keine S

chlinge enthält, so heiß
t G

schlingenlos. S
eien G

 =
 (V

G
, E

G
) und H

 =
 (V

H
, E

H
) ungerichtete G

raphen.

H
 heiß

t T
eilgraph von G

 (H
 ⊂

 G
): ⇔

 V
H  ⊂

 V
G

 und E
H

 ⊂
 E

G
.

H
 heiß

t vollständiger T
eilgraph von G

 : ⇔
H

 ⊂
 G

 und [(u,v) ∈
 E

G
 m

it u,v ∈
 V

H  ⇒
 (u,v) ∈

 E
H ].

B
em

.
Im

 w
eiteren w

erden w
ir K

anten {u,v} als P
aare (u,v) oder (v,u) und S

chlingen
{u} als P

aar (u,u) schreiben, um
 spätere gem

einsam
e D

efinitionen für unge-
richtete und gerichtete G

raphen nicht differenzieren und notationell unterschei-
den zu m

üssen.
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B
eispiel 1

G
 =

 (V
G

, E
G

) m
it V

G
 =

 {1, 2, 3, 4},

E
G

 =
 {(1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 4)}.

H
 =

 (V
H , E

H ) m
it V

H  =
 {A

, B
, C

, D
}.

E
H  =

 {(A
, B

), (B
, C

), (C
, D

), (D
, A

), (A
, C

), (B
, D

)}.

D
efin

itio
n

en
: 

G
 =

 (V
,E

) heiß
t gerichteter G

raph (D
igraph) : ⇔

(i)
V

 ≠ ∅
 ist endliche M

enge. V
 heiß

t K
notenm

enge, E
lem

ente von V
 heiß

en K
noten.

(ii)
E

 ⊆
 V

 × V
 heiß

t K
antenm

enge, E
lem

ente von E
 heiß

en K
anten.

S
chreibw

eise: (u, v) oder u →
 v.

u ist die Q
uelle, v das Z

iel der K
ante u →

 v.
E

ine K
ante (u, u) heiß

t S
chlinge.

B
em

.
D

ie obige D
efinition 2 für ungerichtete G

raphen läß
t sich auf den F

all gerichte-
ter G

raphen übertragen.

B
eispiel 2

G
 =

 (V
G

, E
G

) m
it V

G
 =

 {1, 2, 3, 4} und 

E
G

 =
 {1 →

 2, 1 →
 3, 1 →

 4, 2 →
 3, 2 →

 4, 3 →
  4}.

D
efin

itio
n

en
: 

F
ür die folgenden D

efinitionen 4  bis 7 seien  G
 =

 (V
,E

) ein (un)gerichteter G
raph und

k =
 (v

o , ..., v
n ) ∈

 V
n+

1eine F
olge von n+

1 K
anten.  

12
3 4

13
4 2

BA

C
D

D
arstellung von H

D
arstellungen von G

1

4

2
3

12
3 4

D
arstellungen von G
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1.
k heiß

t K
antenfolge der Länge n von v

o  nach v
n , w

enn für alle i ∈
 {0, ..., n-1} gilt:

(v
i , v

i+
1 ) ∈

 E
.

Im
 gerichteten F

all ist v
o  der S

tartknoten und v
n  der E

ndknoten, im
 ungerichteten

F
all sind v

o  und v
n  die E

ndknoten von k.

v
1 , ..., v

n-1  sind die inneren K
noten von k.

Ist v
o  =

 v
n , so ist die K

antenfolge geschlossen.

2.
k heiß

t K
antenzug der Länge n von v

o  nach v
n , w

enn k K
antenfolge der Länge n

von v
o  nach v

n  ist und w
enn für alle i, j ∈

 {0, ..., n-1} m
it i ≠ j gilt: (v

i , v
i+

1 ) ≠ (v
j , v

j+
1 ).

3.
k heiß

t W
eg der Länge n von v

o  nach v
n , w

enn k K
antenfolge der Länge n von v

o

nach v
n  ist und w

enn für alle i, j ∈
 {0, ..., n} m

it i ≠ j gilt: v
i  ≠ v

j .

4.
k heiß

t Z
yklus oder K

reis der Länge n, w
enn k geschlossene K

antenfolge der Län-
ge n von v

o  nach v
n  und w

enn k' =
 (v

o , ..., v
n-1 ) ein W

eg ist.

E
in G

raph ohne Z
yklus heiß

t kreisfrei, zyklenfrei oder azyklisch.

B
eispiel 3

(1, 2, 3, 4, 5, 2, 3) ist K
antenfolge (aber nicht K

antenzug) der Länge 6 von 1 nach 3.
(1, 2, 5, 4, 2, 3) ist K

antenzug (aber nicht W
eg) der Länge 5 von 1 nach 3.

(1, 2, 5, 4, 3) ist W
eg der Länge 4 von 1 nach 3.

(2, 3, 4, 5, 2) ist Z
yklus der Länge 4.

10.2
D

arstellu
n

g
 vo

n
 G

rap
h

en

10.2.1 S
p

eich
eru

n
g

 in
 ein

er A
d

jazen
zm

atrix

E
in G

raph G
 =

 (V
, E

) m
it 

V


 =
 n w

ird in einer B
oole’schen n x n -M

atrix A
G

 =
 (a

ij ), m
it

1 ≤ i,j ≤ n gespeichert, w
obei

5

1
2

4

G

3

a
ij

0
falls

i
j,

(
)

E
∉

1
falls

i
j,

(
)

E
∈

    

=
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D
ie 

A
djazenzm

atrix 
eines 

ungerichteten 
G

raphen 
ist 

sym
m

etrisch, 
d. 

h., 
 

w
enn

a
ij ∈

A
G

, dann auch a
ji  ∈

 A
G

. In diesem
 F

all genügt die S
peicherung des  oberen oder

unteren D
reiecks von A

G
.

D
er S

peicherplatzbedarf von A
G

 ist nicht abhängig von der K
antenm

enge. W
enn ein

G
raph m

it der K
notenm

enge V
 in einer A

djazenzm
atrix gespeichert w

erden soll, so er-
gibt sich m

it 
V


 =

 n ein S
peicherplatzbedarf von O

(n
2).

10.2.2 S
p

eich
eru

n
g

 in
 A

d
jazen

zlisten

D
iese M

ethode legt für jeden K
noten eines (un-) gerichteten G

raphen eine einfach ver-
kettete Liste an, in der die vom

 K
noten ausgehenden K

anten gespeichert w
erden. D

ie
K

noten w
erden als E

lem
ente eines F

elds dargestellt, in dem
 die A

nker der entspre-
chenden Listen gespeichert sind.
F

olgende D
efinition läß

t sich dafür heranziehen:

T
Y

P
E

K
notenindex  =

 [1..n];
K

antenzeiger =
 

P
O

IN
T

E
R

 T
O

 K
antenelem

ent;
K

antenelem
ent =

R
E

C
O

R
D

E
ndknoten : K

notenindex;
N

ext : K
antenzeiger

E
N

D
;

F
eld =

 A
R

R
A

Y
 [K

notenindex] O
F

 K
antenzeiger;

V
A

R
A

djazenzlisten : F
eld;

A
G

1
2

3
4

5
6

1
0

1
1

1
0

0
2

0
0

1
0

0
0

3
0

0
1

0
0

0
4

0
1

0
0

0
0

5
0

0
0

0
0

0
6

0
0

0
0

1
0

4
1

2
3

65

B
eispiel:

B
ild 10.1:

D
arstellung als A

djazenzm
atrix
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D
ie i-te Liste enthält für jeden E

ndknoten einer K
ante (i,j) ∈

 E
 ein K

antenelem
ent m

it
E

intrag j. In B
ild 10.2 ist der G

raph aus B
ild 10.1 als A

djazenzliste dargestellt.

M
it 

V


 =
 n und 

E


 =
 m

 benötigt die A
djazenzlisten-D

arstellung für G
 =

 (V
, E

) einen
S

peicherplatzbedarf von O
(n+

m
).

A
djazenzlisten besitzen eine einfache R

epräsentation. S
ie unterstützen viele O

peratio-
nen w

ie das H
inzufügen neuer K

anten und das V
erfolgen von K

anten sehr gut. R
echt

teuer dagegen ist das H
inzufügen und E

ntfernen von K
noten.

10.2.3 S
p

eich
eru

n
g

 in
 d

o
p

p
elt verketteten

 K
an

ten
listen

E
inige N

achteile der A
djazenzlisten-D

arstellung (z. B
. Ä

nderungsoperationen bei K
no-

ten) lassen sich verm
eiden, w

enn die K
noten in einer doppelt verketteten Liste und

nicht in einem
 F

eld verw
altet w

erden. K
notenliste und K

antenlisten w
erden doppelt ver-

kettet angelegt. Ihre E
lem

ente besitzen jew
eils drei V

erw
eise, zw

ei davon für die dop-
pelte V

erkettung der entsprechenden Liste. E
in K

notenelem
ent enthält noch einen V

er-
w

eis (A
nker) auf seine K

antenliste, w
ährend ein K

antenelem
ent statt einer K

noten-
num

m
er einen V

erw
eis auf das entsprechende K

notenelem
ent besitzt.

M
it folgenden D

efinitionen lassen sich doppelt verkettete K
antenlisten (doubly connec-

ted arc list, D
C

A
L) beschreiben:
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ild 10.2:
A

djazenzlisten-D
arstellung
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T
Y

P
E

K
notenzeiger =

 P
O

IN
T

E
R

 T
O

 K
notenelem

ent;
K

antenzeiger =
 P

O
IN

T
E

R
 T

O
 K

antenelem
ent;

K
notenelem

ent =
 

R
E

C
O

R
D

K
ey : K

notenindex;
{w

eitere Inform
ation}

P
rev, N

ext : K
notenzeiger;

A
nker : K

antenzeiger;
E

N
D

;
K

antenelem
ent =

R
E

C
O

R
D

N
ext : K

antenzeiger;
E

ndknoten : K
notenzeiger;

C
A

S
E

 Listenanfang : B
O

O
LE

A
N

 O
F

T
R

U
E

 :
K

not :
K

notenzeiger;
F

A
LS

E
 :

P
rev :

K
antenzeiger;

E
N

D
;

E
N

D
;

V
A

R
dcal : K

notenzeiger;

B
ild 10.3 stellt w

iederum
 den G

raph aus B
ild 10.1 als D

C
A

L-S
truktur dar.

111

121

131

141

151

161

111111

11

11

11

11

ild 10.3:
G

raphdarstellung m
it doppelt verketteten K

antenlisten
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10.3
D

u
rch

lau
fen

 vo
n

 G
rap

h
en

B
ei vielen G

raphproblem
en m

üssen die K
noten und K

anten eines D
igraphen in syste-

m
atischer W

eise aufgesucht w
erden. Ä

hnlich w
ie bei B

äum
en w

urden deshalb D
urch-

laufverfahren entw
ickelt, die als B

austeine in vielen anderen G
raphalgorithm

en benutzt
w

erden können. D
ie beiden bekanntesten V

erfahren sind die T
iefensuche (depth-first

search) und die B
reitensuche (breadth-first search).

D
ie T

iefensuche kann als V
erallgem

einerung des D
urchlaufs von B

äum
en in V

orord-
nung betrachtet w

erden. B
ei einem

 D
igraphen G

 seien alle K
noten zunächst als "un-

benutzt" m
arkiert. E

s w
ird ein K

noten x von G
 als S

tartknoten ausgew
ählt; er w

ird auf-
gesucht und als "benutzt" m

arkiert. A
nschließ

end w
erden alle unbenutzten K

noten, die
von x aus direkt erreicht w

erden können, rekursiv m
it H

ilfe der T
iefensuche aufgesucht.

S
obald alle K

noten, die von x aus erreicht w
erden können, als benutzt m

arkiert sind,
ist die T

iefensuche für x beendet. F
alls es noch unbenutzte K

noten gibt, w
ird unter ih-

nen w
iederum

 einer als S
tartknoten ausgew

ählt und die T
iefensuche angestoß

en. D
er

D
urchlauf  ist beendet, sobald alle K

noten als benutzt gekennzeichnet sind.

D
er N

am
e des V

erfahrens leitet sich von der V
orgehensw

eise, zunächst "in die T
iefe"

zu gehen, ab. W
enn x der m

om
entan aufgesuchte K

noten ist, dann w
ird eine K

ante
(x,y) ausgew

ählt und y aufgesucht. Ist y bereits als benutzt m
arkiert, w

ird von x ausge-
hend eine andere K

ante ausgew
ählt, bis ein unbenutzter K

noten gefunden w
ird. W

enn
y unbenutzt ist, w

ird y aufgesucht und als benutzt m
arkiert. N

un startet eine T
iefen-

suche von y aus. S
obald die T

iefensuche durch alle P
fade, die von y aus erreicht w

er-
den können, abgeschlossen ist, w

ird die T
iefensuche von x fortgesetzt. S

ie endet, so-
bald alle von x ausgehenden K

anten überprüft und alle zugehörigen K
noten als benutzt

m
arkiert sind.

D
er G

raph G
 sei beispielsw

eise in A
djazenzlisten-D

arstellung gespeichert. D
ie K

noten
besitzen neben dem

 Z
eiger auf die zugehörige Liste der ausgehenden K

anten noch
eine M

arkierung (M
arke) für die E

inträge (benutzt, unbenutzt).

T
Y

P
E

K
notenelem

ent =
 R

E
C

O
R

D
M

arke : (benutzt, unbenutzt);
A

nker : K
antenzeiger;

E
N

D
;

. . .
F

eld =
 A

R
R

A
Y

 [K
notenindex] O

F
 K

notenelem
ent;

V
A

R
A

 : F
eld;

D
ie T

iefensuche läß
t sich nun folgenderm

aß
en skizzieren:

. . .

F
O

R
 i :=

 1 T
O

 n D
O

A
[i].M

arke :=
 unbenutzt;

E
N

D
;
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F
O

R
 i :=

 1 T
O

 n D
O

IF
A

[i].M
arke =

 unbenutzt T
H

E
N

T
iefensuche(i)

E
N

D
;

E
N

D
;

T
iefensuche w

ird als rekursive P
rozedur realisiert.

P
R

O
C

E
D

U
R

E
 T

iefensuche (i : K
notenindex);

. . .
B

E
G

INA
[i].M

arke :=
 benutzt;

F
O

R
  jeden K

noten j von A
[i] D

O
IF

A
[j].M

arke =
 unbenutzt T

H
E

N
T

iefensuche(j)
E

N
D

;
E

N
D

;
E

N
D

 T
iefensuche;

D
er G

raph habe m
 K

anten und n ≤ m
 K

noten. D
ie P

rozedur "T
iefensuche" w

ird für kei-
nen K

noten m
ehr als einm

al aufgerufen, w
eil ein K

noten im
m

er sofort als benutzt m
ar-

kiert w
ird. D

ie A
nzahl der A

ufrufe T
iefensuche (j) ist proportional der S

um
m

e der ein-
zelnen A

djazenzlistenlängen, d. h. O
(m

). W
enn n ≤ m

 ist, betragen die K
osten für die

T
iefensuche des ganzen G

raphen O
(m

).

F
ür den G

raph in A
djazenzlisten-D

arstellung aus B
ild 10.2 ergibt die T

iefensuche die
D

urchlaufordnung 1, 2, 3, 4, 5, 6.

10.4
T

o
p

o
lo

g
isch

e S
o

rtieru
n

g

E
in gerichteter G

raph (D
igraph) läß

t sich als binäre R
elation auffassen; ein zyklenfreier

D
igraph (D

A
G

) beschreibt also eine H
albordnung. E

ine topologische S
ortierung eines

D
igraphen erzeugt eine vollständige O

rdnung über den K
noten des G

raphen, die nicht
im

 W
iderspruch zu der partiellen O

rdnung steht, die durch die gerichteten K
anten aus-

gedrückt w
ird. G

enauer: E
ine topologische S

ortierung eines D
igraphen G

 =
 (V

,E
) ist

eine A
bbildung ord: V

 →
 {1, ..., n} m

it 
V


 =

 n, so daß
 m

it (u,v) ∈
 E

 auch ord(u) <
 ord(v)

gilt.

G
 ist genau dann zyklenfrei, w

enn es für G
 eine topologische S

ortierung gibt. E
s läß

t
sich ebenso zeigen (durch Induktion), daß

 es zu einem
 D

A
G

 eine topologische S
ortie-

rung gibt.

D
as topologische S

ortieren w
eist also den K

noten eines D
A

G
 eine lineare O

rdnung
derart zu, daß

 ein K
noten i in der linearen O

rdnung vor j erscheint, falls eine K
ante von

i nach j existiert.
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B
eispiel:

E
in P

feil kann z. B
. interpretiert w

erden als R
elation "liegt vor" oder "ist-V

oraussetzung-
für". M

ögliche topologische S
ortierungen sind beispielsw

eise

-
9, 8, 6, 4, 1, 7, 5, 2, 3

-
6, 1, 7, 4, 5, 3, 2, 9, 8

S
kizze zu einem

 A
lgorithm

us "T
opologische S

ortierung":
{liefert zu einem

 D
A

G
 G

 =
 (V

,E
) eine topologische S

ortierung durch eine A
bbildung ord}

B
E

G
INi :=

 0;
{indeg(v) liefert den E

ingangsgrad von v}
W

H
IL

E
 G

 hat w
enigstens einen K

noten v m
it indeg(v) =

 0 D
O

i :=
 i+

1;
ord(v) :=

 i;
G

 :=
 G

 - v;
E

N
D

;
IF

 
G

 =
 0 T

H
E

N
     

G
 ist zyklenfrei

E
L

S
EG

 hat Z
yklen

E
N

D
;

E
N

D
;

D
ie B

estim
m

ung des E
ingangsgrades 0 kann erheblichen A

ufw
and verursachen, w

enn
die K

anten rückw
ärts verfolgt w

erden m
üssen. E

s ist deshalb effizienter, den jew
eils

aktuellen E
ingangsgrad zu jedem

 K
noten zu speichern.

D
er A

lgorithm
us "T

opologische S
ortierung" läß

t sich so realisieren, daß
 die B

erech-
nung einer topologischen S

ortierung für den G
raph G

 =
 (V

,E
) m

it 
V


=

 n und 
E


=

m
in O

(n+
m

) durchgeführt w
erden kann. M

It denselben K
osten O

(n+
m

) kann som
it die

Z
yklenfreiheit eines G

raphen getestet w
erden.

3

2
1

754

89

6
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10.5
T

ran
sitive H

ü
lle

B
ei einem

 G
raphproblem

 stellt sich oft die F
rage, w

elche K
noten von einem

 gegebe-
nen K

noten aus erreichbar sind oder ob es K
noten gibt, von denen aus alle anderen

erreicht w
erden können. B

eispielsw
eise ist in einem

 Z
yklus jeder K

noten von jedem
 an-

deren aus erreichbar. D
ie F

rage der E
rreichbarkeit von K

noten eines G
raphen führt zur

D
efinition der reflexiven, transitiven H

ülle:

E
in D

igraph G
* =

 (V
,E

*) ist die reflexive, transitive H
ülle (kurz: H

ülle) eines D
igraphen

G
 =

 (V
,E

), w
enn gilt:  (v,v') ∈

 E
* gdw

.   es gibt einen W
eg von v nach v’ in G

.

G
 und seine A

djazenzm
atrix A

 seien gegeben:

W
enn ein W

eg von i nach j besteht und einer von j nach k, dann kann ein W
eg von i

nach k abgeleitet w
erden. B

eispielsw
eise läß

t sich so aus A
[1,2] und A

[2,3] der W
eg

A
[1,3] ableiten. E

s kann gezeigt w
erden, daß

 folgende V
orgehensw

eise das A
uffinden

aller W
ege gew

ährleistet [A
U

96, O
W

96]. E
in W

eg von einem
 K

noten i zu einem
 K

noten
k ist entw

eder eine K
ante von i nach k oder kann so in einen W

eg von i nach j und einen
W

eg von j nach k zerlegt w
erden, daß

 j die größ
te N

um
m

er eines K
notens auf dem

W
eg zw

ischen i und k ist (z. B
. A

[1,3] und A
[3,4]).

B
ei der W

egebestim
m

ung m
uß

 nun sichergestellt w
erden, daß

 bei der B
ildung eines

W
eges von i nach k über j für die beiden T

eilw
ege i nach j und j nach k beide nur Z

w
i-

schenkonten m
it einer N

um
m

er kleiner als j benutzen. W
enn das aktuelle j bei der B

e-
rechnung benutzt w

ird, m
üssen folglich bereits alle W

ege bekannt sein, die nur Z
w

i-
schenknoten m

it N
um

m
er kleiner als j benutzen.

B
evor W

ege m
it j =

 2 als Z
w

ischenknoten gesucht w
erden, m

üssen alle W
ege m

it j =
1 als Z

w
ischenknoten berechnet sein usw

. W
enn also W

ege m
it j =

 2 als Z
w

ischenkno-
ten zusam

m
engesetzt w

erden, w
erden nur W

ege (zusätzlich zu vorhandenen K
anten)

A
1

2
3

4
1

0
1

0
0

2
0

0
1

0
3

0
0

0
1

4
0

1
0

0

1
2

3
4

i
j

k

1234
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benutzt, die m
it j =

 1 gebildet w
urden usw

. A
lle neu gefundenen W

ege m
üssen den ak-

tuellen K
noten j (z. B

. j=
2) benutzen. W

enn jetzt j schrittw
eise erhöht w

ird, w
erden alle

über j laufenden W
ege tatsächlich gefunden.

A
lgorithm

us zur B
erechnung der T

ransitiven H
ülle

F
O

R
i :=

 1 T
O

 n D
O

A
[i,i] :=

 1;
E

N
D

;
F

O
R

j :=
 1 T

O
 n D

O
F

O
R

 i :=
 1 T

O
 n D

O
IF

 A
[i,j] =

 1 T
H

E
N

F
O

R
 k :=

 1 T
O

 n D
O

IF
A

[j,k] =
 1 T

H
E

N
A

[i,k] :=
 1

E
N

D
;

E
N

D
;

E
N

D
;

E
N

D
;

E
N

D
;

F
ür unser B

eispiel erhalten w
ir G

* =
 (V

,E
*) und die zugehörige A

djazenzm
atrix A

*:

D
urch die S

chachtelung der drei F
O

R
-S

chleifen ist die Laufzeit des A
lgoritihm

us offen-

sichtlich beschränkt durch O
(n

3) m
it 

V


=
 n. D

ie innerste F
O

R
-S

chleife w
ird jedoch nur

durchlaufen, w
enn eine K

ante oder ein berechneter W
eg von i nach j vorhanden ist.

D
ie innerste S

chleife w
ird deshalb nicht notw

endigerw
eise O

(n
2)-m

al durchlaufen, son-

dern nur O
(k)-m

al m
it k =

 
E

*
. A

ls G
esam

tlaufzeit erhalten w
ir deshalb O

(n
2+

k⋅n).

A
* 1

2
3

4
1

1
1

1
1

2
0

1
1

1
3

0
1

1
1

4
0

1
1

1

1
2

3
4
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11.S
p

eich
erverw

altu
n

g

E
in S

peicher sei in S
peichereinheiten oder B

löcke aufgeteilt, die als B
etriebsm

ittel ver-
arbeitenden P

rozessen auf A
nforderung zugew

iesen w
erden können. D

urch eine sol-
che Z

uw
eisung w

erden sie als belegt gekennzeichnet. N
icht m

ehr benötigte E
inheiten

w
erden nach R

ückgabe w
ieder als frei m

arkiert. T
ypischerw

eise w
erden zu beliebigen

Z
eitpunkten unterschiedlich viele zusam

m
enhängende S

peichereinheiten angefordert
und später w

ieder freigegeben, d.h., unterschiedlich lange F
olgen von S

peichereinhei-
ten w

echseln zu einem
 Z

eitpunkt vom
 Z

ustand frei nach belegt und zurück. E
ine w

ich-
tige A

ufgabe der S
peicherverw

altung besteht nun darin, freie F
olgen m

öglichst effizient
zu finden und dabei eine m

öglichst gute S
peicherplatzausnutzung zu gew

ährleisten.
D

iese A
ufgabenstellung tritt in verschiedenen B

ereichen auf; einige w
ichtige seien hier

aufgeführt:

-
V

erw
altung des H

auptspeichers

D
as B

etriebssystem
 teilt den P

rozessen dynam
isch unterschiedlich lange S

pei-
cherbereiche zu und verw

altet die Z
ustandsinform

ation für die freien und beleg-
ten S

peicheranteile selbst im
 H

auptspeicher.

-
V

erw
altung des E

xternspeichers

E
ine V

ielzahl von D
ateien w

ird zu beliebigen Z
eitpunkten typischerw

eise auf M
a-

gnetplatte angelegt und w
ieder freigegeben. E

inheit der S
peicherzuordnung ist

dabei in der R
egel ein B

lock (als Ü
bertragungseinheit). D

er B
elegungszustand

des S
peichers w

ird norm
alerw

eise m
it auf dem

 E
xternspeicher untergebracht.

-
S

peicherverw
altung im

 A
nw

endungsprogram
m

A
uch im

 A
nw

enderprogram
m

 ergibt sich die N
otw

endigkeit, S
peicherbereiche zu

belegen und w
ieder freizugeben. B

eispiele hierfür sind die S
tapel- und H

alden-
verw

altung, die typischerw
eise vom

 Laufzeitsystem
 zur V

erfügung gestellt w
er-

den. F
ür spezielle A

ufgaben können jedoch problem
orientierte V

erw
altungsalgo-

rithm
en erforderlich w

erden.

11.1
O

rg
an

isatio
n

skritierien
 d

er S
p

eich
erverw

altu
n

g

H
äufigkeit, G

röß
e und R

eihenfolge der A
nforderungen und F

reigaben von S
peicher-

platz sind w
ichtige K

riterien für den E
ntw

urf angepaß
ter S

peicherverw
altungsalgorith-

m
en.
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•
R

eihenfolge der B
elegungs- und F

reigabeoperationen

Im
 allgem

einen F
all w

erden A
nforderungen und F

reigaben unkoordiniert und zu w
ill-

kürlichen Z
eitpunkten auftreten. B

ei der S
peicherverw

altung ergibt sich dann oft
eine Z

erstückelung des S
peichers in freie und belegte B

ereiche unterschiedlicher
G

röß
e (F

ragm
entierung), w

as die w
eitere N

utzung des S
peichers erschw

ert. D
ie

F
reispeicherverw

altung m
uß

 eine genaue K
ennzeichnung der einzelnen B

ereiche
erlauben.

N
ur in S

pezialfällen ist eine einfache V
erw

altung m
öglich. W

enn beispielsw
eise ein

A
nw

endungsprogram
m

 nur S
peicherplatzanforderungen stellt und am

 E
nde den ge-

sam
ten S

peicherplatz auf einm
al freigibt, genügt für die F

reispeicherverw
altung ein

Z
eiger, der den freien vom

 belegten P
latz trennt.

F
alls A

nforderungen und F
reigabe nach dem

 LIF
O

-P
rinzip erfolgen, läß

t sich der
S

peicher als S
tapel verw

alten.

•
G

röß
e der angeforderten S

peicherbereiche

W
enn der S

peicher in E
inheiten konstanter Länge organisiert ist, lassen sich folgen-

de V
erfahren unterscheiden:

-
A

nforderung von genau einer E
inheit

-
A

nforderung von k E
inheiten, die zusam

m
enhängend bleiben m

üssen

-
A

nforderung von 2
k zusam

m
enhängenden E

inheiten, w
obei die aktuellen A

nfor-
derungen entsprechend aufgerundet w

erden. D
as B

uddy-V
erfahren ist auf diese

A
rt der A

nforderung zugeschnitten.

D
ie A

nforderung von variabel langen S
peicherbereichen verlangt den größ

ten V
er-

w
altungsaufw

and. F
alls der S

peicher in E
inheiten konstanter Länge belegt w

ird,
m

uß
 entsprechend gerundet w

erden. D
urch V

erw
altung von variabel langen S

pei-
cherbereichen läß

t sich diese A
rt der A

nforderung direkt unterstützen.

•
F

reispeicherverw
altung

B
ei V

ergabe des S
peichers in konstanten E

inheiten genügt für die Z
ustandsdarstel-

lung (frei/belegt) ein B
it pro E

inheit. Z
ur B

eschreibung des zu verw
altenden S

pei-
chers läß

t sich ein B
itvektor als B

elegungsvektor heranziehen (V
ektorm

ethode). B
i-

tadresse und A
dresse des zugehörigen S

peicherbereichs stehen in einem
 direkten

Z
usam

m
enhang, der eine einfache B

erechnung der jew
eiligen A

dresse erlaubt.

E
rfolgt die V

ergabe in variabel langen E
inheiten, so m

uß
 die F

reispeicher- oder B
e-

legungsinform
ation m

indestens A
nfangsadresse und Länge des jew

eiligen B
ereichs

enthalten. D
iese Inform

ation läß
t sich in einer T

abelle zusam
m

enfassen. G
ew

öhn-
lich w

ird m
an eine F

reispeichertabelle verw
alten, in der die E

inträge entw
eder nach

A
dressen oder nach G

röß
e der B

ereiche geordnet sind.
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B
elegungsvektor oder F

reispeichertabelle sind eigenständige D
atenstrukturen (B

ild
11.1). D

ie dadurch erreichte kom
pakte D

arstellung der V
erw

altungsinform
ation ist

zw
ingend erforderlich bei der V

erw
altung von E

xternspeicherbereichen, da die ge-
sam

te V
erw

altungsinform
ation m

it w
enigen Z

ugriffen im
 H

auptspeicher verfügbar
sein m

uß
.

B
ei der V

erw
altung von H

auptspeicherbereichen ist es m
öglich, die F

reispeicherin-
form

ation in den verw
alteten E

inheiten selbst unterzubringen (B
ild 11.2). B

ei V
erga-

be von konstanten E
inheiten besitzt dann jede E

inheit ein B
it als B

elegt-/F
rei-A

nzei-
ge. B

ei V
ergabe von variabel langen B

ereichen können die freien B
ereiche verkettet

w
erden (beispielsw

eise nach A
dressen oder G

röß
en geordnet).

B
ild 11.1:

A
rten der F

reispeicherverw
altung: separate D

arstellung
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B
ild 11.2:

A
rten der F

reispeicherverw
altung: integrierte F

reispeicherinform
ation

11.2
S

p
eich

erp
latzan

fo
rd

eru
n

g

M
it H

ilfe der F
reispeicherinform

ation können S
peicherplatzanforderungen bearbeitet

w
erden. B

ei der E
rfüllung solcher A

nforderungen sind gew
öhnlich übergeordnete G

e-
sichtspunkte (M

inim
ierung der Z

erstückelung, m
öglichst dichte B

elegung usw
.) zu be-

achten. E
s können deshalb m

ehrere B
elegungsstrategien unterschieden w

erden, um
eine A

nforderung der Länge k (zusam
m

enhängend) befriedigen zu können:

•
F

IR
S

T
-F

IT
: A

nhand der F
reispeicherinform

ation w
ird der erste passende S

peicher-
bereich, der größ

er oder gleich der A
nforderung k ist, ausgew

ählt und der A
nw

en-
dung zugew

iesen. B
ei F

IR
S

T
-F

IT
 können sich am

 A
nfang des S

peichers kleinere
S

peicherabschnitte, die nacheinander und unabhängig allokiert w
urden, häufen.

S
oll dies verm

ieden w
erden, so kann die S

uche nach freiem
 S

peicher zyklisch vor-
genom

m
en w

erden. S
ie beginnt dort, w

o die letzte B
elegung erfolgt ist (N

E
X

T
-F

IT
).

•
B

E
S

T
-F

IT
: U

m
 eine schlechte S

peicherplatznutzung durch F
ragm

entierung zu ver-
hindern, ist es zw

eckm
äß

ig, solche S
peicherbereiche auszuw

ählen, die nach B
ele-

gung des angeforderten A
bschnitts einen m

inim
alen V

erschnitt aufw
eisen. A

uf die-
se W

eise bleiben eher größ
ere zusam

m
enhängende S

peicherbereiche für spätere
A

nforderungen erhalten. B
E

S
T

-F
IT

 w
ählt deshalb den kleinsten freien B

ereich, der
größ

er oder gleich k ist, für die B
elegung aus. B

ei einer groß
en A

nzahl freier S
pei-

cherbereiche w
ird diese B

elegungsstrategie unverhältnism
äß

ig teuer, w
enn diese

B
ereiche nicht ihrer G

röß
e nach geordnet sind.

•
R

A
N

D
O

M
-F

IT
: U

nter den S
peicherbereichen, die größ

er oder gleich k sind, w
ird ei-

ner zufällig für die B
elegung ausgew

ählt. D
iese B

elegungsstrategie besitzt keine
praktische B

edeutung, sie w
ird jedoch für theoretische B

etrachtungen herangezo-
gen (A

bschätzung der V
erbesserungsm

öglichkeiten durch andere V
erfahren).

S
peicher-

belegung

0
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1
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1
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0
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0
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•
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F
reispeicher-
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b) V
ergabe des S

peichers in variabel langen E
inheiten

0
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8
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W
ied

erein
g

lied
eru

n
g

N
ach E

nde ihrer N
utzung w

erden die belegten S
peicherabschnitte zurückgegeben.

D
abei m

üssen sie nach M
öglichkeit w

ieder so in die F
reispeicherverw

altung eingeglie-
dert w

erden, daß
 zusam

m
enhängende freie S

peicherbereiche erkannt w
erden kön-

nen. E
s genügt also beispielsw

eise nicht, die zurückgegebenen A
bschnitte am

 A
nfang

oder am
 E

nde der F
reispeichertabelle einzutragen.

B
ei der V

ektorm
ethode ist die W

iedereingliederung unproblem
atisch, da durch R

ück-
setzen der B

elegtinform
ation autom

atisch der größ
tm

ögliche freie B
ereich entsteht.

B
ei der T

abellenm
ethode dagegen ist ein N

euantrag oder eine V
erschm

elzung m
it be-

reits existierenden E
inträgen erforderlich, um

 physisch benachbarte B
ereiche zu ei-

nem
 zusam

m
enzufassen. D

eshalb erfordert die W
iedereingliederung hierbei S

uch-
und U

m
organisationsvorgänge in der F

reispeichertabelle, um
 nach der M

odifikation
die O

rdnung der E
inträge zu erhalten.

W
egen des groß

en A
ufw

andes gibt es V
erfahren, die die W

iedereingliederung einzel-
ner A

bschnitte zurückstellen: sie sam
m

eln erst eine größ
ere A

nzahl, bevor sie in einer
größ

eren R
eorganisation alle zurückgegebenen A

bschnitt w
ieder verfügbar m

achen.
D

iese R
eorganisation kann nebenläufig oder in Z

eiten geringer A
rbeitslast geschehen.

S
ie w

ird auf jeden F
all angestoß

en, w
enn eine S

peicheranforderung nicht m
ehr erfüllt

w
erden kann.

11.3
D

as B
u

d
d

y-V
erfah

ren

D
ie bisher betrachteten V

erfahren erfordern entw
eder bei der S

peicherplatzanforde-
rung oder bei seiner W

iedereingliederung einen beträchtlichen A
ufw

and. E
in S

pezial-
verfahren, H

albierungs- oder B
uddy-V

erfahren genannt, w
ill hier A

bhilfe schaffen. O
b-

w
ohl der S

peicher in E
inheiten konstanter Länge organisiert ist, läß

t sich das V
erfahren

als eine M
ischung zw

ischen V
ergabe von K

onstanten und variabel langen E
inheiten

betrachten. 

B
ei der B

uddy-M
ethode um

faß
t der S

peicher 2
m

 benachbarte E
inheiten konstanter

G
röß

e. A
nforderungen w

erden jew
eils in F

orm
 von 2

k, 0 ≤ k ≤ m
, E

inheiten befriedigt;
hierbei w

ird gegebenenfalls aufgerundet, so daß
 sich ein A

bschnitt von 2
k ergibt. F

ür
alle m

öglichen G
röß

en 2
k w

erden separate F
reispeicherlisten F

k  angelegt, die in den
K

om
ponenten eines speziellen F

eldes verankert sind. In B
ild 11.3 ist das P

rinzip der
B

uddy-M
ethode skizziert, w

obei die m
inim

ale A
nforderungsgröß

e 2
3 und die m

axim
ale

2
6 ist.

B
uddies (“K

am
eraden”) sind benachbarte A

bschnitte auf der S
tufe k, die zusam

m
en

einen A
bschnitt auf der S

tufe k+
1 ergeben. A

us der A
nfangsadresse eines A

bschnitts
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läß
t sich leicht die A

dresse seines B
uddies berechnen. B

uddy
k (x) sei die A

nfangs-
adresse des B

uddies für einen A
bschnitt der Länge 2

k m
it A

nfangsadresse x:

B
uddy

k (x) =
 

A
usgangspunkt für die S

peicheranforderung sei die B
elegung nach B

ild 11.3. W
enn

ein A
bschnitt der Länge 14 angefordert w

ird, gilt 2
3 <

 14 ≤ 2
4; es w

ird also ein A
bschnitt

der Länge 2
4 zugeordnet. In der F

reispeicherliste F
4  w

ird sequentiell geprüft, ob ein
freier A

bschnitt verfügbar ist:

F
alls nein:

D
ie A

nforderung kann m
om

entan nicht befriedigt w
erden.

F
alls ja:

O
rdne diesen A

bschnitt zu. M
arkiere ihn, alle seine V

orgängerknoten
bis zur W

urzel und seinen gesam
ten U

nterbaum
 als belegt.

B
ild 11.3:

B
eispiel zur S

peicherbelegung

Im
 B

eispiel w
ürde der S

peicherabschnitt “16..31” zugew
iesen. E

ine S
peicheranforde-

rung >
 16 hätte dagegen nicht erfüllt w

erden können. D
er A

bschnitt 16..39 ist zw
ar frei,

kann aber durch das B
uddy-V

erfahren nicht als G
anzes belegt w

erden, da die A
b-

schnitte 24..31 und 32.39 keine B
uddies sind.

D
ie F

reigabe eines A
bschnitts erfolgt analog. E

in A
bschnitt x der G

röß
e 2

k w
ird als frei

m
arkiert. Z

usätzlich w
ird der gesam

te zugehörige U
nterbaum

 als frei gekennzeichnet.
F

alls der B
uddy von x frei ist, w

iederhole das gleiche m
it dem

 V
aterknoten.

D
ie V

orteile des V
erfahrens liegen in seiner einfachen und effizienten H

andhabung.
N

achteilig ist, daß

x
2

k
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falls
x

m
od

2
k

1
+
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=
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+
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-
benachbarte S

peicherabschnitte, die nicht B
uddies sind, nicht verschm

olzen w
er-

den können und deshalb auch nicht zusam
m

enhängend vergeben w
erden kön-

nen.

-
ggf. erheblicher S

peicherplatz durch die A
ufrundung der benötigten G

röß
e 2

k je-
desm

al nicht genutzt w
erden kann (interne F

ragm
entierung).

11.4
S

p
eich

erb
erein

ig
u

n
g

E
s w

urde bereits diskutiert, daß
 die W

iedereingliederung freiw
erdender S

peicherab-
schnitte aufgeschoben w

erden kann; sie liegen dann brach, bis eine S
peicherbereini-

gung (garbage collection) durchgeführt w
ird. B

eim
 T

abellenverfahren w
erden dann alle

freien und physisch benachbarten A
bschnitte (E

inzelabschnitte) verschm
olzen und in

der F
reispeichertabelle dargestellt.

S
chw

ieriger w
ird die S

ituation, w
enn keine “unabhängigen” A

bschnitte w
ieder einge-

gliedert w
erden sollen, sondern w

enn allgem
einere Listenstrukturen vorliegen, die die

einzelnen S
peicherabschnitte m

iteinander (durch M
ehrfachreferenzen) verknüpfen.

B
eispielsw

eise könnte ein A
nw

endungsprogram
m

 dynam
ische D

atenstrukturen (G
ra-

phen, B
äum

e) auf der H
alde (H

eap) angelegt haben. E
s m

öge nun ein Ü
berlauf dro-

hen, w
eil die freigew

ordenen K
noten (A

bschnitte) nicht der F
reispeicherliste zugew

ie-
sen w

urden oder nicht zugew
iesen w

erden konnten, w
eil gar nicht erkannt w

urde, daß
sie frei sind (z. B

. nicht m
ehr erreichbare K

noten).

A
ufgabe eines A

lgorithm
us zur S

peicherbereinigung ist es nun, alle K
noten im

 H
eap,

die vom
 P

rogram
m

 aus nicht erreichbar sind, zu m
arkieren und dann die entsprechen-

den S
peicherabschnitte in die F

reispeicherliste einzugliedern. E
ine andere M

öglichkeit
w

äre, den H
eap zu “verdichten”, d.h. die belegten S

peicherbereiche zusam
m

enzu-
schieben.

E
s gibt zw

ei grundsätzliche M
ethoden zur S

peicherbereinigung.

V
erw

eism
ethode

Jeder K
noten enthält einen Z

ähler, der angibt, w
ie oft auf ihn verw

iesen w
ird. Ist der

Z
ähler =

 0, dann kann der A
bschnitt (K

noten) w
ieder in die F

reispeicherliste eingeglie-
dert w

erden. D
iese M

ethode w
eist schw

erw
iegende N

achteile auf. S
ie erfordert zum

einen eine V
erflechtung von S

peicherverw
altung (B

ereinigung) und anw
endungsbezo-

gener A
ufgabe (M

odifikation des Z
ählers). B

ei der F
reigabe m

üssen die Z
ähler der

N
achfolgeknoten ebenfalls erniedrigt w

erden.

Z
um

 anderen sind bei dieser M
ethode keine zyklischen S

trukturen erfaß
bar; sie ent-

halten Z
ählerw

erte >
 0, selbst w

enn sie nicht m
ehr erreicht w

erden können.
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M
arkierungsm

ethode

In jedem
 K

noten (A
bschnitt) ist ein B

elegungsindikator (M
arke) enthalten, der bei der

G
arbage C

ollection ausgew
ertet w

ird. A
lle belegten K

noten m
üssen in m

indestens ei-
ner Listenstruktur sein und vom

 lokalen S
peicher des P

rogram
m

s aus erreichbar sein.
D

as V
erfahren läuft in zw

ei P
hasen ab.

1.
In der M

arkierungsphase w
erden zunächst alle K

noten als nicht erreichbar ge-
kennzeichnet (linearer D

urchlauf). D
anach w

erden alle V
erzw

eigungen der Listen-
strukturen abgelaufen. Jeder K

noten, der dabei aufgesucht w
ird, w

ird als erreich-
bar m

arkiert.

2.
In einer B

ereinigungsphase (sw
eep phase) w

ird der S
peicher w

iederum
 linear

durchlaufen. D
ie nicht m

arkierten K
noten (S

peicherabschnitte) w
erden dabei in die

F
reispeicherliste eingegliedert.

D
ie grundlegende D

atenstruktur, auf die die M
arkierungsm

ethode angew
endet w

erden
soll, kann m

an sich als G
raph m

it K
noten (konstanter Länge) vorstellen, die jew

eils
zw

ei N
achfolgerzeiger m

it Inhalt und H
ilfsinform

ation (M
arke) besitzen:

T
Y

P
E

K
ptr =

 P
O

IN
T

E
R

 T
O

 K
noten;

K
noten =

R
E

C
O

R
D

Inhalt: ...
M

arke: B
O

O
LE

A
N

; 
{H

ilfsinform
ation}

Links, R
echts: K

ptr;
E

N
D

;

W
enn 1 .. M

 die S
peicheradressen sind und 0 N

IL entspricht, ist K
ptr eine Z

ahl zw
i-

schen 0 und M
. D

ie Länge eines K
notens sei k.

D
er folgende A

lgorithm
us beschreibt dann P

hase 1 der M
arkierungsm

ethode:
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i :=
 1;

W
H

IL
E

 i <
=

 M
 D

O
M

arkiere K
noten m

it A
dresse i als F

A
LS

E
;

IN
C

 (i,k);
E

N
D

 (* W
H

ILE
 *);

M
arkiere alle direkt vom

 lokalen S
peicher erreichbaren K

noten m
it T

R
U

E
;

i :=
 1;

W
H

IL
E

 i <
 =

 M
 D

O
j :=

 i +
 k;

IF
K

noten m
it A

dresse i besitzt keine N
achfolger

(d.h. Links =
 N

IL und R
echts =

 N
IL)

O
R

 dieser K
noten ist m

it F
A

LS
E

 m
arkiert T

H
E

N
i :=

 j;
E

L
S

EIF
(Links <

>
 N

IL) A
N

D
 K

noten Links^ m
it F

A
LS

E
 m

arkiert T
H

E
N

m
arkiere Links^ m

it T
R

U
E

;
j :=

 M
inim

um
 (j, A

dresse von Links^)
E

N
D

 (* IF
 *);

IF
(R

echts <
>

 N
IL) A

N
D

 K
noten R

echts^ m
it F

A
LS

E
 m

arkiert T
H

E
N

m
arkiere R

echts^ m
it T

R
U

E
;

j :=
 M

inim
um

 (j, A
dresse von R

echts
^)

E
N

D
 (* IF

 *);
i : =

 j;
E

N
D

 (* IF
 *);

E
N

D
 (* W

H
ILE

 *);

In P
hase 2 w

erden alle m
it F

A
LS

E
 m

arkierten K
noten in die F

reispeicherliste eingeglie-
dert.
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B
eispiel:

Listenstrukturen im
 H

eap

B
ild 11.4:

M
ögliche S

peicherbelegung vor A
usführung der S

peicherbereinigung
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